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Ueber  Singularitäten  ebener  algebraischer  Curven;  • . 

Von 

Dr.  W.  KöSTLiN, 
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Hienu  Tafel  I  Fig.  1—6. 


Einleitung. 

Die  vorliegende  Arbeit  hat  sich  das  Ziel  gesteckt,  das  Verhalten  der 
adjungirten  Cnrye  in  einer  durch  ihre  Reihenentwicklungen  definirten  Sin- 
gularität einer  ebenen  algebraischen  Curve  zu  untersuchen.  Eine  solche 
Reihenentwicklung  ist  ein  im  Allgemeinen  irrationaler  Ausdruck  hinsichtlich 
einer  Coordinate,  durch  welche  die  andere  Coordinate  dargestellt  wird. 
Man  kann  verlangen,  diese  Beziehung  in  die  Form  einer  rationalen  Oleich- 
ung  zwischen  den  beiden  Coordinaten  umzuwandeln,  sofern  die  Entwicklung 
bei  irgend  einer  (übrigens  beliebig  hohen)  Potenz  abgebrochen  wird.  Dies 
ist  der  Zweck  der  Untersuchungen  in  §§  1,  2.  Dabei  zeigt  sich,  dass 
auch  in  der  rationalen  Form  die  sogenannten  „kritischen  Exponenten^  eine 
ausgezeichnete  Rolle  spielen.  Die  nähere  Untersuchung  dieser  Form  führte 
mich  darauf^  ein  graphisches  Verfahren  für  die  Reihenentwicklung  zu  ver- 
werthen^  das,  in  einer  Verbindung  der  Methoden  von  Puiseux  und  Gramer 
bestehend,  die  Diagramme  sämmtlich  in  einer  Figur  vereinigt.  Sie  er- 
möglichte die  Aufstellung  der  rationalen  Form  einer  Curve,  welche  im 
Ursprung  einen  ,,superlinearen  Zweigt'  (nach  Cajley)  mit  gegebenen  kritischen 
Exponenten  besitzt.  Zugleich  gab  sie  die  Hilfsmittel  an  die  Hand,  die 
Zahl  der  linearen  Zweige  mit  nicht  übereinstimmenden  Tangenten  zu  be- 
stimmen, welche  die  Bedingung  des  Adjungirtseins  in  einem  gegebenen 
superlinearen  Zweig  erfCQlen,  eine  Zahl,  die  blos  abhängig  ist  von  den 
kritischen  Exponenten.  Die  allgemeinste  adjungirte  Curve  (mit  der  grösst- 
möglichen  Anzahl  von  willkürlichen  Constanten)  ist  nicht  von  den  kritischen 
Exponenten  allein  abhängig,  sondern  von  sämmtlichen  Gliedern  der  Reihen- 
entwicklungen« Ihre  Form  für  einen  superlinearen  Zweig  Hess  sich  her- 
lejten  ans  der  der  Eeiizenentwicklung  entsprechendeu  i«i^Qi\^<bi[i  "^^ttsi. 
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Die  zu  einer  Fotenzreihj^QlHwicklung  mit  gebrochenen  Exponenten 
gehörige  rationi^\er'^om  der  Gleichung  zwischen  den  Variabein. 


«      t 


-"       •        »  w 

Die  Art.di^f.fliiighlaritKt  einer  beliebigen  algebraischen  Curve,  die  im 
Urs{>nuig\einW*öartesi8chen  Coordinatensystems  einen  singolttren  Punkt 
ha'tj^i&t'*.  bestimmt^  sobald  die  Reihenentwicklungen  der  einen  Coordinaten^ 
';niich  steigenden  Potenzen  der  anderen  x  mit  positiven  ganzen  oder  ge- 
brochenen Exponenten  bekannt  sind.  Puiseuz  hat  gezeigt*,  dass,  wenn 
die  Exponenten  gebrochen  sind^  sich  eine  Anzahl  (^d)  von  Entwicklungen 
zu  einem  sogenannten  cyklischen  System  von  folgender  Form  zusammen- 
fassen lassen:  a,  a, 

wo  n  »  1^  2, . . .  ii,  femer  a^  <  a,  <  a,  . . . ,  und  zwar  ganze  Zahlen^  und^ 
wenn  die  F- Achse  nicht  Curventangente  ist,  auch  Ui^^  ist.  Die  einzelnen 
Entwicklangen  unterscheiden  sich  nur  durch  die  Coefficienten  Onj  hn^.,-f 
welche  von  der  Form  sind: 

a„  —  «1 «;«',     6n  —  «8  «^"% . . . , 

wo  die  a  Constante  sind^  und  tr^,  w^...  tuj  die  Wurzeln  der  binomischen 
Gleichung  k?^  —  1  » 0  bedeuten.  Ein  solches  cyklisches  System  stellt 
innerhalb  des  Convergenzbereiches  der  Beihenentwicklung  einen  durch  den 
Ursprung  gehenden  Zweig  vollständig  dar^  und  wir  nennen  einen  solchen 
Zweig  mit  Cayley  einen  superlinearen  Zweig  von  der  Ordnung  J. 

Wir  betrachten  in  Folgendem  einen  superlinearen  Zweig  für  sich  allein 
und  stellen  uns  zunächst  die  Aufgabe,  die  rationale  Form  der  Gleichung 
einer  Curve  herzustellen^  welche  im  Ursprung  einen  durch  ein  cyklisches 
System  von  Reihenentwicklungen  gegebenen  superlinearen  Zweig  enthftlt. 
Das  cyklische  System  sei  folgendes: 


1) 


y  —  a^t/öl^x^—a^w^^x^  — antff^'^x^ =  0 

y  —  a^w^'X^—a^iü^^x^ anto^^'X^ «=  0 


<*• 


y  —  aiuf^x^—a^w^^x^ a^to^jx^ —  0. 

Moltiplicirt   man   diese  ^  Gleichungen   mit   einander^   so  erhält  man 
bekanntlich    einen   rationalen  Ausdruck   in  x  und  y^   der  umgekehrt  sich 


* Paiaenx,  Becherchea  snr  les  fonctions  algöbriques;  Liouville,  Joamal  de 
inAtbämAtiqaeB  pures  et  appüqaäes.  1. 16.  1860.  Deutsch  voii¥\%^\L^t ,  liaXV^\%^\. 


Von  Dr.  W.  Eöstlin. 
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wieder  in  die  gegebenen  Beihenentwicklongen  spalten  lassen  muss.  Da 
aber  im  Allgemeinen  die  Reihenentwicklungen  unendlich  sind,  so  w&ren 
unendlich  viele  Glieder  mit  einander  zu  multipliciren,  und  so  würde  sich 
auch  eine  Gleichung  vom  Grad  unendlich  in  x  ergeben.  Nun  kommt  es 
aber  blos  auf  das  Verhalten  des  Zweigs  in  der  Nähe  des  Ursprungs  an; 
die  Beihenentwicklungen  denken  wir  uns  überhaupt  für  die  Theorie  der 
Curve  zunächst  in  der  Absicht  hergestellt,  das  Verhalten  der  Singularität 
gegenüber  Geschlecht,  Klasse  etc.  der  Curve  zu. bestimmen,  d.  h.  um  die 
Plücker^schen  Aequivalenzzahlen,  die  Zahlen,  welche  angeben,  wie  viel 
elementare  Singularitäten  (Doppelpunkte,  Spitzen,  Doppeltangenten,  Bück- 
kehrtangenten) die  gegebene  Singularität  enthält,  zu  ermitteln.  Es  hat  nun 
aber  H.  J.  S.  Smith*  gezeigt,  dass  diese  Aequivalenzzahlen  blos  von  den 
kritischen  Exponenten  abhängen.  Werden  die  Reihenentwicklungen  also 
bei  den  Gliedern  mit  den  letzten,  kritischen  Exponenten  abgebrochen,  so 
erhält  man  beim  Ausmultipliciren  eine  endliche  rationale  Form,  welche 
eine  Curve  darstellt,  die  im  UrspruDg  dieselbe  Singularität  besitzt,  wie  der 
durch  die  Reihenentwicklungen  dargestellte  superlineare  Zweig.    Auch  hat 

•       ■ 

Herr  Brill**  gezeigt,  dass,  wenn  es  sich  darum  handelt,  eine  algebraische 
Bedingungsgleichung  (mit  endlicher  Gliederzahl)  zwischen  x  und  y  in  der 
Nähe  eines  gewissen  Werthepaares  XqPq  zu  erfüllen,  nur  eine  endliche 
Anzahl  von  Gliedern  der  Reihenentwicklungen  nothwendig  ist,  um  einen 
vorgeschriebenen  Genauigkeitsgrad  zu  erreichen,  unsere  Aufgabe  wird  einst- 
weilen in  der  Art  einzuschränken  sein,  dass  wir  verlangen:  Es  soll  eine 
rationale  Gleichung  in  x  und  y  derart  gefunden  werden,  dass  die  daraus  zu 
erhaltenden  Entwicklungen  mit  gegebenen  Reihenentwicklungen  bis  zu  be- 
liebigen Gliedern  übereinstimmen. 

Die  Beihenentwicklungen  1)  mögen  also  abgebrochen  werden  nach 
den  Gliedern  mit  den  Coefficienten  a»,  und  zwar  nach  dem  Glied  mit  dem 
letzten  kritischen  Exponenten  (siehe  §  2  am  Ende).  Das  Product  der 
Gleichungen  1)  giebt  dann,  wenn  die  bekannten  Bezeichnungen  für  die  sym- 
metrischen Functionen  eingeführt  werden: 


folgenden  nach  Potenzen  von  y  geordneten  Ausdruck: 


*  Smith  in  Proceed.  Lond.  math.  socieiy  VI.  1876.  Vergl.  hierzu  das  Referat 
von  Nother  in  d.  Jahrb.  d.  Math.  VIII.  S.  433  flg. 

**  Brill,  Ueber  Singularitäten  ebener  Curven,  Math.  Ann.  Bd.  KVl.  1&%Q^ 


2) 


üeber  Singulaxitttten  ebener  algebraischer  Curven. 

/So,  S«5 


Sa,  S«5 

+     •     • 


+  \(-  (hy^^'-'-w^jx  ^  + . . .  (-  lya^a^  ...aj Zw^^wp. . . 


/  ^«1 

X  wy  X        3         /  «  0. 


Die  Berechnmig  dieser  Olieder  erfordert  in  erster  Linie  die  Berechnung 
der  symmetrischen  Functionen  der  Wur^^ehi  der  binomischen  Gleichung: 

wir    wollen    deshalb    einige   Beziehungen    zwischen   diesen   symmetrischen 
Functionen  yorausschicken. 

Es  seien  .     .  ^ 

die  PotenzBummen  der  Wurzeln  obiger  binomischen  Gleichung,  so  geben 
die  bekannten  Newton'schen  Identitäten: 

5i— 0;     5j— 0;     ...«^-1—0;     s^^J\ 

etc. 
Allgemein:  J?«;]^— 5»»   .  [  je  nachdem  n  Vielfaches  von  J. 

Nun  lässt  sich  aber  jede  symmetrische  Function  der  Wurzeln  einer 
Gleichung  ausdrücken  als  Function  der  Potenzsnmmen  der  Wurzeln.  Nennt 
man  die  Summe  der  Indices  eines  Gliedes  der  in  den  Potenzsummen  aus- 
gedrückten symmetrischen  Function  sein  „Gewicht^,  so  existirt  der  Satz 
(vergL  Faä  di  Bruno,  Binäre  Formen,  deutsch  von  Walter  §  1):  Die 
symmetrische  Function  von  der  Form  Svfl^w^,,,to^r^  in  den  Potenzsummen 
ausgedrückt,  ist  „  isobarisch ^,  d.  h.  alle  Glieder  haben  das  gleiche  Ge- 
wicht, nämlich  a^  +  <^  +  ** * <)fr-  Fs  soll  nun  die  symmetrische  Function 
^«^f»  «^»...i«^"''  der  binomischen  Gleichung  «?^  —  1  =  0  in  den  Potenz- 
summen ausgedrückt  werden,  wobei  die  Summe  a^  ■\-  a^  + "  -  ar  nicht 
durch  J  theilbar  sei.  Die  Indices  der  Grössen  s  irgend  eines  Gliedes  des 
Ausdrucks  in  den  Potenzsummen  setzen  sich  additiv  aus  Summanden 
der    Summe    ct^  -{•  tt^  -{•  "  -  ctr    derart    zusanmien,    dass    die    Summe    der 

Indices  des  Gliedes  gleich  cr|  -f  ^^r^  H ^n  ^^   diese  Summe  aber  nicht 

durch  J  theilbar    ist,  -so  muss  auch  mindestens  einer  jener  Indices  nicht 

diziißh  ^  ^haiJbar  sein.     Weil  aber  Sn  »  0,  wenn  n  nicht  durch  A  theil- 

bar  ist,  so  muss  mindestens  ein  Factor  eines  ^edeii  Q\\«d««  d^%  k\]L%^x\xK?s& 
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in  den  Potenzstunmen  gleich  Null  sein,  und. es  ergiebt  sich  also  der  Satz: 
Die  symmetrische  Function  2^wJ«  wp...iff^^  der  Gleichung  w^— 1  — 0 

ist  gleich  Null,   wenn   die   Summe  or^  +  a^-l ccr  nicht  durch   J 

theilbar  ist  Betrachtet  man  nun  den  Ausdruck  2)  und  berücksichtigt 
man,  dass  diese  symmetrische  Function  ein  Factor  des  Coefficienten  der 

Potenz  X  ^  ist^  so  folgt,  dass  der  Coefficient  einer  jeden  ge- 
brochenen Potenz  von  x  Null  ist  Der  Ausdruck  2)^  der  durch  Mul- 
tiplication  der  J  conjugirten  Gleichungen  eines  cykliscben  Systems  erhalten 
wurde,  ist  also  rational. 

Es  erübrigt  nun  blos  noch,  die  Coefficienten  der  nicht  verschwindenden 
Glieder  des  Ausdrucks  2)  zu  bestimmen.  Zu  diesem  Zweck  benützen  wir 
die  Warin g  sehe  Formel  für  die  symmetrischen  Functionen  einer  beliebigen 
algebraischen  Gleichung  (vergl.  Serret,  Höhere  Algebra^  deutsch  von 
Wertheim,  2.  Aufl.  S.  370  u.  flg.).  Es  ist  zu  bestimmen  eine  symmetrische 
Function  von  der  Form  2^f«^»«?J*...f«f<  der  binomischen  Gleichung  w-^— 1  — 0, 

wo  ofj  4"  «2  "I"  •  * '  **»  —  ^  {mod  d). 

Man  vertheile  die  %  Indices  a^^  a^^,,,  oci  auf  alle  möglichen  Arten  in 
Gruppen  von  beliebig  vielen  Zahlensammanden  derart^  dass  für  jede  An- 
ordnung dieser  Indices  jeder  Index  nur  einmal  vorkommt  und  dass  die 
Summe  der  Indices  einer  jeden  Gruppe  durch  J  theilbar  ist.  Bei  irgend 
einer  Anordnung  seien  die  Anzahlen  der  Summanden^  die  aus  je  1,2,3, ...f 
Indices  sich  zusammensetzen,  beziehungsweise  kiyX^^kQ^.,.ki.  Die  Summen 
der  Zahlenwertbe  der  Indices^  der  bei  dieser  Anordnung  wirklich  auf- 
tretenden (i  Gruppen  seien   ft,  ft»  •  •  •  /^a*7  ^^  ^®^  f*  "  ^  +  ^l«  H ^  ist- 

Dann  entspricht  diese  Anordnung  dem  Gliede: 

I\m)  ^  1.2.3...  [tn  —  l), 
weil  ja  jede  der  Grössen  ß  durch  J  theilbar  ist,  wird  obiges  Glied: 

Ist  die  Vertheilnng  der  Indices  in  X^  Gruppen  zu  je  einem  Index, 
X^  Gruppen  zu  je  zwei  Indices  etc.  durch  Permutation  der  Indices  auf 
A  Arten  möglich,  so  entspricht  jeder  Art  ein  Glied  von  angegebener 
Form.  Berücksichtigt  man  endlich  alle  möglichen  Gruppenvertheilungen, 
so  erh&lt  man  die  Spedalisirung  der  Waring'schen  Formel  fUr  die  bino- 
mische Gleichung  w^  —  1  —  0  in  folgender  Form : 

Diese  Formel  gilt  für  den  Fall,  dass  die  Expoii«Ti\>«Ti  a^^u^«.««^  ^^^ 
ungleich  Bind.     Bind  aber  (i^  Exponenten  je    g\e\c\i  ct^)   14  '^tj^wät^««!  N^ 
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gleich  Og  etc.,  so  hat  man  die  angegebene  Bechnnng  durchzuführen,  wie 
wenn  die  Exponenten  ungleich  wären,  und  die  rechte  Seite  obiger  Formel 
noch  mit 

ZU  diyidiren* 

Fttr  den  speciellen  Fall;  dass  die  Indices  ai,^^...^,-  so  beschaffen 
sind,  dass  blos  ihre  Summe  durch  J  theilbar  ist,  und  keine  Yertheilung 
dieser  Summe  in  Einzelsummen  derart^  dass  jede  Einzelsumme  durch  J 
theilbar  ist,  möglich  ist,  vereinfacht  sich  obige  Formel  wesentlich;  denn 
es  ist  dann  blos  eine  Gruppenvertheilung  möglich ^  nämlich  die^  dass  sich 
die  Indices  in  eine  Summe  von  «-Summanden  anordnen  lassen^  so  dass  also 

Ai  —  Aj— •  • 'A/— 1— 0;     Xi— 1. 

Sind  wiederum  ^  Indices  gleich  or^^  f4  Indices  gleich  a^  etc.,  so  er- 
hält man: 

4)  2?  K^*  IT  J» . . .  <<  =.  —^ ^ ^^i—  •  J. 

Nach  den  hier  angestellten  Formeln  f&r  die  symmetrischen  Func- 
tionen ist  es  nun  möglich^  sämmtliche  Glieder  der  Gleichung  2)  zu  be- 
rechnen. Man  wird  sich  bei  der  Aufstellung  dieser  Gleichung  von  vorn- 
herein auf  die  nicht  verschwindenden  Glieder  beschränken,  bildet  also 
sämmtliche  Gruppen  der  Zähler  der  Exponenten  der  Reihenentwicklung, 
deren  Summen  durch  J  theilbar  sind,  wobei  zu  einer  Gruppe  höchstens 
J  Exponenten  verwendet  werden  dürfen,  jeder  Exponent  aber  beliebig  oft 
wiederholt  werden  darf.  Ist  z.  B.  die  Summe  der  Zähler  ar+ 0,-^ — a^ 
von  m  Exponenten  durch  J  theilbar,  so  heisst  ein   Glied  des  Productes: 


m 


(— l)"»ara,...aty^-"»a?        ^        £u^u^' ...w?*. 


Das  Aufsuchen  der  Gruppen  von  Exponenten,  bei  welchem  die  Summe 
der  Zähler  durch  J  theilbar  ist,  wird  endlich  noch  wesentlich  erleichtert, 
wenn  statt  der  Zähler  der  Exponenten  die  Moduln  derselben  nach  der 
Zahl  d  genommen  werden,  und  für  diese  letzteren  diejenigen  Gruppen  ge- 
bildet werden,  welche  durch  J  theilbar  sind,  weil  dann  die  numerischen 
Rechnungen  mit  kleineren  Zahlen  ausgeführt  werden  können. 

Beispiel:  Die  Reihenentwicklung 

i.         u 

aoU  in  rationale  Form   übergeführt   werden.     Das   cyklische  System   der 
seoIiB  conjngirten  Gleichungen  heisst: 
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3.  11 

wo  n— 1,2...6.  Die  Moduln  von  8  und  11  nach  der  ZaM  6  sind 
2  und  5.  Es  sind  die  Combinationen  der  Zahlen  2  und  5,  die  durch  6 
theilbar  sind,  folgende: 

3.2;     6.2;     6.5;     1.2  +  2.5;     2.2  +  4.5;    4.2  +  2.5. 

Die  entsprechenden  Combinationen  der  Zahlen  8  und  11  heissen  dann 
3.8;     6.8;     6.11;     1,8  +  2.11;     2.8  +  4.11;    4.8  +  2.11, 
und  die  rationale  Form  hat  folgende  Glieder: 

3.8  8  +  2.11 

6^8  6.11 

>. 8  +  4.11 
4.8  +  8.11 

Nach  Formel  4)  erh&lt  man: 

^«^"^'"g^^^  6-2. 
Ebenso 

Zur  Berechnung  von  Zw^^w^w^^^, . .  w^^  hat  man  zuerst  zu  bestimmen, 
auf  wieviel  Arten  die  Exponenten  in  Gruppen  angeordnet  werden  kOnnen, 
deren  Summen  durch  6  theilbar  sind.  Es  sind  die  Exponenten  so  zu  be- 
handeln, wie  wenn  sie  yerschieden  wttren,  und  sie  sollen  deshalb  durch 
Indices  unterschieden  werden.  Die  Summe  8i  +  8j+  lli+  11»+  ll8+  1^4 
Iftsst  sich  dann  in  folgende  Summe  spalten ,  die  je  wieder  durch  6  theil- 
bar sind: 

1)  8i+88+lli  +  ll,  +  ll,  +  ll4, 

Aj  ^  Aj  ^  .  • .  Ag  ^  U;     Ag  ■■  1 ; 
Ansahl  der  Permutationen  J.  —  1. 

2)  8i  +  lli  +  ll,     und    8, +  11, +  11,, 

^•*^  A^-O;     A,-0;     ^3-2;     A^-A^-Ae-O; 

Anzahl  der  Permutationen  J.  —  6;   denn  es   existiren  noch   folgende   Zu- 
sammenstellungen : 

Si  +  lli  +  llj    und     88  +  ll,  +  ll4 

8i  +  lli+ll,    und     8,  +  11^+lK 
und  noch  drei  weitere  durch  Vertauschung  'vou  Ä^  "'^^^  ^v 
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-  w  «."  s.  -  *.  -  «     ■•%    -% 


Die  Formel  3)  giebt  also,  wenn  noch  beräcksichtigt  wird,  dass  der 
Exponent  8  zweimal,  der  Exponent  11  viermal  vorkommt: 

£«>,w,io,  ...fc,    -  1.2.1.2.3.4  "*• 

Etwas  einfacher  l&sst  sich  diese  Function  auch  noch  auf  folgende 
Weise  berechnen: 

In  analoger  Weise  erhält  man* 

Die  rationale  Form  der  Reihenentwicklung  wird  demnach: 
/-  2a«3/»a?*-  6a6V^^+  a*^®-  6«a;^^+  3a*6*a;^«-  3aH*x^-  0. 

§  2. 

Eigenschaften  der  einer  Reihenentwicklung  entsprechenden 

rationalen  Form. 

Die  Reihenentwicklung 

y  ^  a^x^  +  a^x^  '\ 

sei  nach  der  vorhin  angegebenen  Methode  in  rationale  Form  ttbergeftihrt, 
und  es  sollen  nunmehr  solche  Eigenschaften  der  letzteren  gesucht  werden, 
die  aus  den  Beziehungen  der  GrOssen  ^^ciy^^a^..,  zu  einander  abgelesen 
werden  können. 

Es  werde  vorerst  angenommen,  a^  und  z/  haben  den  gemeinschaftlichen 
Factor  z/^^;  dagegen  sollen  o^  und  J  keinen  gemeinschaftlichen  Factor 
haben.     Setzt  man  daher: 

z/  "■  z/jz/'  ~  z/'' 

so  ist  nach  der  früheren  Annahme  ß^>  J'  oder  jS^  — z/'-^l^  femer 
/^jz/]^  <  a2<  1x3...,  und  die  J  coigugirten  Gleichungen  des  cyklischen 
Systems,  die  mit  einander  zu  multipliciren  sind,  um  den  rationalen  Aus- 
druck zu  erhalten,  sind  dargestellt  durch: 

Hl                 ^ 
5)  y  —  «1  to^'^'  x^  —  a^fff^x^ «=  0, 

wo   «  — 1,2,  ...z/   und   wo   Wj^,  w^^ . . *  tv^   die   Wurzeln   der   Gleichung 

w^—1  —  0  sind.     Die  Glieder  des  Products,   die   blos  je  von  den  zwei 

ersten  Gliedern  der  Gleichungen  5)  herrühren,   lassen  sich  zu  einer  J^^^ 

Potenz  zusammenfaMen;    denn    wir   kOnnen   zeigen,    dass    von    den 

^  Faotoren  dieses  Products: 
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je  z/^  einander  gleich  sind.    Ist  tv  eine  primitive  Worzel  der  Gleichung 
fc^  —1^  Oy   so  lassen   sich  die   Wurzeln  k^^  ,  tr, . . .  t/'^  darstellen   dnrch: 

und  die  Potenzen 
werden  also 

Die  Exponenten  dieser  z/  Potenzen  lassen  sich,  da  z/  —  z/^z/',  in  folgende 
z/^  Reihen  zusammenstellen: 

/^i"^i>     ßi'^^u     ft.Sz/j,  ... /5i.z/'zfi 

/5j(z/i  +  ^'A),     A(2z/,  +  z/'z/O, . . .  ft  .2zf'zfi 

ft (zfj  +  2zf'z/0,   /3i(2z/i  +  2J'J,), . . .  ß,.Sd'J, 


ß,{J,  +  K  -  1]  z/'z/O,    ßi(2J,  +  K  - 1]^'4)  • . .  ft . ^i^'^i. 
Da  aher  ^j^  « t^^ «  1  ^     t^. ^'^i  «  i , 

so   folgt,   dass  die   Reihen  von   Potenzen,    welche  obigen  J^  Reihen   von 
Exponenten  entsprechen,  einander  gleich  sind  und  folgendermassen  lauten: 

und  dass  in  dem  Product  6)  je  J^  Factoren  einander  gleich  sind.    Dieses 
Product  wird  dann: 

(/  .^W  A\      (  A\Wi 

\\y  —  a^iio^'^^x^' )  \y  —  a^tc^^^^'X^ ) ...  \y  —  a^w^(*^^^x^' ))    . 

Da  w  eine  primitive  Wurzel  der  Gleichung  w^  —  1  —  0,  so  ist  w^' 
eine  primitive  Wurzel  der  Gleichung  «7^'— 1  —  0,  weil  z/  — z/'z/j,  und  es 
sind  aUo  ^i.^,^  ^i.j^^^^^^jj, 

die  Wurzeln  der  Gleichung  x"^'  —  1  —  0.     Bezeichnet  man  diese  mit 

Vj,  v,, ...  vj-^ 
so  nimmt  obiges  Product  die  Form  an: 

y\y  --  a^v^^x-^')  \y  —  a^v^^x^ ) ...\y  —  a^v^j^x^jl    , 

und  der  in  der  Klammer   {  . . .  }    stehende  Ausdruck  ist  der  der  Reihen- 
entwicklung j9^ 

y  —  a^x^'  —  0 

entsprechende  rationale  Ausdruck,  also 

y^  —  af  xP^\ 

das' Product  6)  wird  demnach  (y^  —  af  tP^'^^  und  d%Ä  Yto^xsäV  ^«t  ^"tr 
jugirten  Gleichungen  6)  mnss  also  die  Form  liaben; 
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7)  {y^'-a,xfi0^^  +  ^(xy)''O, 

wo  jedes  Glied   von  ^(xy)  wesentlich  abhängig  ist  von  den  Oliedern  mit 

den  Exponenten  -j»  -jj-«-    Der  Grad  der  Function  ^(ajy)  in  y  kann  nicht 

bis  zu  A  ansteigen;  denn  die  rationale  Form  der  Reihenentwicklung  ent- 
hält blos  ein  Glied  mit  y^^  die  anderen  sind  von  niederem  Grad  in  y\ 
der  Grad  von  ^(xy)  in  x  ist  davon  abhängig,  wieviel  Glieder  der 
Beihenentwicklung  beim  Bationalmachen  berücksichtigt   wurden.     Hat  das 

letzte  Glied  der  Beihenentwicklung  den  Exponenten  —i  so  ist  der  Grad 

von  ^{xy)  in  x  gleich  a«;  denn  die  höchste  Potenz  in  %  wird  erhalten, 
wenn  in  den  Gleichungen  5)  je  die  letzten  Glieder  mit  einander  multiplicirt 
werden.  Endlich  tritt  in  '^{xy)  eine  Potenz  von  x  als  Factor  heraus,  da 
es  blos  das  einzige  Glied  y^  geben  kann,  welches  kein  x  enthält. 

Es  werde  nun  angenommen,  dass  auch  bei  den  Exponenten 

— ,  — , . .  •  — 
A     A  A 

Zähler  und  Nenner  alle  den  gemeinschaftlichen  Factor /f^^  haben,  und  in 
der  einfi&chsten  Form  sollen  diese  Exponenten  sein: 

A     h        ßm 
A''  A''       A' 

Aus   dem  Product   der  A   conjugirten   Gleichungen  5)   scheiden   wir 

wie  vorhin  einen  Theil  ab,  indem  wir  mit  dem  Glied  (hhX^'  abbrechen 
und  folgendes  Product  betrachten: 

«■■1 

wobei  wir  «i  ■■  ^i,   Oj  —  2>2j  •  •  •  ^  —  ^w  setzen. 

Nach  dem  Vorgang  von  früher  lässt  sich  nun  leicht  einsehen,  dass 
jede  der  Reihen 


fC?f«»^»,      «?J"»^».  ..«J^^» 


in  z/|  gleiche  Reihen  getheilt  werden  kann,  und  vnr  folgern  daraus,  dass 
In    dem    obigen    Product  je   A^  Factoren    einander    gleich    sind.     Dieses 
Product  hat  dann  die  Form: 
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n=>J' 


TJ(  ?'  &:\ 

ll\y  —  biV^'x^ &«i»2"«^/ 

wo  Vj ,  Vj . . .  vj'  die  Wurzeln  der  Gleichung  t;-^'  —  1  —  0  sind.  Der  Aub- 
druck  in  der  Klammer  { ... }  ist  die  rationale  Form  der  abgebrochenen  Reihe: 

7a)  y  —  \x^' hmX"^  ^  0. 

Obige  ganze  rationale  Function  werde  bezeichnet  mit 

wo  der  Orad  von  fi(xy)  in  Bezug  auf  y  kleiner  sein  muss  als  ^',  in  Be- 
zug auf  X  gleich  ßm  ist,  und  wo  bei  der  Function  fi(xy)  eine  Potenz 
von  X  als  Factor  heraustritt.  Die  rationale  Form  der  ganzen  Reihen- 
entwicklung ist  also: 

8)  [y-''+fi(xy)]J^+^,{xy)'^0, 

wo  über  '^^{xy)  Analoges  zu  sagen  ist  wie  über  '^{xy).  Die  Function 
y^  +  fi(xy)  liefert  umgekehrt  die  abbrechende  Reihenentwicklung  7a). 

ßm 

Bei  den  auf  den  Exponenten  ■  y  folgenden  Exponeoten 

,       . — ,... 


J  J  /t 

sollen  je    Zähler   und   Nenner   den  gemeinschaftlichen    Factor  J2   ^&b®°9 
wo  ^1^  Factor  von  /f^     Wir  setzen 

J^  —  ^"^a,     also     ^  —  J'd"^^ 
und 


- 

- 

Vi 

- 

— 

"m+n 

Yn^t 

y« 

und  bezeichnen  die  Coefficienten  der  Potenzen  mit  diesen  Exponenten  mit 
CiiC2.».Cn9  so  dass  die  Reihenentwicklung  von  der  Form  ist: 

ßt  ßm  Yi  Yh  am  +  n-{l 

9)  y-^b^X^'  +  .  .  .  hmX^'  +  C^X'^''^"  +  •  •  •  CnX^^"  +  Om+n  +  liT       ^       +  '  •  • 

Yn 

Da  nun  bei  s&mmtlichen  Exponenten  bis  -p—n  einschliesslich  je  Zähler 

und   Nenner    den    Factor   J^   gemeinschaftlich    haben,    so    kann    aus    der 
rationalen  Form  der  Reihenentwicklung  9)   eme  A^  "^cA^xa  ^^^^e^^^^^^s^ 
werden,   deren   Orandzahl   die   rationale   Form  dex  'RÄ\\i<WÄTkW\Oi^^)^^  ^ 
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Yn 

bis   znm  Glied  mit  dem   Exponenten  —7-77  einschliesslich  ist;  diese  Form 
ist  aber  nach  Vorhergehendem  "  " 

WO    der    Grad   von   f%{xy)  in  y  niedriger  ist  als  /i^J^\   der    Grad    in  x 
gleich  yn,  ist.    Bricht  man  also  die  Beihe  9)  bei  irgend  einem  Gliede  mit 

dem  Exponenten  —  ab,  so  lautet  die  rationale  Form  der  Beihenentwicklung: 

WO  (Pi{xy)  vom  Grad  Ur  in  x. 

Fährt  man  in  dieser  Weise  fort^  so  gelangt  man  zu  folgender  Ver- 
allgemeinerung: Eine  Beihenentwicklung  sei  von  der  Form: 


10) 


y^\X^'+  . . .  IfnX^'  +  C^X^'^"  +  •  •  •  CnX^'^"+  d^x^'^"^'  + 


A«i  A*« 


wo  J^J'J".,,  z^('-). 

Nach  der  Bezeichnung  von  Smith  (a.  a.  0.)  nennen  wir  kritische 
Exponenten  diejenigen  Exponenten,  bei  welchen  zum  ersten  Mal  im 
Nenner  ein  neuer  Factor  auftritt,  so  dass  also  in  obiger  Beihe 

die   kritischen  Exponenten   sind.     Bricht   man   die   Beihe   10)   bei    irgend 

einem  Glied  mtx^  ab,  so  liefert  die  Multlplication  der  J  con- 
jngirten  Gleichungen,  welche  aus  der  auf  Null  gebrachten  Gleich- 
ung 10)  erhalten  werden,  folgende  rationale  ganze  Function 
in  X  und  y: 

11)  {([y^'  +  /i(*y)H'  +  AC«*))-^ '  +  •••  /r-i(*»)}^"+  fr(:xy)  - o. 

Die  Functionen  fi{xy\  fiixy)^ .  .  ,  fr(xy)  haben  sftmmtlich  ganze 
Potenzen  von  x  als  Factoren,  sie  sind  in  x  resp.  von  den  Graden  ßmy 
yn}--'  |«<;  ihre  Grade  in y  sind  niedriger  als  resp.  ^^',  ^i*J"^ . . . (J'/l". , .  /I^"^). 
Die  Elammerausdrücke  sind  so  beschaffen,  dass  sie  je  fOr  y  abbrechende 
Beihenentwicklungen  geben,  welche  aus  10)  erhalten  werden,  wenn  diese 
Beiben  je  vor  den  Gliedern  mit  den  kritischen  Exponenten  abgebrochen 
werden. 

Beispiel.  Die  früber  (§  1)  entwickelte  rationale  Form  der  Beihen- 
entwicklung A         u 

y  —  ax^+  bx^ 

Jässt  sich  in  folgender  Weise  schreiben: 
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^1         Zur  CrameT'achen  Uethode  der  Reihenentwioklang  algebraiBoher 
^V  Functionen  einer  Variabein. 

Zum  Zwecke  der  näheren  Unteraachung  der  Eigenschaften  der  Func- 
tionen /,  (xy) ,  ff  (xy)  . . .  des  Ausdruckes  1 1)  wollen  wir  nunmehr  um- 
gekehrt diesen  rationalen  Anadruck  wieder  in  Potenzreihen  nach  gebrochenen 
Potenzen  von  x  entwickeln.  Hierzu  wenden  wir  eine  Methode  an,  welche 
im  Wesentlichen  von  Gramer  herrührt.*  Dieae  Methode  beruht  auf 
einer  fortgesetzten  Anwendung  des  Newton'schen  Parallelogramms. 
Dabei  werden  die  s&mmtlichen  Parallelogrsmme,  die  zur  gliedweieea  Be- 
rechnung der  Reihe  in  x  nothwendig  sind,  mit  ihren  Achsen  auf  einander 
»gelegt.  Es  mögen  die  Glieder  der  gegebenen  rationalen  Gleichung  f{xp)  —  0 
in  das  Newton'scbe  Parallelogramm  eingetragen  werden,  d.  h.  irgend  ein 
Glied  Afy'y"  wird  graphisch  dargestellt  in  einem  Coordinatenaystem  XY 
durch  einen  Punkt  mit  den  Coordinaten  «i  und  «;  dann  werden  die  dem 
Ursprung  zunächst  gelegenen  Punkte  derart  durch  gerade  Linien  yerbnnden, 
da«B  B&mmtliehe  Punkte  des  Parallelogramms  auf  der  Seite  einer  jeden 
Geraden  liegen,  auf  welcher  der  Ursprung  nicht  liegt.  Wir  bezeichnen  in 
Folgendem  eine  solche  Gerade  als  Gerade  niederster  Dimension; 
sBjnmtlicbe  Gerade  dieser  Art  bilden  einen  gebrochenen  Zug,  Die  Glieder 
Ton  /'(a^?),  die  auf  einer  Geraden  dieses  Zugs  liegen,  liefern  die  An- 
fangsglieder Ton  einem  oder  'mehreren  cyklischen  Systemen  von  Reihen- 
»  entwicklangen.** 
Sei  AB  eine  Gerade  niederster  Dimension  (Fig.  1),  und  geben  die 
Glieder  dieser  Geraden,  deren  Aggregat  gleich  Null  gesetzt  wurde,  das 
Anfangsglied  der  Entwicklung 

y  —  ax", 

wo  «  ganz  oder  gebrochen,  so  wird  der  Neigungswinkel  «  von  AB  gegen 

Idie  X-Achse  ausgedräckt  durch: 
..... 
Dm  das  nächste  Glied  der  Entwicklang  zu  erhalten,  setiie  man 

in  f(xy)  -=  0  ein  und  erhalt  eine  Function  in  u  und  x,  deren  Glieder 
wieder  in  ein  Newton'sches  Parallelogramm  eingetragen  werden,  dessen 
X-Achse  mit  der  X-Achee  und  dessen  (J-Aehse  mit  der  y-Achse  des 
Torigen    Parallelogramms   zusammenfallen.      Irgend    ein  Glied    Mx''y'  von 

■  *  Gramer,  Introduotion  a  l'analyie  des  lignea  conI^M•.  llbtl. 
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f{xs),  das  dem  Fankte  i*,  des  Parallelogramms  entspricht,  transformirt 
sioli  in  die  Glieder: 

Diese  Glieder  liegen  auf  den  Bcbnittpankten  der  Parallelen  P,D  zu 
AB  mit  den  Parallelen  zur  A'-Achae  in  den  Abständen  s,s—  1,. ..  1,0. 
Die  Coefficienten  können  leicht  beBtimmt  werden.  Transformirt  man  der&it 
inabesocdere  die  Glieder  auf  der  Geraden  niederster  Dimension  AB,  so 
hat  Gramer  gezeigt,  dasB,  wenn  dieee  Glieder  niedertter  Dimension  y—  ux" 
als  p-fiioben  Factor  haben,  die  transformirten  Glieder  auf  die  Schnitt- 
punkte fallen  von  AB  mit  den  Parallelen  zur  Achse  im  Abstand  j),  |)-|-  1|>--, 
bis  im:  Parallelen,  die  dnrcb  Ä  geht. 

Wir  betrachten  zunttcbst  den  Fall,  daes  die  Glieder  von  AB  y  —  ax' 
als  einfachen  Factor  enthalten.  Dann  entspricht  das  transformirte  Glied 
mit  der  niedersten  Potenz  von  u  dem  Punkte  C,  dem  Schnittpunkt  der 
Parallelen  im  Abstand  1  zur  X-Ächse  mit  AB.  Sind  nun  Bi,  D,  JE,  F... 
die  Schnittpunkte  der  X-Achse  mit  den  Parallelen  zn  AB  durch  die 
sammtlichen  Punkte  des  ersten  Nenton*echen  Parallelogramms,  so  setzt 
sich  nach  Gramer  die  Reihenentwicklung  fort  nach  Potenzen  von  x*, 
wo  h  das  grSsste  gemeinschaftliche  Vielfache  der  Maasszablen  der  Strecken 
BiD,B^E,B^F...  ist;  die  Zahl  h  hat  den  gleichen  Nenner  wie  n,  oder 
sie  hat  hios  Facloren  desselben  als  Nenner. 

Dasselbe  Resultat  ergiebt  eine  andere  von  Newton  angegebene  und 
von  Mac  Laurin  weiter  ausgeführte  Methode  der  Reihenentwicklung.* 
Die  auf  algebraischem  Wege  mit  Hilfe  der  Descartes'scben  Coefficienten- 
verglaicbung  abgeleitete  Regel  lautet  dort  folge n dermassen :  Sei  Ax'  das 
Glied   mit   dem    niedersten  Exponenten  in  x   allein,   die   übrigen  Glieder 

seien  von  der  Form  Bt^j",  so  suche  man  denjenigen  Werth  n  —  ~r~' 
welcher  der  grßsste  ist.  Das  Eintragen  der  Glieder  in  das  Newton'sehe 
Farallelogramm  zeigt,  da  ^  =  Iga,  dass  die  Verbindungslinie  der  den  Gliedern 
y^s^  aoA  x'  entsprechenden  Punkte  eine  Seite  des  Zugs  niederster  Dimension 
ist,  wenn  n  aeinen  grCssten,  d,  h.  a  seinen  kleinsten  Werth  erreicht.  Nun  bildet 
Mac  Laurin,  wenn  die  Glieder  der  Function  Ax',  Bi/x',Cifx",  Di/xf... 
siadj  die  Differenzen  der  Grössen  e  +  nh,  m  +  ns,  f+  nk...  und  findet  r 
als  das  grösste  gerne bscbaftliche  Vielfache  dieser  Differenzen,  Die  Reihe 
hat  dann  die  Form: 

y  •^  ax"  +  bx'+'-\-  cx'+*''-J 

Bedenkt  man,  dass  die  Grössen  e  +  nh,  m-\-ns,  f+nk...  nichts 
Anderes  sind  als  die  Entfernungen  des  ürgprunga  von  den  Scfanit^nkten 


"  3fac  Laurin,  Ä  (reatise  on  Algebra,  Cli.  X.. 
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der  X-Achse  mit  den  Parallelen  zur  Geraden  niederster  Dimension  durch 
die  Punkte  des  ersten  Parallelogramms,  so  leuchtet  die  üebereinstimmong 
der  Cr  am  er 'sehen  Begel  mit  der  Mac  Laurin's  unmittelbar  ein. 

Es  erübrigt  noch,  die  von  Puiseux  angegebene  Begel  aus  der  eben 
dargelegten    Methode   von    Cr  am  er  abzuleiten.     Es   sei  das  Anfangsglied 

der  Entwicklung  ax^  =^  ax^^  wo  <^  und  J  ganze  Zahlen  sind^  und  sei 
irgend  ein  Glied  auf  der  Geraden  niederster  Dimension  AB  (Fig.  1)  von 
der  Form  x^f^^  so   ist,  wenn  Bj^  der  Schnitt  von  AB  mit  der  X-Achse: 

6 

Die  Parallele  mit  AB  durch  den  irgend  einem  anderen  Glied  af  ^  ent- 
sprechenden Punkt  Pj  schneide  die  X-Achse  in  2),  so  ist 

OD^r  +  ^'8, 

woraus  OD  —  OJ?, «— r--»  +  (5--o)«— •  Sämmtliche  Differenzen  dieser 
Form   haben  jedenfalls  —  als  gemeinschaftliches  Yiel&ches;  es  setzt  sich 

also  die  Beihe  fort  nach  Potenzen  von  x^^  wie  Puiseux  angiebt.  Mög- 
licherweise aber  steigt  die  Entwicklung  an  nach  Potenzen,  deren  Exponenten 

VielÜEudie  von  —  sind  (nämlich  das  grösste  gemeinschaftliche  Yielfache  oben 

besagter  Differenzen),  was  nur  nach  der  Cramer'schen  Begel  erhalten 
werden  kann.  ^ 

Ist  das  Anfangsglied  einer  Entwicklung  y  —  \x^\  und  liefern  die 
Glieder  niederster  Dimension  auf  ^J?  (Fig.  1)  dasselbe  als  zf^- fachen  Factor, 
so  gehen  diese  Glieder  bei  der  Transformation 

y  —  Wi  +  \x^' 

Hber  in  Glieder  in  x  und  u^,  die  so  beschaffen  sind,  dass  das  Glied  mit 
der  niedersten  Potenz  in  U|  auf  Punkt  A!  der  Geraden  AB  kommt,  wobei 
4i  Ordinate  von  A!  ist.  Die  Gerade  niederster  Dimension  in  u  und  x 
geht  jedenfalls  von  A!  aus;  enthalten  die  Glieder  dieser  Geraden  keinen 
mehrfachen   Factor,   und   ist   das   grösste  gemeinschaftliche  Vielfache   der 

Strecken  B^^D^  ^i^i  ^i^  ^on  der  Form  —7,  wo  £  und  j'  ganze  Zahlen, 
so  kann  man  unschwer  analog  den  Untersuchungen  Cramer's  finden,  dass 


die  Beihenentwicklung  fortschreitet  nach   Potenzen  von  rr^'^>.     Auch  in 
diesem  Falle  findet  üebereinstimmung  statt  mit  der  Methode  Mac  L  aurin 's. 
Der  allgemeine  Fall  jedoch,  zu  dem  wir  jetzt  tlberg^hAu^  Vi&»&^  %\^V 
nach  der  Methode  von  Mac  Lau r in  nicht  behanielii. 
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Es  mOgen  auch  die  Glieder  niederster  Dimension  in  Wj  und  x  einen 
^j- fachen  Factor  haben.    Diese  Glieder  mflssen  von  der  Form  sein: 


WO  P  eine  Potens  in  x^  mnltiplicirt  mit  einer  Constanten^  bedeutet.  Die 
entsprechende  Gerade  moss  von  A!  ausgehen;  sie  sei  A^B^  (Fig.  2).     Dai 

zweite  Glied  der  Beihenentwicklnng  heisst  dann  \x^\  Man  setzt  dann 
weiter  ä. 

und  bestimmt  wiederum  die  Gerade  niederster  Dimension  ^  so  geht  diese 
wieder  Ton  A!  aus  nach  einem  Punkte  B^^  wenn  die  Glieder  sich  noch- 
mals zu  einer  ^i^  Potenz  zusammenfassen  lassen,  etc.  Solange  die  Gliedei 
niederster  Dimension  ^^  Potenzen  sind,  haben  die  Potenzezponenten  dei 
Beihenentwicklnng  den  Nenner  ^'  und  die  Geraden  niederster  Dimensioo 
gehen  von  A^  aus. 

Lassen  sich  bei  den  auf  einander  folgenden  Transformationen  die 
Glieder  niederster  Dimension  zum  ersten  Mal  nicht  mehr  zu  einer  ^^ 
Potenz,  sondern  nur  zu  einer  /i^  Potenz  zasammenfassen,  wo  ^^  —  ^«^i, 
so  müssen  diese  Glieder  von  der  Form  sein: 


P  \vf' -  cf' J^)\ 


Yi 


sie  liegen  auf  der  Geraden  Ä'  C^  und  geben  das  Glied  c^x^'^"  der  Beihen- 

entwicklung,  wo  also      't.tt  kritischer  Exponent  ist.  Geben  bei  einer  Anzahl 

der  folgenden  Transformationen  die  Glieder  niederster  Dimension  wiederom 
z^2^  Potenzen,  so  sind  die  entsprechenden  Geraden  ^"Cj,  A^^C^,..^  wo- 
bei A"  auf  A^  C^  liegt  und  die  Ordinate  J^  hat;  die  entsprechendeo 
Glieder  der  Reihenentwicklung  haben  d*J"  als  Nenner  der  Potenzexponenten. 

Der  nSchste  kritische  Exponent  —n-7n~7rir   ontspreche  der  Geraden  A"  D^ 

so  entsprechen  die  diesem  Exponenten  folgenden  nicht  kritischen  Exponenten 
Geraden  von  A"'  aus,  wo  A'"  auf  A*^  D^  liegt  und  die  Ordinate  J^  hat, 
wobei  J  ^^  J' J" d"'.  J^  etc.  Die  Gerade,  die  dem  letzten  kritischen  Ex- 
ponenten — f    ,y  — —..  entspricht,  sei  -4^**"*^  Jlf|,   wobei  die  Ordinate  von 

^(r— 1)  gleich  z^^'*)  —  ^r— 1-  Die  Glieder  niederster  Dimension  lassen  sieb 
nun  zu  keiner  Potenz  mehr  zusammenfassen;  sie  sind  von  der  Form: 


tL\nf^-  mf^'W^'.^*^'-»]. 


Zieht  man  durch  sBmmtliohe  Punkte,  die  dir 
in  »X  ™^^  ^  entsprechen,  Parallelen  an  iL^*"^ 
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meinBchaftlicbe  Vielfache  der  Entfernungen  des  Punktes  M^  von  den  Schnitt- 
punkten dieser  Parallelen  mit  der  X-Achse  gleich  hy  so  geht  die  Beihen- 
entwicklnng  Ton  jetzt  ab  weiter  nach  Potenzen  Ton  o;*;   h  ist  entweder 

,   I, -7-:  oder  ein  Vielfaches  dieser  OrOsse.     Bei  den  jetzt  folgenden 

Transformationen,  die  nöthig  sind,  um  die  Glieder  hinter  dem  letzten 
kritischen  Exponenten  zu  berechnen,  gehen  die  Geraden  niederster  Dimen- 
sion alle  von  A^'^^  aus,  wobei  A^'^'^  die  Ordinate  1  hat  und  auf -^.^'"""^^  Jlfi  liegt. 

Hat  man  eine  Function  von  der  Form  11)  in  eine  Reihe  zu  ent- 
wickeln, die  ein  cjklisches  System  von  der  Form  10)  liefert,  so  liegen 
die  Endpunkte  A  und  B  der  Geraden  niederster  Dimension  der  Function 
in  X  und  y  auf  den  beiden  Achsen,  und  zwar  ist  0-4  — -^  — -^'-^"...^iH 
Da  nun  die  Richtung  irgend  einer  Geraden  niederster  Dimension  dadurch 
bestimmt  ist,  dass  die  trigonometrische  Tangente  des  Neigungswinkels  gegen 
die  X-Achse  gleich  dem  reciproken  Werth  des  Exponenten  der  Potenz  in  x 
ist,  die  sich  aus  dieser  Geraden  ergiebt,  so  ist  die  Lage  sSmmtlicher  Ge- 
raden niederster  Dimension  durch  die  Potenzexponenten  bestimmt.  Beachtet 
man  zugleich,  dass  die  Geraden,  welche  kritische  Exponenten  ergeben,  die 
letzten  sind,  die  von  den  Punkten  ^',  J."...  ^(''~^)  ausgehen,  so  folgt, 
dass  diese  Geraden  durch  die  kritischen  Exponenten  allein  be- 
stimmt sind. 

Insbesondere  ergiebt  sich  für  die  Coordinaten  £,  ri  von  AS'^h 

+  (/>._,- 1)  ^,^/'^,)      und     ,-1, 
wobei  Jp  definirt  ist  durch  die  Gleichung: 

femer  ist: 

12)  OJtfi-S  +  5- 

Die  Zahl  £  steht  in  Beziehung  zu  der  Zahl,  die  Smith  (a.a.O.)  den 
Discriminantenindex  nennt.     Es  ist  nämlich: 

18) 

da  Smith  nach  unserer  Bezeichnungsweise  setzt: 

ZeitMcbrift  f.  Mutbemmtik  ii.  PbyBik.  41.  Jfthrg.  1896.  1.  Heit.  "1 
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§4. 

Die  allgemeine  rationale  Form  eines  superlinearen  Zweiges 
mit  gegebenen  kritischen  Exponenten. 

Wir  geben  aus  von  dem  superlinearen  Zweig,  der  durch  die  Reiben- 
entwicklung  10)  definirt  ist;  durch  Bationalmachen  dieser  Beibenentwicklung 
erhält  man  den  Ausdruck  11).  Bezeichnet  man  irgend  einen  Klammer- 
ausdruck von  11)  mit 

15)  [i^,-i(«y)]^"'+f,(«y), 

der   selbst   wieder   von   der   Form  11)   ist,    so   hat   dieser  Ausdruck  die 
Eigenschaft,  eine  abbrechende  Reihenentwicklung  zu  ergeben,  welche  man 


Xh 


erhält,  wenn  man  die  Reihenentwicklung  10)  mit  dem  Glied  knX^'^''---^^^^ 
dem  letzten  Glied  vor  dem  Glied  mit  dem  kritischen  Exponenten  mit 
Nenner  d'J".../J^'^^^\  abbricht.  Nimmt  man  die  Reihenentwicklung 
dieser  Function  15)  nach  der  im  vorigen  Paragraphen  entwickelten  Methode 
wirklich  vor,   so   möge   sich   Ä^^^^^Ei   als   Gerade   niederster   Dimen&on 

ergeben^  welche  dem  letzten  kritischen  Exponenten     ,    .,    — .-^  entspricht. 

Auf  dieser  Geraden  liegen  blos  zwei  Glieder,  nämlich  eins  auf  Ä^^~^^  und 
eins  auf  E^^,  Denkt  man  sich  J  '^^  j'j",..  J^^^  gesetzt ,  so  liefert  eine 
analoge  Rechnung,  wie  die  am  Schluss  des  §  3,  für  die  Coordinaten 
von  J.^""^)  folgende  Grössen: 

J"zf'^..J(»)(^'-l).-^+^''^..^(»)(^''-l)^^  +  ... 

oder  +^'^-(^^^-^^-l)"i^^ö--)    ^-'''' 

Q 


Die  Abscisse  von  E^  ist: 


und    ^(«). 


Nun   ergiebt  aber   [Fq(xi/)]^^^  die   Reihenentwicklung   10)   bis   zum 
Glied  mit  Exponenten      .    ., — '  yf(g— i)   ®^^^'  ^"^^  ^^^^  -^^^^mal;  die  letzten 

Exponenten  dieser  Entwicklung     .   ,y    ^  .(g^i)^  -^r^i — ^(q-i)'"'  ergeben 

sich  aus  Geraden  niederster  Dimension,  die  von  Ä^^~^^  ausgehen,  wobei 
die  Glieder  immer  zu  J^^^^^  Potenzea  sich  zusammenfassen  lassen  müssen 
und  also  von  der  Form  sind: 
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Das  Olied  in  x  allein  hat  den  Potenzeiponenten 

und  kein  Olied  solcher  Art,  was  auch  h-  sein  mag,  kann  auf  den  Punkt  E^ 
fallen,  dessen  entsprechendes  Glied  den  kritischen  Exponenten  ,  .^  — --t-x 
ergiebt.    Denn   der   diesem   letzteren  Glied   zugehörige  Potenzexponent  ist 

und  es  müsste  also  n^^ir-^^^^  sein,  was  unmöglich  ist,  da  x^  den 
Factor  ^^^)  nicht  enthalten  kann. 

Wir  folgern   daraus,   dass   das   Glied  auf  E^^  eine  Potenz  in  x  mit 

dem   Exponenten  —p-Tn — ^y/fg— i)'  ^^^^  herrührt  von  der  Function  fq(xy), 

und  zwar  ist  es  die  kleinste  Potenz  in  a;,  die  sich  aus  fq{xy)  ergiebt, 
wenn  y  ersetzt  wird  durch  die  Beihe  10),  welche  man  vor  dem  Glied  mit 

dem  kritischen  Exponenten     ^    y,  ^      .  >  abgebrochen  hat.  Femer  schliessen 

wir   daraus,   dass   man   aus   der  Function  15)   den  kritischen  Exponenten 

y   »      yf(q)  *^®^  erhält,  wenn  man  statt  Fg_i(iry)  eine  Function  <I>j_i(ajy) 

wählt,  deren  Reihenentwicklung  mit  der  Beihenentwicklung  von  Fq^i{xy) 
blos  in  den  Gliedern  mit  den  kritischen  Exponenten  identisch  ist,  sonst 
aber  ganz  beliebig  ist.  Denn  das  transformirte  Glied,  das  bei  der  Reihen- 
entwicklung auf  den  Punkt  ii(^~^)  fWt,  ergiebt  sich  mit  Exponenten  und 
Coef&cient  aus  den  Gliedern  der  Geraden  niederster  Dimension,  welche 
kritische  Exponenten  ergeben.  Es  ist  also  noch  die  Form  der  Function 
fq(xy)  zu  bestimmen,   so   dass    der  Ausdruck   15)   als  letzten  kritischen 

Exponenten     .    ff  — j-r  ergiebt,  sonst  aber  sich  beliebig  nach  Potenzen 


von  ir^^'...^(«>  fortsetzt. 

Wir  betrachten  die  erste  Function  von  der  Form  15): 

ßi 
welche  als  kritischen  Exponenten  ^  ergeben  und  sich  beliebig  nach  Potenzen 

von  x^'  fortsetzen  soll  Es  muss  dann  (Pi(xy)  als  niederste  Potenz  in  x 
das  Glied  x^^  enthalten;  die  Gerade  niederster  Dimension  ÄBi  (Fig.  3)  ent- 
hält also  die  zwei  Glieder  mit  y^'  und  x^^^  wo  0-4«—-^';  O^i  —  jSj.  Alle 
anderen  Glieder,  die  von  der  Form  x^y9  gind  (jedes  mit  beliebi^^^m.  Co^C&r 
oienten),  liegen  auf  der  dem  Ursprung  abgewendeibiL  %^\\i^  ^<^x  ^^st^^o^ 
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niederster  Dimension  ÄB^j  so  dass  für  p  und  q  die  Bedingongsgleichung 
existirt: 

18)  !>+§?«>  A- 

Die  Beibenentwicklnng  von  16)  hat  die  Form: 

19)  y^\x^'+h^x  ^*  +\x  ^'  +-' 

wo  &i,&2i^8"-  Functionen  sind  der  beliebigen  CoefEcienten  in  (p(xy), 

Soll   nun   aber  die   Reihenentwicklung   einer   Function   die   Anfangs- 
glieder   mit   der  Reihe  19)   gemeinschaftlich    haben,    aber    einen   zweiten 

kritischen  Exponenten     ,    ,,   besitzen,  also  folgende  Form  haben: 

20)  y  =•  \x^'  +\x  ^'  +"*hmx    ^'   +  Ci x^' ^"+  c^x^'^"  +  •  •  m 
wo  /^i  +  w-1  ^  _yi_  ^  ft  +  m 

so  muss  der  entsprechende  rationale  Ausdruck  die  Gestalt  haben: 

21)  (2>,(a:y)  =  [<2>i(xy)]^"+  q>^ixy), 

wobei  ^(^y)  so  beschaffen  sein  muss,  dass,  wenn  man  darin 

22)  V'-'hx^'+'hmX     ^' 
setzt,  die  niederste  Potenz  in  x  den  Exponenten 

hat  (vergl.  Formel  16);  denn  die  Oerade  niederster  Dimension,  die  bei  der 

Entwicklung  von   0^{xy)    den   kritischen  Exponenten   -ttti  li^^ex^f  geht 

i-if     ^  ^ 

nach  einem  Punkt  der  X-Achse,  dessen  Abscisse  —  -7.     Diese  Eigenschaft 

bestimmt  (p^ixy).     Es  kann  nämlich  <p^{xy)  alle  Glieder  enthalten,  jedes 
mit  einem  willkürlichen  Coefficienten  von  der  Form  x^ifi^  wobei 

PI 

denn   diese  Glieder  geben   bei   der   ersten  Transformation  ^  >»  u  +  h^x^' 

Glieder  in  x  allein  mit  den  Exponenten  -4*    Es  sind  aber  noch  eine  Reihe 

A 

von   anderen  Gliedern  denkbar,   deren  Coefficienten   nicht  mehr  alle  von 
einander  unabhängig  sind,  die  nämlich  bei  irgend  einer  der  Transformationen, 

welche  man   ausführen  muss,   um   die  Reihenentwicklung  bis  hm^     A^ 

zu  bekommen,   als  niederstes  Glied  in  x  ein  solches  mit  Exponenten  —) 
ergeben. 
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Bezeichnet  man  mit  ^    /     \ 

denjenigen   Theil   von  O^ixy)^   der   die   Beihenentwicklong  bis  zum  Glied 

hrX  ^'  bestimmt,  den  man  also  erhält,  wenn  man  0^(xy)  bis  zu  dem 
eben  bezeichneten  Glied  in  eine  Reihe  entwickelt  und  diejenigen  Glieder  in  x 
und  y  sammelt,  die  für  diese  Beihenentwicklnng  in  Betracht  kommen ,  so 
liefert  Oir{xy)  eine  Reihenentwicklung: 

y  »  \x^'-\ hrX       ^'        +  tr  +  irC  ^'   H , 

wo  hr^i  im  Allgemeinen  nicht  mit  &r+i  identisch  sein  wird,  nSmlich 
dann  nicht,  wenn  zur  Bestimmung  des  Gliedes  mit  dem  Coefficienten  &r+i 
noch  andere  Glieder  Ton  0^{xy)  ausser  den  Gliedern  Oir{xy)  beitragen. 
Ist  ^Br  die  Gerade  niederster  Dimension,  welche  bei  der  Reihenentwick- 
lung von  Oir[xy)  das  Glied  mit  dem  Coefficienten  hr  ergiebt,  und  trans- 
forndrt  man,  um  das  nächste  Glied  der  Reihenentwicklung  zu  bekommen, 

Ur^x^y  —  h^x^' —  hr—iX     ^     , 

SO  ist  J^BrJ^\  die  Gerade  niederster  Dimension  und  entspricht  dem  Ausdruck: 

const  X^'  \  Ur  —  h'r^i  X  ^'    1  . 

Wenn  nun  />r+i  ^  {»r+i,  so  bekommt  man,  da  die  Abscisse  OBr-\.i 

ein  Glied  mit  x^  als  niederste  Potenz  in  x,  sofern  man  in  <Z>ir(^2^) 
y  durch  die  Reihenentwicklung  22)  ersetzt.  Ist  aber  6r+i~"  ^r+ii  so  wird 
die  niederste  Potenz  in  x  von  höherem  Grad.  Man  geht  dann  in  der  Ent- 
wicklung von  Oir{xy)  so  weit,  bis  ein  Glied  konunt,  das  mit  der  Ent- 
wicklung von  0^(xy)  nicht  übereinstimmt,  und  bestimmt  dann  auf  die 
eben  angegebene  Weise  die  niederste  Potenz.  Man  scheide  also  von  0^(xy) 
die  Glieder 

23)  On(xy)  . . .  0ir(xy)  . . .  0im{(ßy) 

ab,  welche  bei  der  Reibenentwicklung  von  0^{xy^  noth wendig  sind  zur 
Bestinunung  der  Exponenten 

ft        ft+r-l       ft+m-1 


—   •  •  • 


80  eigeben  obige  Ausdrücke  23) ,  sofern  y  durch  die  BA\\i%iL«tiW\Oi^\m%%%^ 
ersetzt  wird,  &ls  Potenzexponenten  der  niederBteu  "PolöiÄWi  Va  x  x^*«^.'* 


22  Üeber  Singalarit&ten  ebener  algebraischer  Carven. 

oder  />i^~l         />i  **•""! 

Pn  •  •  •  Pi  T ^  >  *  •  •  Pi  +     ji    ' 

oder  J?i        J?r        Bfn 

wobei  vorausgesetzt  wird,  dass  die  Ausdrücke  23)  alle  verschieden  sind. 
Sind  aber  mehrere  einander  gleich,  so  ist  für  die  letzteren  der  Exponent 
zn  nehmen,  den  obige  Formel  für  den  letzten  derselben  ergiebt. 

Die  allgemeinste  Form  einer  Function,  die  als  niederste  Potenz  in  x 

p 
eine   solche   mit   dem   Exponenten     4    ergiebt,    sofern   man  y   durch   die 

Reibe  22)  ersetzt,  ist  also 

24)  2constxPv^[0^i(xy)Y^. [<^w(ajy)]'"*.  • .  [^ir(a;y)]'-«, 

wobei  die  Summe  über  sSnmitliche  Formen  zu  erstrecken  ist,  für  welche 


25)  p+P^q  +  ^,r,  +  ^,r,+  ...^r. 


(Piipy)  mnss  mindestens  ein  Glied  des  Ausdrucks  24)  enthalten. 
Daneben  darf  es  noch  beliebige  Glieder  enthalten,  f&r  welche  die  linke 
Seite  der  Gleichung  25)  grösser  wird  als  die  rechte. 

Soll  nun  die  Beihenentwicklung  einen  weiteren  kritischen  Exponenten 

f    if    ifi  bekommen,    so   ist   der   vorhergehende   Exponent   von  der  Form 

^^  yx  +  n-1  <,  y^^-n 

Der  rationale  Ausdruck,  der  eine  Reihe  von  dieser  Form  ergiebt,  ist 
dann  von  der  Form:  [<p,(a;y)]^"  +  y,(^ j,). 

Bezeichnet  man  mit: 

diejenigen  Theile   von  0^{xy\  welche  zur  Reihenentwicklung  bis  resp.  zu 
den  Gliedern  mit  den  Exponenten 

yi      yi  +  1        yi  +  n  —  1 

beitragen,  so  ergeben  obige  Ausdrücke,  sofern  man  y  durch  die  Reihe 

y  -  \xA*  +\x  ^'  +  •  •  •  Cj rc^'^"+   ^  CnX  ^'^" 

ersetzt,    als  Potonzexponenten   der  niedersten  Pot^uiftu  va.  x  t^ap«  (vergl. 
Formel  16): 
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>*--^--  «.  ^  ^»  -.-•'•^•^- 


^"(^•-i)ft+(<<"-i)^+^^,,^V-i)§,+(^"-i)j^, 

oder 


<Pi(xy)  moss  dann  von  der  Form  sein: 

26)   ZconstxPtfi  [«n  («y)]^' . . .  [<Pi,  (scy)]'"-  [<!>„  («y)]" . . .  [«».(«y)]*«, 
wobei 

Die  Bedingang  des  Gleichseins  in  27)  muss  von  mindestens  einem 
Glied  Ton  26)  erfüllt  sein. 

Ffthrt  man  in  dieser  Weise  fort,  bis  sämmtliche  kritische  Exponenten 

ßi    _Yt_ fh 

erschöpft  sind,  so  erh&lt  man  einen  Ausdruck  von  der  Form: 
28)  {([y^+  <Pi(xy)y+  9.,(rry)K"+  ■■■<Pr- i(«y)} ^"+  g>r(sy)  -  0, 
wobei  jede  der  Functionen  g>  anf  angegebene  Weise  von  der  ihr  vorher- 
gehenden abhängig  ist.  Der  Grad  dieser  Functionen  in  x  und  y  darf  jede 
beliebige  Höhe  erreichen;  denn  die  Bedingungen  18),  25),  27)...  können 
immer  erfüllt  werden^  wenn  nur  die  Grade  in  x  und  y  hoch  genug  ge- 
nommen werden. 

Zusatz.  Die  Form  28)  kann  beliebig  specialisirt  werden.  Man  kann 
z.  B.  die  Forderung  aufstellen,  die  Curvengleichung  niedersten  Grades  zu 
bestimmen^  die  einen  superlinearen  Zweig  mit  gegebenen  kritischen  Ex- 
ponenten besitzt.  Zu  diesem  Zweck  wird  man  aus  den  Functionen  (Pi(xy), 
q>f(xy).  .  von  den  Gliedern ,  die  vorkommen  dürfen,  je  blos  diejenigen 
niedersten  Grades  entnehmen  und  die  Coef&cienten  der  anderen  gleich 
Null  setzen. 

§5. 
Verhalten  der  adjungirten  Curve  in  einem  singolftren  Punkt* 

Wir  wollen  uns  die  Aufgabe  stellen ,  die  allgemeine  Form  der  Curve 
zu  finden  y  die  sich  in  einem  gegebenen  singul&ren  Punkt  einer  algebraischen 
Curve  adjungirt  verhält,  d.  h.,  es  soll  die  adjungirte  Curve  mit  der  grösst- 
möglichen  Anzahl  von  willkürlichen  Constanten  gefunden  werden^  welchA 

♦  VergJ.  Briot,  Tböorie  des  fonclions  aböUenne«,  Wl^\  Oosw^A. 


24  üeber  Singalaritäten  ebener  algebraischer  Cnrven. 

die  Bedingung  des  Adjungirtseins  in  dem  betreffenden  Pankt  noch  ver- 
ftlgbar  lässt.  Zu  diesem  Zweck  gehen  wir  von  folgender  Definition  aus: 
Eine  Curve  g>{xy)  ^  0  verhält  sich  in  dem  singul&ren  Ponkt  x^a^ 
y^h  der  Cnrve  f(xy)  »  0  adjungirt  zu  der  letzteren,  wenn  das  Abel'sehe 
Integral 

'^^  "  J  ~7W' 

wo  f'(y)  -  ^I^^y  endlich  bleibt  für  o;  -  a,  y  -  h. 

dy 

Macht  man  den  singulären  Punkt  zum  Ursprungi  so  ist  die  Ao^be, 
eine  Function  g>(xy)  derart  zu  bestimmen,  dass  w  endlich  wird  fiELr 
o;  *  0,  ^  *  0,  wenn  in  f(i/)  und  (p(xy)  die  abhängige  Variable  y  ersetzt 
wird  durch  diejenigen  Werthe,  welche  sich  ans  f{xy)  —  0  bestimmen.  Wir 
nehmen  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  an,  dass  sich  y  aus  f(xy)  «  0 
bestimmen  lasse  durch  Beihen,  die  nach  positiven  Potenzen  von  x  auf- 
steigen, und  betrachten  von  diesen  nur  diejenigen,  die  mit  x  ^0  ver- 
schwinden. Beschränken  wir  uns  ferner  vorerst  auf  den  Fall,  dass  die 
Beihenentwicklungen  von  f(xy)  -» 0  blos  ein  einziges  cyklisches  System 
von  Entwicklungen  von  der  Form 

y  —  aiX^+  a^x^  H (-^  5?  «1  <  «» •  •  •) 

ergebe,  so  haben  wir  mit  diesem  Werth  von  y  in  29)  einzugehen,  indem 
wir  g>(xy)  als  ganze  algebraische  Function  annehmen,  also  setzen: 

<p{xy)  ^Ä^+Bf,x  +  B^y  +  CqX^+  C,xy  +  C;y«  +  ••• 


Ordnet  man  g>(xy)  und  f{y)  nach  Potenzen  von  x^^  so  wird  aus  29) 

NiX^+N^x^  +  '")dx 

£!  £?  ^* 

fn^x^+  fn^x^+  m^x^  + 


t/     *».  nrd  -U  •»-  r^ 


W  -  f  =: ^ j-^ -) 


oder,  wenn 

'9'%  —  ^1       ^^       ^»  —  ^1 


[  <r,  —  y^i  rjfUll  H  —  1 


entwickelt  wird^  so  erhält  man  die  Anfangsglieder: 

^,— ^1  ^n  —  ^i 

Daher  wird  obiges  Integral: 

\^^x^'\'lil^x^'^'-)\\-^x    ^    ]ix 

30)  .-  /       ^ ^— 
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Dieses  Integral  soll  endlich  werden  ftür  2;  —  0^   d.  h.,   es   muss   der 

Potenzexponent  eines  jeden  Gliedes  des  ZShlers  grOsser  sein  als  -^  —  1. 
Nun  ist,  da  ^i<^<^3...     and    ^i<^,<^3..., 

das  Olied  niedersten  Grades  des  Zählers  N^x^;  erfüllt  ^  die  Bedingung 

.nicht,  so  ist  ^|  —  0  zu  setzen,  und  es  ist  dann  N^x^  das  Glied  niedersten 
Grades,   wobei  ^g— 0  zu  setzen,   wenn  ^  nicht  grösser  als  -}  —  1.     In 

dieser   Weise    ist    fortzufahren,     bis    man   zu  einem    Glied  l^^x^  kommt, 

y^k      ^\ 
wo  —  >  -^  —  1.   Alsdann  dürfen  ^*  und  alle  übrigen  Coefficienten  beliebig 

bleiben,  da  dann  auch  sämmtliche  übrigen  Glieder  der  Bedingung  ge- 
nügen. Das  Integral  30)  ist  also  für  a:;  —  0  immer  und  nur  dann  end- 
lich, wenn  ,        ,  ,  . 

31)  ,,./U^'='_-M^fl±i::M 

endlich  ist.  Die  Bedingung^  dass  dieses  Integral  endlich  ist,  wird  aus- 
gedrückt durch  die  Gleichungen 

2^1-0,    -Nj-O,  ...2^*-.i-0 

zwischen   den  Coefficienten   A^y  jBq,  B^,,,  der  willkürlich   angenommenen 

Function  (p(xy).  x^  ist  die  niederste  Potenz^  die  man  erh&lt,  wenn  man 
in  f\y)  für  y  die  bestimmte  Reihe  einsetzt. 

Das  Folgende  wird  nun  zeigen ,  wie  man  diese  Rechnung  wesentlich 
abkürzen  kann.  Die  Curve,  welche  einen  singulären  Punkt  im  Ursprung 
hat^  in  dem  das  Verhalten  der  adjungirten  Curve  bestimmt  werden  soll, 
sei  gegeben  durch  das  cyklische  System  von  Reihenentwicklungen  von 
der  Form  10);  alsdann  bekommt  man  für  die  rationale  Form  den  Aus- 
druck 11).  Denkt  man  sich  aus  dieser  rationalen  Form  f{jj)  gebildet 
und  die  Glieder  in  das  Newton'sche  Parallelogramm  eingetragen,  so  kann 
man  das  System  dieser  Punkte  erhalten,  indem  man  von  dem  zu  f{xy^ 
gehörigen  New  tonischen  Parallelogramm  ausgeht  und  sämmtliche  Punkte 
in  Beziehung  auf  ein  neues  Coordinatensystem  betrachtet,  welches  man 
dadurch  erh&lt,  dass  man  die  neue  A^'- Achse  im  Abstand  +  1  von  der 
alten  annimmt,  die  F- Achse  aber  unverändert  lässt  (Fig.  2).  Nun  lauten 
die  Glieder  niederster  Dimension  von  f{xy) 

also  Bind  diejenigen  von  f(ji)i 
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d.  h.,'  sie  enthalten  den  Factor  (y^'—hf^afi*)  (^^i  — l)maL  Transformirt 
man  nun  f'(ji)  mittelst  der  Transformationsgleichong 

y  —  Wi  +  h^x^'j 

80  transformiren  sich  diese  besagten  Glieder  in  Punkte  |  welche  auf  die 
Strecke  AÄ^  za  liegen  kommen;  auf  Ä^B[  liegen  keine  Funkte;  denn  die 
Entfemang  des  Punktes  A  von  der  neuen  X'- Achse  betrftgt  ^i  —  1  Ein- 
heiten (vergl.  S.  14).     Es  enthält  nun  die  transformirte  Function 

(  ^\ 

den  Ausdruck  \U|—  \x^' )  als  ^|-fachea  Factor,   woraus  folgt,  dass  auch 

die  transformirte  Function  von  f{y)  denselben  Ausdrnek  als  {^i—  1) -fachen 

Factor  enthält;  denn 

dy      "       aui 

Transformirt  man  der  Reihe  nach  f(jy)  durch  dieselben  Transformations- 
gleichungen, die  zur  Reihenentwicklung  von  f{xy)  — >  0  noth wendig  waren, 
so  erkennt  man  analog,  dass  die  aufeinander  folgenden  Geraden  niederster 
Dimension  von  f(xy)  zusammenfEdlen  mit  entsprechenden  Geraden  niederster 
Dimension  von  f{y),  solange  bei  den  Transformationen  noch  mehrfache 
Factoren  sich  ergeben.  Die  Glieder  niederster  Dimension  jedoch,  welche 
den  letzten  kritischen  Exponenten  ergeben^  also  der  Geraden  A^'''~^^M^ 
entsprechen,  sind  (vergl.  S.  16): 

Für  die  entsprechende  transformirte  Function  von  f{y)  erhalt  man  also 
und  wenn  hier  die  Transformation 

durchgeführt  wird,  so  ergiebt  sich  ein  Glied  in  x  allein,  das  auf  den  Punkt 
^('')  der  X'- Achse  zu  liegen  kommt.  Bei  den  weiteren  Transformationen 
bleibt  dieses  Glied  unverändert;  denn  kein  anderes  Glied  kann  auf  A^^^ 
fallen.  Ersetzt  man  also  sämmtliche  Transformationen  von  f(j/)  durch 
eine  einzige 

y  —  ^p+  \x^'-\ myX^+  m^x^'\ h  mpX^y 

wo  p  beliebige  und  setzt  je;^'-  0,  d.  h.,  ersetzt  man  in  f{y)  y  durch  seine 
jBeiheDentwicklung  in  x,   so    erhält   man   emö  "ReÄife  nou  "^oXämä^  Sä  x^ 
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-^^  ■w*  .j^\  t 


deren  niederste  Potenz  den  Exponenten  OMt')  hat.     Nun  ist  aber  (vergl. 
8.  17): 


32) 


0'4(r)»|-2^-(zf-zrO.A,  +  (^,-z/,)/>  +  - 


+(^r-i-i)^,^,r;_^M 


Wir  kOnnen  daher  den  folgenden  Satz  aassprechen:  Die  niederste 
Potenz,  die  man  erhält^  wenn  man  in  f{^  ftir  y  die  aus  f{xy)  *  0  er- 

haltene  Potenzreihe  von  y  nach  Potenzen  von  x  setzt,  ist  x^ . 

Man  kann  diesen  Satz  auch  durch  andere  üeberlegungen  bekommen. 
Nach  Smith  (a.  a.  0.)  ist  nILmlich  der  Grad  der  Besultante  aas  f{xy) 
und  fiji)  gleich  dem  Discriminantenindex  2jV.  Nun  erhält  man  aber  die 
Resultante,  wenn  man  das  Product  der  /^-Entwicklungen  in  f{y)  einsetzt. 

Geht  man  nun  zam   Integral  w^   (31)   zurück,    so   hat  man  in   der 

Z&hlerfunction  die  Coefiäcienten  s&mmtlicher  Glieder  gleich  Null  zu  setzen, 

2^ 
deren  Exponenten  nicht  grOsser  sind  als  —. 1.     Man  kann  nun  zeigen, 

dass  man,  um  den  Zähler  der  Function  unter  dem  Integral  zu  bekommen, 
sich  begnügen  kann,  in  der  willkürlichen  Function  g>(xy)  statt  y  die  mit 
dem  letzten  kritischen  Exponenten  abgebrochene  Reihe  einzusetzen.  Man 
hat  nftmlich: 

q>{xy)  -  ^0  +  ^0^  +  B\h^x^'+  \x^*  +  •  •  •  m^x^  +  m^x^  +  ") 

(      h.  ^  \  (      ^  ^V 

+  C^x^+  C^x\\x^'+ . . .  m^x^  +  •••/  +  C^\\x^'+ . .  •  m^x^) 

Ordnet  man  nach  Potenzen  von  o:,  so  ist  zu  erkennen^  dass  es  blos 
ein  einziges  Glied  mit  x^  giebt,  wenn   -~  der  letzte  kritische  Exponent 

ist;  dieses  Glied  ist  B.m^^x^^  und  es  ist  also  B.  —  0,  wenn  -^  <  — 1. 

u,       22V 
Wenn  aber  ^  > 1,  so  haben  der  letzte  kritische  Exponent  und  auch 

die  folgenden  keinen  Einfluss  auf  das  Verschwinden  von  B^  und  am  so 
mehr    keinen    Einfluss    auf   das    Verschwinden    der   übrigen   CoefQcienten 

Ci,  Cj...     Im  ersten  Fall  ist  C^x.m^x^  —  C^m^x      ^    das  einzige  Glied 

mit  diesem  Exponenten;  ist  wieder  (7^—  0  zu  setzen,  so  ist  ^C^^m^x^^     ^ 
das   einzige  Glied,   das  für  sich  verschwinden  muss  etc.     Wir  sehen  also^ 
dass   von  jedem   Elammerausdruck   das   niederate   Qt\\&d^   Sxl  ^^"^^^xl  '^^- 
ponenten  zum  ersten  Mal  der  Nenner  /l  vorkommt^  ölcü  ^\i\Äd^«A  %^^^ 
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mnsB,  ob  der  Coefficient  zu  verschwinden  hat  oder  nicht^  wenn  nicht  schon 
ein  Glied  mit  niederem  Exponenten  das  Verschwinden  des  Coefficienten 
gefordert  hat.    Jedenfalls  aber  ersehen  wir,  dass  die  auf  den  Exponenten 

—  folgenden  Exponenten  keinen  Einflass  mehr  aasüben  können;  d.  h.,  beim 

Einsetzen  der  Reihenentwicklung  für  y  in  g>(xy)  darf  man  sich  mit  der 
abgebrochenen  Reihe  bis  zum  letzten  kritischen  Exponenten  begnügen. 

Die  Bestimmung  der  in  einem  superlinearen  Zweig,  welcher  darch 
eine  Reihenentwicklung  von  der  Form  10)  gegeben  sein  soll,  sich  ad- 
Jungirt  verhaltenden  Curve  reducirt  sich  demnach  auf  folgende  Rechnung: 

Setze  die  mit  dem  letzten  kritischen  Exponenten  abgebrochene  Reihe 

10)  für  ^  in  die  allgemeine  Function  g>(xy)  ein^  ordne  dieselbe  nach  Potenzen 

von  X  und   setze  sSmmtliche  Coefficienten  -*  0,   deren  Exponenten    nicht 

2N  2N 

grösser  sind  als  — 1,  wo  —j-  durch  Gleichung  32)  bestinunt  ist.    Die 

Curve  9(^2^)  "*  0,  deren  Coefficienten  den  dadurch  erhaltenen  Bedingungs* 
gleichungen  genügen^  verh&lt  sich  adjungirt  in  dem  singulären  Punkt  einer 
Curve,  die  den  superlinearen  Zweig  10)  enthält,  und  ist  zugleich  die  all- 
gemeinste ihrer  Art. 

Die  Verallgemeinerung  dieser  Methode  auf  den  Fall,  dass  die  Curve 
f(xy) «  0  im  Ursprung  mehrere  superlineare  Zweige  hat,  macht  keine 
Schwierigkeit.  Man  bestimmt  der  Reihe  nach  die  Bedingungsgleichungen 
fOr  die  Coefficienten  der  Function  g>(xy)^  die  bewirken,  dass  das  Integral 
29)  endlich  wird,  sofern  man  y  der  Reihe  nach  ersetzt  durch  die  Reihen- 
entwicklungen, die  den  superlinearen  Zweigen  entsprechen.  Auch  hier 
kann  die  niederste  Potenz  in  x  von  f{y)t  wenn,  y  durch  eine  Reihen- 
entwicklung ersetzt  wird,  in  den  kritischen  Exponenten  der  Reihenentwick- 
lungen ausgedrückt  werden  dadurch,  dass  man  wiederum  die  Geraden 
niederster  Dimension  zeicbnet,  welche  die  einzelnen  Reibenentwicklungen 
ergeben. 

Die  eben  entwickelte  Methode  der  Bestimmung  der  adjungirten  Curve 
ist  im  Allgemeinen  mit  ziemlich  umständlichen  Rechnungen  verknüpft.  Da 
nun  die  adjungirte  Curve  gewöhnlich  ebenfalls  in  dem  singulären  Punkte 
der  ursprünglichen  Curve  eine  Singularität  enthält,  so  müssen  auch  noch 
aus  der  Gleichung  der  adjungirten  Curve  die  Reihenentwicklungen  ge- 
bildet werden,  und  diese  Rechnung  ist  äussert  mühsam,  da  aus  den 
Bedingungsgleichungen  zwischen  den  Coefficienten  der  Function  q>(xy)  zu- 
erst die  gewöhnliche  Form  von  g>(xy)  hergestellt  werden  muss.  Wir 
geben  deshalb  noch  in  Folgendem  eine  graphische  Methode  an,  welche 
nAmentliobf  wenn  zugleich  die  Reihenentwicklungen  der  adjungirten  Curve 
verlangt  werden,  wesentlich  rascher  zum  Ziele  fQL\ii\.. 
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Die  Gurve  f{xy)  »  0  habe  wieder  im  Ursprung  einen  superlinearen 

Zweig  Yon  der  Form  10)^  und  es  ist  also  eine  Function  q>{xy)  derart  zu 

bestimmen,  dass  der  niederste  Exponent  der  Potenzen  in  x^  welche  durch 

Ersetzen  von  y  durch  die  Eeihenentwicklung  10)  erhalten  werden,  grösser 

2N 
ist  als  — 1.    Dieses  Ersetzen  von  y  durch  die  Reihenentwicklung  kann 

dadurch  geschehen,  dass  man  q>ixy^  durch  die  Reihe  der  8ubstitutionen| 
die  man  zur  Reihenentwicklung  von  f{xy)  «  0  bis  zum  letzten  kritischen 
Exponenten  nöthig  hatte,  transformirt,  d.  h.  man  setzt: 

y  —  «f  +  \x^  H m^x^^ 

führt   diese  Transformationen  nach  der  Gram  er 'sehen  Methode  der  Reihe 

nach  durch^  und  setzt  schliesslich  e^O.   Denkt  man  sich  die  Fanction  g>(xy) 

in  das  Newton'sche  Parallelogramm  mit  X'- Achse  und  Y-Achse  als  Achsen 

2N 
eingetragen  (Fig.  4,  vergl.  auch  Fig.  2)  und  macht  0'  P^  — 1,  so  erkennt 

man^  dass  (p{xy)  —  0  sich  dann  adjungirt  verhält,  wenn  g>(xy)  bei  der 
letzten  Transformation  Punkte  anf  der  X'- Achse  ergiebt^  die  blos  rechts 
von  P  liegen.     Zieht   man   durch  P  die  Parallele  PQ  mit  der  Geraden 

niederster  Dimension,  die  den  ersten  kritischen  Exponenten  —,  ergab ,  so 

transformiren  sich  alle  Glieder  auf  der  dem  Ursprung  abgewendeten  Seite 
der  Geraden  QP  derart,  dass  die  Geraden,  durch  welche  diese  Trans- 
formation ausgeführt  wird,  die  Z'- Achse  in  Punkten  rechts  von  P  schneiden. 
Da  P^%A\   so  dürfen  alle  Glieder,  jedes  mit  willkürlichem  Coefficienten, 

22V 

deren   Grade    in  x  und  y  zusammen   grösser    sind    als    — 1,  in  der 

n 

Gleichung  der  adjungirten  Curve  vorkommen.    Istp  die  nächst  höhere 

22V 
ganze   Zahl   zu  —^ 1,    so  sind  die  Glieder   niedersten    Grades 

der  adjungirten  Curve,  die  beliebige  Coefficienten  haben  dürfen, 
vom  Grad  |>;  die  adjungirte  Curve  hat  im  singulären  Punkte 
der  Curve  f{xy)  p  lineare  Zweige  mit  beliebigen  Tangenten. 

Die  so  erhaltene  zu  dem  superlinearen  Zweig  adjungirte  Curve  ist 
aber  nicht  die  allgemeinste;  vielmehr  kann  man  noch  eine  Reihe  von 
Gliedern  finden,  welche  die  adjungirte  Curve  enthalten  darf,  deren  Coefß- 
cienten  aber  nicht  mehr  beliebig  sind,  sondern  in  gewissen  Beziehungen 
zu  einander  stehen.  Diese  Glieder  sind  nun  nicht  mehr  blos  von  den 
kritischen  Exponenten  des  superlinearen  Zweiges  abhängig,  sondern  auch 
von  den  anderen  Exponenten  und  den  Coefficienten  der  QW^SlAx  ^^t  '^^^tsl- 
entwicklnng.     Zieht  m&n  die  Gerade  PQ^  paraH^l  fliw  Gt«t^ÄÄiv  tää^wä^x 


Dimension,  die  den  auf  den  ersten  kritischen  Exponenten  folgenden  (im 
Allgemeinen  nicht  kritischen)  Exponenten  ergiebt,  bo  kann  man  sich  Aggre- 
gate von  Oiiedern  denken,  welche  bei  der  ersten  Transformation  in  das 
Dreieck  QPQi  fallen  und  welche  dann  bei  der  zweiten  Transformation, 
die  durch  Parallelen  zu  PQ,  ausgeführt  wird,  Punkte  auf  der  X'-AchBö 
ergeben,  die  rechts  von  P  fallen.  Solche  Glieder  liegen  auf  Parallelen 
zu  PQf  z.  B.  auf  CBE,  und  zwar  müssen  dieselben  einen  mehrfachen  Fac- 
tor von  der  Form  {y^' —  b'^' x^')  haben;  bat  nämlich  D  eine  Ordinate 
zwischen  »»  und  m  -f  1 ,  so  mUsBen  die  Glieder  auf  CK  den  obigen  Fac- 
tor (ffl  +  1)  mal  enthalten.  Denn  blos  dann  erhSlt  man  bei  der  eralen 
Transformation  blos  Glieder  auf  der  Strecke  CD;  im  Uebrigen  können  die 
noch  Terfügbaren  Coefficienten  beliebig  genommen  werden.  Ist  es  nn- 
mOglich,  solche  Glieder  zu  tinden,  so  enthBlt  die  adjungirte  Curve  blos  die 
Glieder  mit  beliebigen  CoefticieDten,  welche  auf  der  dem  Ursprung  ah- 
gewendeteu  Seite  von  PQ  liegen.  Im  anderen  Falle  zieht  man  die  Gerade 
QPf  parallel  der  Geraden  niederster  Dimension,  die  den  dritten  Eiponenten 
ergieht,  und  sucht  solche  Glieder,  welche  bei  der  ersten  Transformation 
auf  die  dem  Ursprung  zugewendete  Seite  von  PQ^  fallen  und  zugleich  bei 
der  zweiten  Transformation  auf  die  dem  Ursprung  abgewendete  Seite  7oa_ 
PQi  fallen.  In  dieser  Weise  ist  fortzufahren  bis  r.u  der  Transformatioi 
die  den  letzten  kritischen  Exponenten  ergiebt. 

Nachdem  auf  graphische  Weise  die  Function  ^(a;^)  bestimmt  ist, 
können  auch  ohne  weitere  Rechnung  die  Ri-ihenent Wicklungen  derselben 
angegeben  werden.  Es  lUsst  sich  ersehen,  dass  die  niedersten  Glieder 
von  qi{xif)  bei  den  Transformationen  blos  solche  mehrfache  Factoren  enjkj 
halten  können,  welche  auch  bei  den  Transformationen  von  ['{xg)  als  mehrJ 
fache  Factoren  auftraten.  Daraus  folgt,  dass  die  adjungirte  Curve  Belhe»-^ 
entwicklungen  liefert,  deren  Glieder  bis  zu  ihren  letzten  kritischen  Exponenten 
übereinstimmen,  sowohl  den  Exponenten  als  auch  den  Coefficienten  nach 
mit  Aofangsgliedem  des  gegebenen  superlinearen  Zweigs  i  diese  Zweige  der 
adjungirten  Curve  berühren  also  den  letzteren  Zweig.  Daneben  erhsit 
man  im  Allgemeinen  noch  eine  Reihe  linearer  Zweige  mit  blos  einem 
kritischen  Eiponenten,  die  in  keinem  Glied  mit  der  gegebenen  Beihe  über- 
einstimmen. 

Wir  unterlassen  es,  der  grossen  Umständlichkeit  halber,  anEugeben, 
wie  diese  graphische  Methode  durch  die  Rechnung  ersetzt  werden  kum. 
Aber  es  ist  selbstverständlich ,  dass  die  geometrische  Konstruction  rechnerisch 
verfolgt  werden  kann. 

Beispiel:  Eine  Curve  enthalte  im  Ursprung  den  superlinea 
von  der  Ordnung  6: 


.tion^l 

en 
In 

M 


!/  —  X- 


jaren  Zweigt 

d 
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Es  sollen  die  Beihenentwicklongen  der  adjungirten  Curre  bestimmt 
werden. 
Es  ist 

zf-6-,     ^/i-6;     ^/8-2;      ^^8-1;     J'-l;      .^"- 3;     z/'"- 2; 

also  A-1;    yi-4;    dl -13, 

22^- (6 -6).  1.6 +  (6 -2). 4. 2 +  (2-1).  13. 1-45 
^d  0  7V  45 

^  6  «• 

Man  mache   0'P-6|  (Fig.  5);  ziehe  die   Geraden  FQ,  FQ^,  FQ^ 

derart^   dass  die  trigonometrischen  Tangenten  der  Neigungswinkel  dieser 

3     6 
Oeraden  gegen  die   X'- Achse   resp.  1,  j'  vf  ^^^'     ^^®  Glieder,  welche 

auf  der  vom  Ursprang  abgewendeten  Seite  von  FQ  liegen,  dürfen  vor- 
kommen, jedes  mit  beliebigem  Coefficienten ;  diese  Glieder  sind  von  der 
siebenten  Ordnung;  also  verbält  sich  eine  Curve,  die  sieben  lineare  Zweige 
durch  den  Ursprung  enthält,  a^jungirt. .  Nun  nehme  man  die  Glieder  auf 
a,  2),  c,  d,  e^f  80  an,  dass  sie  (y  —  a:)'  als  Factor  enthalten ^  also  von  der 
Form  sind:  .  \«y  -   •  .   ^        .    ^  ov 

die  Glieder  auf  ^,  ^,...n  lasse  man  einstweilen  beliebig.  Es  werden  sich 
also  die  Glieder  auf  a^ . . .  /*  bei  der  Transformation  ^  —  u  +  a;  auf  a,  &,  c 
transformiren,  und  nun  kann  man  die  Coefßcienten  der  Glieder  auf  ^,  A, ...  ti 
so  specialisiren,  dass  nach  der  ersten  Transformation  je  die  beiden  Glieder 

auf  h  und  m,  sowie  c  und  n  den  Factor  u  +  x^  enthalten^  denn  hm  und  cu 
sind  parallel  FQ^.  Bei  der  n&chsten  Transformation  fallen  alle  trans- 
foimirten  Glieder  auf  Punkte^  die  auf  der  dem  Ursprung  abgewendeten 
Seite  von  FQ^  liegen,  also  auch  bei  allen  noch  folgenden  Transformationen. 
Damit  ist  g>(xy)  vollständig  bestimmt;  denn  es  kOnnen  keine  anderen 
Glieder  mehr  vorkommen.  Die  Glieder  niederster  Dimension  sind  die  auf 
a,  5,. ••/' liegenden,  und  zwar  von  der  Form 

(y-xy{Äx*+Bxy  +  Cy). 

Der  zweite  Factor  zeigt  an,   dass  man  zwei  lineare  Zweige  von  der 

^^™  (y^ax  +  hx^+-- 

\y^aiX  +  h^x^-^ 

erhalt.  Der  erste  Factor  erfordert  die  Transformation  y  —  u  +  ^,  worauf 
die  Gerade  cn  Gerade  niederster  Dimension  wird;  diese  enthält  den  Fac- 

4 

tor  u  +  x^   einfach,  also  lautet  die  weitere  Beihenentwicklung: 


32  üeber  Singalarit&ten  ebener  algebraisober  Cnnren. 

Die  adjnngirte  Cnrye  bat  also  die  zwei  linearen  Zweige  1)  und  einen 
Zweig  2)  dritter  Ordnung,  dessen  zwei  erste  Glieder  mit  der  gegebenen 
Beibenentwicklnng  übereinstimmen. 

Diese  Methode  kann  auf  Curven  mit  jeder  beliebigen  Singolaritftt  aus- 
gedehnt werden.  Wir  beschränken  uns  jedoch  anf  ein  einzelnes  Beispiel: 
Es  soll  die  adjnngirte  Curve  zu  einem  I;- fachen  Punkt  mit  getrennten 
Tangenten  gefunden  werden.    Da  die  Glieder  niederster  Dimension  die  Form 

haben,  so  ist  AB  (Fig.  6)  Gerade  niederster  Dimension,  wobei  OA «  OB^k, 
T)9k  AB  diejenige  Gerade  ist,  welche  die  letzten  kritischen  Exponenten  er- 
giebt,  so  bestimmt  man  den  Schnitt  A^  der  Geraden  parallel  der  X-Ache  im 
Abstand  1  (neue  X'- Achse)  und  der  Geraden  AB^  macht  PA^^  1,  so  dass 
also  O'P^  k  •—  2,  Es  darf  dann  die  adjungirte  Cur^e  s&nmitliche  Punkte 
enthalten,  die  auf  der  vom  Ursprung  abgewendeten  Seite  von  PQ  liegen, 
und  dies  sind  die  Glieder  von  der  Ordnnng  A;  —  1;  da  dieselben  beliebige 
Coefßdenten  haben,  so  zerf&llt  die  Entwicklung  in  A;  —  1  lineare  Zweige, 
woraus  also  der  bekannte  Satz  folgt:  Die  allgemeinste  adjungirte  Gurre 
geht  (k  ~-  l)mal  durch  einen  A;- fachen  Punkt  mit  getrennten  Tangenten, 

Mit  Hilfe  der  Entwicklungen  yon  §  4  sind  wir  in  den  Stand  geseilt^ 
diese  graphische  Methode  so  zu  modificiren^  dass  die  Zeichnung  umgangen 
werden  kann.  Wir  gehen  hierzu  aus  von  der  rationalen  Form  der  Gurre, 
haben  also,  wenn  blos  die  Reihenentwicklung  des  superlinearen  Zweiges 
gegeben  ist,  nach  §  1  zuerst  die  rationale  Form  herzustellen. 

Die  gegebene  Gurre  sei  yon  der  Form  28)  und  liefere  fElr  die  Um- 
gebung des  singulSren  Punktes  eine  Beihenentwicklung  yon  der  Form  10). 
Nach  Früherem  hat  die  Gleichung  der  adjungirten  Gurye  die  Eigenschaft, 
dass  die  niederste  Potenz  in  a?,  sofern  man  y  durch  die  Reihenentwicklung  10) 

ersetzt,  höher  wird  als  a?^  .  Bentltzen  wir  die  Bezeichnung  des  §  4, 
so  ist  die  allgemeinste  Form,  die  eine  solche  Gurye  haben  kann: 

wo  <I>r— i,o(aJy)  der  Theil  der  Function  28)  ist,  welcher  noth wendig  ist 
zur  Bestimmung  der  Reihenentwicklung  bis  zu  dem  Exponenten,  der  dem 
letzten  kritischen  vorangeht,  und  wo  folgender  Bedingung  genügt  wird: 

■•■  ^' j". . .  je— 1) ""  ^  j        • 

Da    die    linke    Seite    eine    Zahl    ergiebt,    deren    Nenner    hCchstens 
■^^'^" . .  ^(''—^)  ist,   so    ist  die  nledexste  ZsAil,  di«  ^ou  ö^wc  \a^<stL  ^«\.\a 
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Mcht   werden  darf,    der  nachsta  Werth  nach  ~ 1,  der  den  Nenner 

1'^"...^'""  hat.    Sei  dieser  -77-777 Ar—i)'  *°  ^^^  obige  Bedingung: 

Um  nun  nooh  die  Reib enent wicklangen  der  allgemeinsten  adjongirten 
Carre  zu  finden,  hat  man  die  Glieder  niederster  Dimension,  welche  die 
&djiingirte  Curve  enthalten  darf,  aufzusuchen.  Man  kann  sich  jedenfalls 
auf  diejenigen  Ausdrücke  der  Summe  33)  beschränken,  bei  welchen  die 
rechte  Seite  der  Bedingung  34)  den  kleinsten  Werth  erreicht,  Dnter  diesen 
hat  aber  wieder  derjenige  Ausdruck  den  niedersten  Grad,  der  den  höchsten 
Exponenten  t'^  hat;  denn 

*,_,,. (:ry),  (D._.,,(«y)...  <I>r-i,.(xf,) 
haben  dasselbe  niederste  Glied  in  if  allein,  nämlich  j/J'-/".. .  J*'" '*.  Wird 
aber  y  durch  die  Reihe  ersetzt,  so  ergieht  die  letzte  Fuoction  eine  htlhere 
Potenz  in  x  als  die  vorletzte,  diese  wiederum  eine  hShere  Potenz  als  die 
nSchst  vorhergehende  etc.  Mau  withlt  also  unter  den  möglichen  Aas- 
drücken  diejenigen  mit  dem  höchsten  Exponenten  in  <I>r— 1,0(3;.'/),  unter 
der  dadarch  aasgcBChiedenen  Gruppe  von  AuadrQcken  diejenigen  mit  dem 
höchsten  Exponenten  in  dr— i,d— i(x$)  etc.  und  kommt  auf  diese  Weise 
zu  Ausdrüeken  von  der  Form 

35)  consi  xP  ifl' ['^ii(xif)Y''. . .  [<Pr_i,fl(i'y)]'"', 

welche  die  Glieder  niederster  Dimension  der  adjungirten  Curve  reprüsentiren. 
Diese  Form  ^eigt  uns,  dass  wir  je  «  ,  t>I,_i... /j  Entwicklungen  erhalten, 
die  mit  der  Beihenent wicklang  des  gegebenen  eaperlinearen  Zweigs  über- 
einstimmen resp.  bis  zum  ersten,  zweiten  .  .  .  Gliede  der  gegebenen  Beiben- 
entwicklnng  vor  dem  Glied  mit  dem  letzten  kritischen  Exponenten.    Dazu 

treten   noch   q'  lineare    Entwicklungen  von  der  Form  i;  =^  ax ■  + &i' H , 

und,  wenn  der  Ausdruck  35)  kein  Glied  mit  y  allein  enthült,  d  h.,  wenn  p' 
nicht  gleich  Null,  so  treten  noch  eine  weitere  Anzahl  linearer  Entwick- 
lungen hinzu,  die  man  dadurch  erhillt,  dass  man  die  Summe  der  Anzahl 
der  Ordnungen  aller  bisher  gefundenen  Entwicklnngen  bestimmt  und  diese 
Zahl  ablieht  von  dem  Potenzeiponenten  der  niedersten  Potenz  in  y  allein, 
welche  die  adjun^rte  Curve  enthalten  darf.  Diese  letztere  Zahl,  welche 
die  Anzahl  der  Ordnungen  BÜmmthcber  Reihenentwicklungen  der  adjungirten 
Curve  ist,  erhält  mau  aus  einem  Ausdruck,  den  man  analog  dem  Aus- 
druck 35)  bestimmt,  wobei  von  voraherein  p'  =■  0  gesetzt  wurde.  Die 
Differenz  dieser  beiden  Ziihlen  liefert  die  Änzatl  der  \\Goa.tei\?i^W\ö«NB:ti^iHi, 
faooÄ  bimutreten.     Da  die  Coefficienten   aWer   K\iÄ4ttt.cta  lo-a  ^^"^  nq^ 

utikii   fhrtik    JI.JubrB.  18B6.  l  Haft.  V. 
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-_»■  ■  ^.^^  .<•./•  ^.^.^  ^.^- 


einander  nnabhftngig  sind,  so  kOnnen  die  so  bestimmten  Eniwieldmigen 
sich  nicht  zu  höheren  snperlinearen  Zweigen  msammenordnen« 

Beispiel.  ¥ilr  wählen  das  Beispiel,  das  wir  froher  nach  dar  graph- 
ischen Methode  behandelt  hatten. 

Die  Gonre 

f{'y)  -  [(y  -  «)» + :f*]'  -  9(»  -  xfx^  -  0 

giebt  die  Beihenentwicklnng 

y  mmX  —  »•  —  «•+••• 

Die  Theile  von  f{xy)^  welche  cor  Beetunmnng  der  iwei  ersten  Ex- 
ponenten noth wendig  sind,  lanten: 

y  —  X    und     (y  —  «)'  +  ä*. 
Setzt  man  in  jedem  fttr  y  die  Beihenentwicklnng,  so  eigeben  sieh  als 

niederste  Potenten  in  o;  die  Potenzen  x^  and  x*.    Da  — 1  —  67,  so 

ist  die  adijangirte  Cnr^e  von  der  Form: 

i:€anstx'y9{y  -  xY[{y  -  xy+a^y, 

wobei  die  Bedingong  erfUlt  sein  moss: 

4  29 

Der  Ansdmck,  fär  welchen  die  rechte  Seite  am  kleinsten  wird,  ent- 
spricht den  Werthen  ^  /%  .  » 

worans  der  Ansdmck  niederster  Dimension 

[(y  -  xy+  0^]  [Äa^+  Bxy  +  Cy*], 
nnd  dieser  giebt  nnmittelbar  die  Beihenentwicklongen: 

y  —  ax  +  hx^-i , 

y  — Ol  a:  +  öi  «•  +  ..., 

y  —  X  — x'+cx'H , . 

in  Debereinstimmung  mit  dem  aaf  8.  31  geftmdenen  Besultat 


Zur  Theorie  der  Veotoren  und  Quaterolonen. 

Von 

Prof.  Beez 


Einleitung. 

Am  16,  October  1893  waren  fUofzig  Jaiire  verfloesen ,  seit  der  geniale 
Mathematiker  Sir  William  B  ovan  Hamilton,  Professor  der  Astronomie 
in  Dublin,  der  Irischen  Akademie  der  Wissensobafteu  daselbst  seine  Theorie 
der  Quaternionen  zum  ersten  Male  vorlegte.  Es  war  ihm  nach  zehnjährigen 
Bemühungen  gelungen,  einen  algebraischen  Ausdruck  zu  finden,  welcher 
für  den  dreidimensionalen  ßaum  dasselbe  leistete,  wie  die  gewShaliche  com- 
pleie  GrCsse  x-\-  ty  fUr  das  zweidimensionale  Gebiet  der  Ebene.  Er  wueste 
dies  dadurch  zn  erreichen ,  dass  er  das  für  gemein  complexe  Zahlen  geltende 
Gesetz  der  CommatatiTitKl  der  Multiplication ,  nach  welchem  die  Factoren 
eines  Productes  unter  einander  vertausohbar  sind,  für  bOhere  complexe 
Zahlen  aufhob.  Trotz  der  unleugbaren  Vortheile,  welche  der  Quaternionen- 
calctll  bei  der  Behandlung  mancher  geometriacben  und  physikalischen  Pro- 
bleme gewBhrte,  trotz  der  einfachen  und  übersichtlichen  Form,  in  welcher 
er  sowohl  die  Rechnung  selbst  durchzufUbreo ,  als  die  Endresultate  derselben 
darzustellen  gestattete,  ist  er  in  Deutschland  nicht  recht  heimisch  geworden, 
wenn  auch  Möbius'ihn  sehr  hochstellte  und  Hankel**  ihn  dem  Studium 
seiner  Landsleute  dringend  empfahl. 

Erst  seit  einigen  Jahren,  seit  man  den  Zusammenhang  zwischen  höheren 
compleien  Zahlen,  deren  Einheiten  ein  sogenanntes  geschlossenes  System 
bilden  und  deren  Multiplication  dem  associativen  Gesetz  folgt,  mit  den 
linearen  homogenen  conti nuirlichen  Gruppen  erkannt  hat  —  erat  in  dieser 


■  F.  A.  MCbiuH,  Neuer  Beweiü  des  in  Hamilton 'a  Lecturei  on  Quaternione 
aufgestellten  associatiTen  Principe  bei  der  Znsammenaetzung  von  Bügen  gr&seter 
Kreise  anfeiner  Engelfläche,  Berichte  über  die  Verhandlungen  der  königl.  «ächs. 
Qeaellschaft  der  Wieienicbnftcn,  matbematisiih- physikalische  Elasee.  1859.  Bd.VI 
8.  136  —  119;  wiederum  abgedruckt  in  h\  A.  Möbiua  Gesammelten  Werken. 
Leipzig  leSö ,  Bd.  11 ,  S.  6S  -  69. 

"  H,  Uankel,  Theorie  der  complexen  Zahlensysteme,  insbesondere  der  ge' 
meinen  oomplexeu  Zahlen  und  der  Harailton'aohen  Quatemionen  nebst  ihrer 
geomettiächen  Dantellaog.    Leipzig  1S67, 


36  Znr  Theorie  der  Vectoren  und  Quatemionen.  ^ 

Zeit  ist  auch  in  Dentecbland  die  Qaaterüionent'beorie  zu  ihrem  Rechte  ge- 
kommeD  und  der  berühmte  Begründer  der  Theorie  der  Trans  form  ationa* 
gruppen  bat  ea  seibat  auageaprochen  *,  dasa  daa  Zablenajatem ,  welches 
üamilton  anrgeatellt  bat,  neben  den  gewGhnlichen  coroplexen  Zahlen  unter 
allen   bekannt  gewordenen  ZahlensjEtemen  bei  Weitem  das  achünste  sei. 

Woher  aber  iat  ea  gekommen,  dass  in  Deutachland  der  Quaterntones-I 
üalcül  an  keiner  höheren  Lehranstalt  eine  Stätte  gefanden  hat  und  diel 
Qnaternioneu  auch  jetzt  noch  weniger  um  ihrer  selbst  willen,  als  weil  siaJ 
ein  besondere  lehrreiches  Beispiel  eines  geschlossenen  bCheren  ZahleQ>| 
Systems  abgeben,  nur  gelegentlich  erwähnt  werden? 

Hankel**  glaubt,  dasa  die  continentalen  Mathematiker  durch  dis  ^ 
breite,  sich  immer  wiederholende  Darstellung  und  das  Vermischen  der 
algebraischen  und  geometrischen  Gesichtspunkte  von  dem  Studium  des 
Hamilton 'sehen  Werkes  abgeschreckt  wOrden  und  hofft  durch  totale  Ver- 
änderung der  Darstellung  und  durch  Trennung  der  formalen  Theorie  der 
Qnaternionen  von  dem  Nachweis  ihrer  geomelriachen  Bedeutung  nicht  nur 
grüesere  KOrze  zu  erreichen,  sondern  auch  zur  Aufklärung  über  das  Wesen 
und  den  Orund  der  neuen  imaginären  Einheiten  beizutragen.  Jedenfalls 
bat  Hankel  durch  die  Aufstellung  dea  Begriffs  „eines  geschlossenen  Zahlen- 
ayatems",  in  welchem  die  Producte  zweier  Einheiten  wiederum  durch  Kin- 
heiten  desselben  Systems  in  linearer  Verbindung  sich  ausdrücken  lassen, 
die  Grundlage  der  beutigen  Theorie  der  höheren  Zahlen  geschaffen  und 
insofern  auch  zur  richtigen  Würdigung  des  QuaternionenoalcUle  viel  bei- 
getragen, doch  glaube  ich,  dass  noch  ein  anderer  tiefer  liegender  Grund 
vorhanden  iat,  der  die  deutschen  Mathematiker  abgehalten  hat,  sich  des 
TOD  Hamilton  geschaffenen  analytischen  luatrumentes  zu  bedienen. 
Theorie  der  Quaternionen  birgt  in  wissenschaftlicher  Beziehung  eine  Ltlckad 
die  Hamilton  nicht  durch  scharfe  Deduction,  sondern  durch  eine  glOok-4^ 
liehe  Induction,  die  aber  seiner  Meinung  nach  den  Charakter  der  Noth 
wendigkeit  besitzt,  auszufüllen  versucht.  Dieser  Mangel  eines  strenj 
mathematischen  Beweises ,  an  deasen  Stelle  eine  „quasi  metapbysical  specD 
lation",  wie  Hamilton's  Schüler  Tai t***  eich  aasdrückt,  gesetzt  ist,  tritt 

*  Sophna  Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen,  S.  Bd.  S.  749. 
•»  Hankel  1.  o.  S.  196. 
*"  P.  0.  Tait,  an  elemeutary  treatiae  od  qnatemiona,  Oxford  1867  (dem  «in 
alle  nuaere  Citate  über  die  Theorie  der  Qnaternionen  entnehmen)  p.  64  .  . ,  w 
»bawthstno  other  aHSurnjition  is  poeaible,  following  for  this  purpoee 
curioua  qoaai  metaphjcical  specnlation  of  Hamilton's.  Dieser  BeweitI 
folgt  dann  in  §93  und  zerfällt  in  zwei  Theile.  Erat^ns  wird  bewieBen(7), 
das  Quadrat  eines  Vectora  eine  reine  (reelle)  Zahl  sei;  zweitens,  dasa  das  Prodnotfl 
zweier  rechtwinkliger  Vectoren  einen  anf  beiden  senkrechten  Vector  daTsteUs.! 
Beide  SStze  sind  aber  lediglich  Folge  der  eingeführten  sjmbolischeD  Bezeichnti 
and  lassen  aich  weder  geometrisch,  noch  metavtjewcVi  \)B^w™m. 
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hervor  bei  Hamilton's  Annahme,  dass  das  Symbol  eines  Vectors  identisch 
sei  mit  dem  Symbol  einer  rechtwinkligen  Drehung  um  denselben.  Es  soll 
im  Folgenden  gezeigt  werden,  dass  diese  Annahme  darchaus  nicht  noth- 
wendig,  aber  zulässig  ist,  weil  sie  nicht  gegen  die  Permanenz  der  formalen 
Gesetze  streitet,  and  dass  noch  andere  Beziehungen  zwischen  den  Symbolen 
des  Vectors  und  der  rechtwinkligen  Drehung  um  denselben  aufgestellt 
werden  können,  die  dasselbe  leisten  wie  die  Hamil tonische  IdentitSti 
wenn  auch  zugegeben  werden  muss,  dass  die  Hamilton'sche  Annahme 
die  denkbar  einfachste  und  für  die  Rechnung  bequemste  ist.  Aber  gerade 
in  dieser  Einfachheit  oder  vielmehr  Beschränktheit  liegt  auch  die  Ursache, 
dass  der  Hamilton'sche  Quatemionencalcül  eine  Ausdehnung  auf  mehr  als 
vier  Einheiten  nicht  zulässt,  während  eine  solche  bei  etwas  allgemeinerer 
Voraussetzung  tlber  die  Beziehung  eines  Vectors  zur  rechtwinkligen  Drehung 
um  denselben,  wie  wir  sehen  werden,  ohne  Schwierigkeit  ftlr  8,  16,...  2" 
Einheiten  geleistet  werden  kann.  Die  sogenannten  Biquatemionen  und 
andere  Quatemionensysteme  sind  nicht  sowohl  Verallgemeinerungen  der 
Quatemionen,  als  vielmehr  Combinationen  des  Hamilton'schen  Systems 
mit  irgend  einem  anderen  Zahlensystem,  welche  vermöge  einer  Operation, 
die  Herr  Seh ef fers*  als  „Multiplication^  bezeichnet,  zu  Stande  gebracht 
werden. 

§  1.  Die  Symbole  der  primitiven  Einheitsveotoren 
und  der  rechtwinkligen  Drehungen  um  dieselben. 

Es  mögen  die  Richtungscoefficienten  der  drei  Achsen  X^,  X^,  X, 
eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  beztlglich  mit  «i ,  e^ ,  e^  bezeichnet 
werden,  so  dass  ein  von  dem  Coordinatenanfang  0  nach  dem  Punkt  Jtf, 
dessen  rechtwinklige  Coordinaten  0?^,  x^,  x^  sind,  gezogener  Vector  q  in 
Bezug  auf  Grösse  und  Lage  durch  das  Symbol 

dargestellt  werden  kann.     Der  Vector  heisst  „Einheits vector^»  wenn 

ist  Alsdann  drdcken  x^  X2,  x^  die  Cosinus  der  Winkel  aus,  welche  der 
Vector  Q  mit  den  drei  Achsen  X^,  X«,  X^  bildet  Ist  a?|=3l,  a;|  =  0, 
a;^  =  0,  so  stellt  q  einen  Einheits vector  dar,  der  mit  der  Achse  X^  zu- 
sammenföllt,  ebenso  sind  e^  und  e^  die  Einheitsveotoren  auf  der  X^-  und 
^- Achse.  Die  Richtungscoefficienten  e|,  e^,  e^  können  also  auch  als  die 
mit  den  Achsen  zusammenfallenden  Einheitsveotoren  bezeichnet  werden,  die 
wir  kurz  „primitive  Einheitsveotoren''  nennen  wollen.  Die  um  diese  primi- 
tiven Einheitsveotoren  vorgenommenen  rechtwinkligen  Drehungen  e^e^,  e^e^, 

*  Siehe  Mathem.  Annalen  Bd.  89  8.  374;  vergl.  auch  die  MvmetYxni«^^^  ^^^u 
R  Studf  eboDdaa.  S.  620/21  über  Clifford's  Biquatemionen. 
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e^e^  (siehe  Fig.  1),  welche,  von  den  positiven  Achsen  aas  gesehen,  sftmmi- 
lich  in  der  Bichtang  des  Uhrzeigers  bewirkt  werden  sollen  and  also  die 
Vectoren  e^y  63,  ej  in  die  Vectoren  eg,  ej,  e^  überführen,  mögen  mit  hf  S>  ^ 
bezeichnet  werden.    Nan  ist 


e,  =  (e..l)e,=  «.(ie,) 


da   das    associative    Gesetz    für    die    Maltiplication    der    neaen   Einheiten 

beibehalten  werden   soll;   also  drückt  —e^  die  rechtwinklige^ Drehang  aas, 

welche  den  Einheitsvector  e^  in  den  Einheitsvector  e,  transformirt.    Diese 
rechtwinklige  Drehang  ist  senkrecht  gegen  den  Einheitsvector  63,  also  ist 


1) 


and  ebenso 


1      _. 
1 


(siehe  die  rechte  Seite 
der  Fig.  1) 


Fi*/.  I. 


and  bei  entgegengesetzter  Drehang: 


1*) 


1 
-«1= 


1 

.  7*»  = 


-h 


—   »I 


-  V 


Darob   linkeseiiige  Maltiplication  der  Oleichangen  in  1)  mit  den  ent- 
sprecbeaden  in  1*)  ergiebt  sich: 
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(also:  •8*=-l 

2)  {  «nd  analog  ^.  2  -_  _  j 

Da  auch  die  Division  als  möglich  vorausgesetzt  werden  soll,  so  hat 


man  noch: 


2*) 


1 

1 

1^  =  -*- 


Die  Symbole  i|,  i,,  «3  drücken  aber  nicht  blos  die  rechtwinkligen 
Drehungen  der  Vectoren  e^,  «3,  ej  in  die  Yectoren  63,  e^  e^  aus,  sondern 
transformiren  überhaupt  jeden  in  den  Ebenen  e^eg,  e^e^^  e^e^  gelegenen 
Vector  Q  in  einen  auf  ihn  senkrechten  Vector  (f  derselben  Ebene.  Denn, 
es  mögen  sowohl  q  als  q'  in  der  Ebene  e^  e^  gelegen  sein  und  q  mit  e,  den 
Winkel  q>  bilden,  so  ist,  wenn  q  einen  Einheitsvector  bedeutet: 

p  =  6,  {cos  (p  +  i^sinq») 


und 


P  =  ^h 


==ei{co8(p  +  i^9mq>)yca8^  +  i^sin^j 


woraus    das  Gesagte   erhellt.     Es    sind    also  t^,  «,,  «3  die  Symbole  einer 
rechtwinkligen  Drehung  um  die  Achsen  ej,  ^,  ^  überhaupt. 
Aus  der  identischen  Gleichung 


folgt  weiter: 


3) 


(r»)(r')  =  (i*') 


und  analog 


•s*!  ~  ■"  h» 


welche  Gleichungen  ausdrücken,  dass  die  Aufeinanderfolge  zweier 
rechtwinkliger  Drehungen  um  zwei  primitive  Einheitsvectoren 
in  der  Richtung  des  Uhrzeigers  äquivalent  ist  einer  einzigen 
rechtwinkligen  Drehung  um  den  dritten  primitiven  Einheits- 
vector In  entgegoDgesetzter  Richtung  (^a,d\e  twJWä^«v\a^^xY\%*V\. 
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■»■.'■X.^X^Krf    •- 


-  -  ^  .^  N.^^  .^^ -^  • 


Maltiplioirt  man  die  Gleichungen  3)  der  Beihe  nach  rechtsseitig  mit 
*i>  *(>  h>  B<>  kommt: 


3*) 


4) 


•     •     • 

♦s  =  h  *1  ♦ 

von  welchen  Gleichungen  die  erste  unmittelbar  aus  der  linken  Seite  der 
Figur  1  abgelesen  werden  kann.     Aus  3  und  3*^  ergiebt  sich  endlich: 

•     «  •      • 

woraus  sich  mit  voller  Evidenz  ergiebt,  dass  die  Symbole  der  recht- 
winkligen Drehungen  «|,  i,,  fs  nicht  commutativ  sind,  dass 
vielmehr  ein  Product  aus  zwei  derselben  sein  Vorzeichen 
ändert,  wenn  die  Factoren  mit  einander  vertauscht  werden. 
Aus  3)  findet  man   noch  durch    rechtsseitige  Multiplication   bezüglich  mit 

h>  h*  H'  i  hhh^^ 

6)  I   «,«3*1=1 

l   i3tit,=  l 

Producte ,  die  durch  cyklische  Vertauschung  der  Factoren  in  einander  Über- 
gehen. 

Während  nun  die  Eigenschaften  der  Symbole  i  der  rechtwinkligen 
Drehungen  um  die  primitiven  Einheitsvectoren  sich  in  vollkommen  be- 
stimmter Weise  und  geometrisch  anschaulich  entwickeln  lassen ,  ist  dies 
keineswegs  der  Fall  mit  den  Symbolen  der  primitiven  Einheitsvectoren 
selbst     Aus  den  Gleichungen:  ^    ^ 


6) 


1 

1 

^8 


lassen   sich   keine   einfacheren  Beziehungen  der  e  zu  den  i  ermitteln.     Da 
jedoch  aus  3)  und  2^)  sich  ergiebt: 


7) 


a&of 


1  . 


=  »V 


1  .       . 

-r- 1,  =  t, 


1   . 

-»I 


V  H 


»*; 
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8) 


1  1  . 

«1  *i 

1  1 . 

1  _i . 


ist,  80  ISsst  sich  Bohlieseen,  dass  die  t  den  e  proportional  sind,  daas  also 
mit  Anwendung  eines  Proportionalit&tsfaotors  a: 


8*) 


ij  =  a^i 


»2=  a6g 


»3  =«^3 

gesetzt  werden  kann.  So  lange  a  eine  reelle  oder  auch  gemein  complexe 
Grösse  ist,  welche  mit  den  e  als  commntatiy  angesehen  werden  darf,  er- 
gehen sich  aus  8"^)  ohne  Weiteres  die  Gleichungen  8).  Ist  a  eine  höhere 
complexe  Zahl,  die  mit  den  e  nicht  vertauscht  werden  kann,  ohne  dass 
der  Werth  des  Productes  geändert  wird,  so  hat  man  zu  bedenken,  dass  aus 


sich  ergiebt: 


dann  wird  ebenfalls: 


1        1     1 


%k 


etc   a 


1.11  1 

-;r •  t/  ^ •  a  .ei ^=  —  6i, 


Hamilton  hilft  sich  sehr  einfach  dadurch,  dass  er  u==6jt  setzt, 
also  a  =  1  annimmt.  Dann  müssen  natürlich  die  Symbole  e  denselben 
Gleichungen  genügen,  wie  die  Symbole  i,  es  muss  also: 

A)  e,«  =  -l.    e,» 1,    es« 1, 

\j)  6g £$2  *™  ^1 »       ^t^i  ^^  ^1       ^  ^8  '^^  ^2 

sein,  welch*  letzte  Gleichungen  sich  in  die  eine 

C*)  c,  6,^3=1 

zusammenfassen  lassen. 

Die  Gleichungen  unter  A,  B,  C  besagen  also: 

A.  Das    Quadrat    eines    primitiven    Einheitsvectors    ist    gleich    der 
negativen  Einheit. 

B.  Das  Product  zweier  primitiven  Einheitsvectoren   ändert   sein  Vor- 
zeichen, wenn  man  die  Factoren  vertauscht. 

C.  Das  Product  dreier  primitiver  Einheitsvectoren  in  der  Beihenfolge 

1,  2|   3  oder  einer  durch  cyklische  Vertauschung  daraus  hervor- 
gegoDgenen  ist  gleich  der  positiven  Einheit. 
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Meiner  Ansicht  nach  ist  es  unmöglich,  diese  Stttze  geometrisch  oder 
metaphysisch  zu  beweisen;  sie  sind  eben  eine  noth wendige  Folge  der  An- 
nahme a  =  1  und  verlieren  ihre  Giltigkeit  theilweise  oder  gftnzUch ,  wenn 
man  diese  Annahme  fallen  lässt.  Dass  sich  noch  andere  als  die  Ton 
Hamilton  Yoraasgesetzten  Beziehungen  zwischen  den  e  und  i  aufstellen 
lassen,  welche  ebenfalls  den  Gleichungen  8)  genügen,  soll  an  zwei  Bei- 
spielen nachgewiesen  werden. 

Es  sei  erstens 

dann  ist: 
9) 

Da  nun  auch: 


a 

■""      1     i    i 

»' 

• 

♦i 

=  (e,e,< 

's)«i 

• 

=  («,«,« 

^)«» 

'    »8 

=  («!««« 

5»)«S- 

• 

»1 

1 

*»  = 

1 

»8  = 

1 

der 

e  die  G 

Heichv 

(e,c 

»*8)*1  ^^ 

1 

7*» 

(«1«! 

(«8)««  = 

1 

(«i«i 

.«8)«8  = 

1 

Man  genügt  allen  diesen  Gleichungen,  wenn  man 

9*)  * 

annimmt.     Es  sind  dies  wiedernm   die  Gleichungen  A)  und  B),    wfthrend 
C)  nicht  erfüllt  wird.     Es  wird  dann 

Es  möge  zweitens  a  =  c-Co 

gesetzt  werden,  so  dass  also: 


10) 


«3 


,   *»="  (*s*i)*» T*«- 


«l 
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'■«-'■■-'^^■'N^— ■•'%  r'.j^-'S'*»-^  ^.x«./»  ^.^j-  ^  ^J 


10*)  { 


Diese  OleichuDgen  werden  befriedigt  durch  die  Annahme: 

wobei  weder  A)  noch  B)  noch  C)  bestehen  bleiben.  Man  erhält  in  diesem 
Falle :  •  ^  •  •  

§  2.    Zusammenhang  zwischen  dem  Symbol  des  allgemeinen 
Einheitsvectors    und    einer    rechtwinkligen    Drehung   um 

denselben. 

Ein   beliebiger  Vector   im  Räume  wird   der  Grösse   und  Lage  nach 

durch  den  Ausdrack :        ^  =  6,«^  +  «,«,  +  c,«, 

dargestellt,  worin  e^,  e,,  t^  die  Bichtungscoefficienten  der  drei  anf  einander 
senkrechten  Coordinatenachsen  X|,  2^,  X3  bedeuten  und  die  absolute 
Länge  des  Vectors  r  durch  die  Gleichung 

gegeben  ist.     Ein  zweiter  Vector  sei 


Da  identisch 

9 


so  steUt  der  Quotient  —^  zunächst  das  Symbol  der  Drehung  und  Streck- 
ung dar,  welche  den  Vector  p  in  den  Vector  ^  Überfuhrt.  Es  gilt  nun 
die  Gleichung        ^  1 

mit  Hilfe  der  drei  oben  charakterisirten  Zahlensysteme  zu  entwickeln.  — 
Es  geschehe  dies  zunächst  fdr  das  zweite,  dessen  Einheiten  e  den  Be- 
dingungen A)  und  B)  unterliegen,  nämlich: 

©1—        X,      egc=        ij      ©3  —        1, 
62^1  =  — C|Cg,      0362  =  — 62^,      ^i^  =  ""^^l' 

Da  in  Gemässheit  dieser  Multiplicationsregeln 

ist,  so  ergiebt  sich: 

1 eigi+g2^  +  gs^ 

Sind  sowohl  ^  als  ^  Einheitsvectoren,  also: 
^^  erhält  man: 
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1) 


(   1 
— ^'=  —  ^^'==:  —  (e^x^  +  e^x^  +  e^x^){eiXi  +  e^x^'+  e^x^) 

=^  ^1^1+  ^iXi'+  x^x^+  e^eiix^x^'—x^x^^)  +  e^e^ix^x^—x^x^) 


Da  die  Grössen  x^y  x^,  x^  und  x/,  x^,  x\  die  Cosinus  der  Winkel 
sind,  welche  der  Vector  q  bezüglich  q  mit  den  drei  Achsen  bildet,  so  ist 
der  Winkel  fp^  welchen  q  mit  g   einschliesst,  durch  die  Oleichnng: 

cos  (p  =  iPj  ^x  +  -Pgfl/g  +  ^8*3' 

bestimmt.    Für  einen  sowohl  auf  q  als  auf  q   im  Coordinatenanfang  senk- 
recht stehenden  Einheitsvector 

gelten  ferner  die  Gleichungen: 

a?!  rCi  +  Äg  0?,  +  o^s  iTj  =  U, 

aus  denen  sich  die  Verhältnisse: 


//      tf     tt 


1  *  ^^  •    8  "^  •!>« •!>•  ^^  «Co  «Co  •  a^ X*  "^  a? I  a>o  •  XtXa  ■""  a*»  a^i 

ableiten  lassen.     Mit  Anwendung  eines  Proportiooalitätsfactors  l  kann  man 
auch  schreiben :  ^^^.^  ^^^_  ^^^^^ 

Kx^  —  XiX^     x^  a?j  j 
woraus,  da  auch  ^  */j  ,  ^"21  ^  "2_-  \ 

ist» 


hervorgeht.    Es  ist  dies  offenbar  der  sintp^  wie  ans  der  Gleichung: 


m  <p  =  j/l-cö^  =  ^/(a;i*+a?j*+a;3*)(a;/Ha;/*+  ajj'*)  -(a;ia:/+  «,3;^+  x^x^y 
ersichtlich    ist.    Durch   Einführung   dieser  Werthe   in   den   Ausdruck   für 

—  g'  erhält  man  daher: 
9 

—  0  =  C08q>  +  {e^e^x^'+  e^hx^'+  e^e^x^')  sin  q>  ^ 
Q 

•    welche    Gleichung    vermöge    der    Eigenschaften    der    Symbole   e  auch  ge- 
schrieben werden  kann: 

— p'=  cos  9  +  e^  c,  63  (Cj  a?/'+  6^X2'+  ^x^')  sin  q> , 
q 
oder  kürzer: 

1*)  ^'=  cos  qp  +  CiCjCjq"  sin  qp. 
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Handeli  es  sich  um  eine  rechtwinklige  Drehung,  so  wird  (ps=90^, 
also,  wenn  man  eine  rechtwinklige  Drehung  um  den  Einheitsvector  q"  mit 
u"  bezeichnet: 

2)  t*"=c,Cgej^". .. 

Man  erhält  also  das  Symbol  einer  rechtwinkligen  Drehung 
um  den  Einheitsvector  q\  wenn  man  q'  linksseitig  mit  dem 
Product  e^e^e^  multiplicirt.  Setzt  man  in  2)  fdr  ^"  der  Reihe  nach 
^11  ^f  ^9  sowie  für  u". . .  i^ ,  i^  t  %»  so  findet  man  für  die  rechtwinkligen  Dreh- 
ungen \ji%^  h  ^°^  ^^®  primitiven  Einheitsvectoren  wiederum  die  Formeln  9). 

Da  nun  in  dem  Hamilton'schen  System  die  Gleichung 

gilt;  so  hat  man  in  diesem  System 

3)  tt"=  p". . . , 

das  heisst,  das  Symbol  einer  rechtwinkligen  Drehung  um  einen 
Vector  ist  gleich  dem  Symbol  des  Vectors  selbst.  Als  specielle 
Fälle  ergeben  sich  aus  3)  die  Oleichnngen: 

•  •  • 

In  dem  dritten  System  hatte  der  Vector  q  die  Gestalt: 

oder ,  wenn  wir  statt  e^  und  e^  die  Grössen  %  und  h  als  Richtungscoefficienten 
der  zweiten  und  dritten  Coordinatenachse  einführen*: 

^  =  ai  +  ta?8  +  *«8» 
wobei  %  und  h  den  Bedingungen  genügen: 

Das  Symbol  %  ist  hier  offenbar  dasselbe,  wie  das  i  der  gewöhnlich 
complexen  Grösse  n  =i  x  +  iy 

und  der  Raumvector  q  geht  in  den  ebenen  Vector  q  über,  wenn  x^^=^0 
ist.    In  diesem  System  ist 


and  da  fttr  den  EinheitsTector  ^ 

1 


—   Xt    "~"   %Ova  ^~    '^Xc 


ist,  so  wird  . 

—  q'^  (a?x  -  %x^  -  A;a?3)(a?/+  *«,'+  hx^) 

=  x^  aj/+  x^x^+x^x^  +  lc%{x^xi—  a?3«j') 

-Ic^x^x^-x^x^)  +  i{x^x^—x^xl). 


*  Siehe  meine  Abhandlung:  ,,  Ueber  conforme  Abbiidung^iiNOTi^«siTi\^ldXVsv%- 
keiten  höherer  Ordnung",  ZeiUcbrift  fflr  Mathematik  und  PVi^wVl  ^^  ^,'M»^^. 
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•*i.^  ^%  ^>  >te  ^k  > 


Bedeutet  wiederum  wie  oben 
einen  sowohl  auf  q  als  q'  senkrechten  Einheitsvector  und  ist 


80  wird 


und  man  erhttlt: 


x^x^  —  x^x^  =  Xi  stitg>y 

t  I  II    ,         ' 

X^Xi^^  X^X^^^X^   ^tflip, 

x^x^^ x^x^^^ x^  sin <p 
—  ^'ss  eo8(p  +  (hix"^  *ai^"+  ix^)9in(p, 


welches  man  auch  schreiben  kann: 

—  ^'==  cosq>  +  hi(Xi'+  ix^"+  hx^*)s%nq> 
=  (»5  g)  +  Jciq^sinq), 
Bei  rechtwinkliger  Drehung  wird  daher 

oder,  nach  der  früheren  Schreibweise: 
4)  u"=  e^e^q". . . 

Man  erhält  daher  in  diesem  System  das  Symbol  der  recht- 
winkligen Drehung  um  einen  Vector,  wenn  man  denselben 
linksseitig  mit  e^e^  multiplicirt.  Setzt  man  in  4)  der  Reihe  nach 
1,  eg,  ^3  fQr  q"  und  «i»  i,,  ig  für  u",  so  findet  man  wiederum  die  Gleich- 
ungen 10).  . 

Der  Quotient  —  q  kann  nach  dem  Vorhergehenden  je  nach  den  Voraus- 
setzungen, die  man  über  das  Verhftltniss  der  i  zu  den  e  macht,  in  drei 
verschiedenen  Formen  dargestellt  werden.    Man  hat  nttmlich: 

I)        —  n'c=  cosfp  +  (^aJi"+  eoxJ'+  e.xJ')8%nq>  =  co8q>  +  q"8vnq>^ 
9 


11) 


III) 


—  o  =  cosq>  +  (e^e^x"+  eie^x^"+  e^e^x^  )$inq) 

s=  cosq>  +  {e^e^e^)Q  sinq>, 

—  ^'=  cosg>  +  (cs^V—  ^V+  eiX^')sin(p 

Q 

=  C05  g?  +  (^3  Cj,)  9  8inq>  =  C08q>  +  kig  sin  q>. 


Die  erste  Gleichung  ist  die  Hamilton'sche.  Sie  enthält  vier  primitive 
Einheiten  l,  ej,  e^,  63,  welche  ein  höheres  geschlossenes  Zahlensystem  — 
das  Hamilton*8che  Quaternionensystem  —  bilden.  Bezeichnet  man  die 
vier  Einheiten  mit  ^qi  ^1;  ht  ^y  ^^  finden  sich  auf  Grund  der  Bedingungs- 

g^eiohungen  A),   B),    C)   des  §  I  folgende  Werthe  der  Producte  je  zweier 

EinJielten: 
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*o  *o  —  *o»     *i  *o  —  *1 » 


*o  *i  —  *1 » 


£l  «1  —       60 , 


f 2  *o  —  *« » 


hh  —  *8» 


's'o —  *s> 


fjfj  —         Ci, 


-1» 


'l^S""*«»  *2*8 —         *1»       ^S'S  — ""  *0» 

welche  Besnltate,   wie  folgt,  in  einer  sogenannten  Multiplicationstafel  zu- 
sammengefasst  werden  können: 


5) 


■  -        1 

«0 

«1 

1 

«8 

«8 

-^ 

*o  i 

1 

«0 

«1 

«8 

«8 

1 

1 

«1 

-«0 

-«8 

«» 

h       h 

«8 

-«0 

-*1 

.1 

-«» 

«1 

-«0 

Der  Werth  des  Prodnctes  bm  •  fi  ist  an  der  Kreusangsstelle  der  V^  Zeile 
mit  der  I^*^  Reihe  in  dieser  Tafel  zn  finden,  also  z.  B.: 


*2  ^s *n 


63  fi  —  —  €2* 


Noch  einfacher  gestaltet  sich  die  Tafel,   wenn  man  den  Trftger  der 
Indices  f  unterdrückt  und  schreibt: 


6) 


1 

t 

I 

0 

1,2        3 

1                   1 

1 
0 

0 

1 

2 

3 

1 

1         J 

1 

-0 

-3 

2 

1    2    '^ 

2 

3 

-0 

1 
-1 

3   1 

r  -  -■  ■ 
3 

-2 

1 

-0, 

Zwei  Zahlen  a  und  h  in  diesem  Qoatemionensjstem  haben  die  Form: 

a  =  ao^o  +  «1  «1  +  «2*1  +  öa«8> 

b  =  60*0  +  ^  «1  +  hh  +  ^8«8- 

Durch  rechtsseitige  Multiplication  nach  dem  distributiven  Gesetz  er- 
hält man  das  Product  ab,  welches  von  dem  durch  linksseitige  Multipli- 
cation. ^erhaltenen  ba  verschieden  ist,  da  die  Produote  etCk  ^Tid  tk^v  ^^ 
f,  Ife=  If  2,  3  venebieden  sind. 
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'•■^*^^--^  " 


Bezeichnet  man  die  Einheiten  des  zweiten  Systems 

1,      ^C^j      ^1^»      ^8^1» 

von .  denen  nur  die  erste  primitiv  ist,  während  die  anderen  zusammen- 
gesetzt sind,  der  Reihe  nach  mit  fo*  hi  h>  hf  ^^  findet  man  aaf  Omnd 
von  9*): 

*o  h^^  *« »      *i  h  ^^  (^^) (^1  ^)  ^^       ßg  6j  =  —  «3 , 

*S  *0  ^^  hl  *8 *0  ^^  *8 1 

^2*1  =^  (^1  ^8/  (^8  ^t)  ^^        ^1  ^t  ^^  *8>  *3  ^1  ^^  (^2^1)  V^8^)  ^^        ^1  ^8  ^^  ""  *a » 

*8*2^^  (^l^V^^s)^  —  ^1   ^    =~'*0>  ^8  *2 '^  (^  ^1)  (^1  ^)  ^^        ^8^8*^*1* 

«2^8=  (^l«8)(^«l)  =  — «3^2=-  «1»  ^8^8=  («2«l)(^0  =  "  V 

Stellt  man  diese  Werthe  zusammen ,  so  erhttlt  man  wiederum  die  obige 
Tafel,  also  ist  II)  ebenfalls  ein  Quaternion. 

Bezeichnet  man  endlich  die  Einheiten  des  dritten  Systems 

I»    ^^)        ^»    ^» 
welche  die  Gleichungen  10*)  erfüllen,  ebenfalls  mit 

*0 »      ^1»       *2»      *3 » 

80  findet  man  mit  Hilfe  der  Gleichung  10"^)  die  einzelnen  Producte  von  je 
zwei  Einheiten: 

«0*1  =  hy      «1*1  =  (^«2)  (^^)  =  -  V«2*  =  -  ^0' 

«0«2  ^^  hl        «1  «1  =  (^8 h)  ( —  ^8/  ^^  ""  ^2  ^^  —  ^8» 

60  €3  =  ^3  ,        *i  ^8  ^^  ^3^2  •  ^  ^^  ""  ^8  ^^  «2  > 
f  g  f  0  =  f  2  >  '8  «0  ^=  *8  » 

fj  fj  =  (       C3)  (6362)  =  Cj  =  «3  j  «8  *1  ^^  ^  •  ^3  ^  ^^  ^3  ^^        *2 » 

*2«2  *^  ( —  ^s)(       ^3'  ^^  *2    ^^  ^0)       «8*2^^  ^\       ^3)  ^^  ^sh  ^^  *H 

*2  *8  ^^  V       %)  (^2)  ^^  «1 »  *8  ^8  =  ^2  •  ^8  =  ~  *0' 

Auch  hier  giebt  die  Zusammenstellung  der  einzelnen  Producte  die- 
selbe Tafel  6). 

Wir  haben  somit  drei  verschiedene  Formen  eines  Quaternions  kennen 
gelernt.     Erstens  die  Hamilton*sche: 

q^  cosq>  +  q'sin q>. 

Sie  bedeutet  geometrisch  eine  Drehung  durch  den  Winkel  q>  in  einer 
iie  auf  dem  Vector  q*   im  CooTdm^\ATi^\i^^\i^  ^«i^x«^^  ^\fSc^ 
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and  begreift  daher  geometrisch  den  Einbeitsvector  der  Ebene  oder  die  ge- 
wöhnliche compleze  Grösse  ,    .  . 

als  speciellen  Fall  unter  sich.    Algebraisch  ist  g  von  ^  ebenso  wenig  wie 
p"  von  %  unterschieden,  da  •*% ^      i 

Man  sieht  hieraus,  dass  die  Quatemionen  für  die  Theorie  der  Functionen 
nichts  zu  liefern  im  Stande  sind,  was  nicht  schon  durch  die  gewöhnliche 
compleze  Grösse  erreicht  werden  könnte.     Es  gelten  auch  hier  die  Stttze: 

{pos q>  +  Q'sin g>){co8 q>'+  q'sin q>')  =  eo5 (9  +  qn')  +  if'sin{ip  +  q/)  etc. 

{eosip  +  ^  8mq>r'=  co8nq>  +  q  stnntp. 

Die  letzterhaltene  Gleichung  besagt,  dass  die  n^  Potenz  eines  Qua- 
temions  eine  Drehung  durch  das  n- fache  des  Winkels  tp  um  dieselbe  Achse 
wie  bei  dem  einfachen  Qaaternion  bedeutet. 

Gleiche  Resultate  erhält  man,  wenn  man  die  beiden  anderen  Formen 
II)  und  III)  des  Quatemions  zu  Grunde  legt.     Nach  II)  ist 

q  =  C08q>  +  {eie2e^)q'sinq). 

Auch  hier  ist  q"  die  Achse  der  Drehung,  9  der  Winkel,  um  den  ge- 
dreht wird. 

In  diesem  Falle  ist  e^e^e^Q*  das  Symbol  der  rechtwinkligen  Drehung 
um  q"  und  wegen  9*)  ebenfalls: 

(«1  ^i^sQ'y  =  {<k^^"+  «i«8««"+  ^%hK?  =  -  1 . 
Endlich  ist  auch  in  III) 

g  &=  005  9  +  (tt^")«fl()P 

if'  die  Achse  der  Drehung,  hi^"  das  Symbol  der  rechtwinkligen  Drehung 
um  dieselbe,  und  wegen  der  Gleichungen  13): 

Ein  Unterschied  in  den  drei  Formen  des  Quatemions  besteht  also 
vom  algebraischen  Standpunkte  aus  nicht;  sie  haben  alle  drei  die  Form 
der  gewöhnlichen  complezen  Grössen  und  sind  denselben  Gesetzen  unter- 
worfen wie  diese.  Dagegen  sind  die  Beziehungen  des  Quatemions  zu  den 
Vectoren  und  auch  diese  selbst  zum  Theil  verschieden.  Die  Vectoren  im 
ersten  und  zweiten  System  haben  die  gleiche  Form: 

und  das  Quadrat  des  Vectors  ist  gleich  einer  reinen  Zahl,   gleich   einen 
Scalar,  im  dritten  System  aber  hat  der  Yector  die  Form: 

^  =  »1  +  f  a^  H-  hx^ 

und  sein  ^^^^bX:  ^^^^^^  _  ^t^  ^%j^2%x^x^+2lcx^x^ 

ißt  wiederum  ein  Vector.     Er  entspricht  daher  dem  Nectot  dL«t  ^@(^^^% 

Zeitacbim  t  Mmtbem^tik  u.  Pbjrgik,  41.  Jahrg.  1896.  1.  Heft,  4. 
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(>  =  «i  +  *aJt; 

dessen  Quadrat  »         ,        •  .  o- 

^  p»  =  a?!*  —  x^  +  2f  «1  ajj 

ebenfalls  einen  Vector  der  Ebene  darstellt.    Wie  aber  der  ebene  Einheits- 

^^^^^"^  Q  =  C08q>  +  %Hntp 

auch  die  Bedeutung  einer  Drehung  um  den  Winkel  q>  in  der  X^Z^- Ebene 
hat,   so  kann   man  auch  den  räumlichen  Einheitsvector  q  als  die- 
jenige Drehung  auffassen,  welche  einen  beliebigen  Vector  in  der  Ebene  (1,  p) 
um  den  Winkel  (1,  ^)  =  9>  dreht 
Denn  es  ist: 

^  =  r  •  ^  =  ^1  +  »«^  +  *^=  «1  +  *t(A;iCg  —  ix^). 

Da  Winkel  (1,  q)  gleich  <p  ist,  so  wird: 

x^  =  cosip, 


yl^-x^  ==  sin  q>. 
Es  lässt  sich  daher  q  auch  schreiben: 

.  /  A?3?g  ^  tX^ 


g  =  cosiD  +  ktl     ,1 =r]8tnq> 


woraus  ersichtlich  ist,   dass  q  eine  Drehung  durch  den  Winkel  9  um  den 

KXa  """  %Xo  f 

welcher  in  der  2^2^ -Ebene  liegt,  bedeutet    Da 

(Ä»^')»=-i 

ist,  so  hat  q  wiederum  die  Eigenschaften  der  gewöhnlich  complezen  Zahl, 

es  ist  also  auch  ^n^  ^^„^^   1   h^jois^s^^ 

q^  e=  C08  n<p  +  Ktq  8%n  n  ip. 

Auf  dieser  Eigenschaft  des  Vectors  beruht  auch  der  Satz ,  dass  jede 
Function  q'eaf(q)  eines  Vectors  wiederum  ein  Vector  ist,  der  in  der 
Ebene  (1,  p)  liegt    Daher  ergiebt  sich  auch,  dass  Oleichungen  der  Gestalt: 

äi}'=f\f)d(f, 

oder 

dq'=dqf{q) 

nur  möglich  sind,  wenn  dq  ebenfalls  in  der  Ebene  (1,  q)  liegt  und  nicht 
eine  beliebige  Lage  im  Räume  hat*,  weil  sonst  auf  der  rechten  Seite  ein 
Quatemion,  auf  der  linken  ein  Vector  stehen  würde,  die  im  Allgemeinen 
nicht  gleich  sein  können. 

*  Siehe  des  Verfassers  Abhandlung:  „lieber  conforme  Abbildung  von  Mannig- 
Mtigkeiten    höherer    Ordnung",    ZeitBchria   für  Mathematik    und    Physik  XX, 
Ä  263—270. 


Von  Prof.  Bbbz. 
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■  -     --     ^     ,^,.*-*r 


.      •«■"».^V       X^-,'«w      *.     --'-     •<•*".•■.     V.*  *^  V 


§  3.    Anwendungen  der  dritten  Form  des  Quaternionensystems. 

Es  soll  nun  an  zwei  Beispielen  gezeigt  werden,  dass  der  in  seinen 
Grundlagen  etwas  veränderte  Qaatemionencaicttl  dasselbe  leistet  wie  der 
ursprOngliche,  und  zwar  soll  die  dritte  Form  dazu  gewählt  werden,  bei 
welcher  der  Vector  ^  a.  :^  .1.1./.. 

und  das  Quatemion  ,   ,  . 

q  =  C08q>  +  h%.  Q8%ng> 

ist,   während    die    primitiven  Einheitsvectoren  i    und  h  den   Bedingangen 
unterworfen  sind:     ^f^^i,    jfcs^^l,    ih^^hi. 


A^A' 


Die  Gleichungen  der  sphärischen  Trigonometrie  sollen  ans  der  identischen 
Gleichung:  /l     \/l       \       /l       \ 

worin  Ä^  By  C  drei  Vectoren  nach  den  Punkten  Ä^  B^  C  einer  Kugel 
vom  Halbmesser  1  bedeuten  mögen,  abfifeleitet 
werden.  Wir  wählen  die  Pole  Ä\  B\  C 
der  Kreise  BC^  ÄC  und  Ji^  so,  dass  von 
ihnen  aus  gesehen  diese  Bögen  in  der  Rich- 
tung des  Uhrzeigers  durchlaufen  werden.  Dies 
giebt,  wenn  wir  die  Seiten  und  Winkel  des 
nrsprttogliohen  Dreiecks  mit: 

ÄB=^c,     BC=a,     AC=J}, 

<ö=y,    <):^  =  «,    <B^ß 
(siehe  Fig.  2.) 

bezeichnen,  fdr  die  Seiten  und  Winkel  des  Polardreiecks  A'B'C: 

B'Ä'=-  y,       CB'^  a.       C'Ä'^  1800-  ß^ 

Nun  ist:  1  , 

-jB  =s  C08C  +  hiO  sinc^ 

—C=co8a  +  kiA'8inaj 

1 

--C=  cosh  +  hiB'smh. 
A 

Setzt  man  diese  Werthe  in  1)  ein  und  multiplicirt,  so  erhält  man: 

cosecosa  +  kiC'sinccosa  +  kiÄcoscsina  +  hiCkiAsincsyna 

=  cosb  -VltiB*  «v^'b. 

4* 
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-».--^■v--^-*  ..^    --.y-.*~    >*    '•»'' 


Nun  ist  allgemein: 
Afp  .  Jci(/=i  {hix^—Jcx^  +  ix^)(kix^^  hx^  +  ix^) 

also  ist:  ^ 

=  cosß  —  kiBsinß. 

Daher  geht  die  obige  Oleichung  über  in: 

coscco8a  +  7ci C'sin ccosa  +  JciÄ' cosc8ina  +  {cos ß  '-kiBsinß)8inc8ina 

BS  005  5  +  kiB'sin  b. 

Setzt  man  Reelles  Reellem  gleich,  so  findet  sich  zuerst  der  Cosinus- 
satz der  sphttrisohen  Trigonometrie: 

2)  cos  ccosa  +  sine  sin  a  cosß  s=  cosb. 

Die  übrig  bleibende  Oleichung  dividiren  wir  linksseitig  erst  mit  k, 
dann  mit  «,  es  bleibt: 

O'stnccosa  +  Ä'cascsina-'Bsinßsinccosa^  JB^sinh, 

Hieraus  durch  linksseitige  Division  mit  C': 

sinc.cosa  +  jf,Äcoscsma  —  -^,  Bsinß  sincsina  =  j^,  B'sin  h. 

Nun  ist:  ^ 

—,-4'=  eo8{7c  -  /J)  +  k%Bsin{n  -  ß), 
\j 

j^,  B'  =  cosa  +  kiAsin  a, 

folglich  geht  die  voranstehende  Gleichung  über  in: 

smc  cos  a  +  i"  cosß +  kisinß)cosc8ina  —  -p^fBsinß  sine  sin  a 

=  {cosa  +  kiÄsina)sinh, 

Da    der   Bogen    ^0  =  „-  ist,    so   bat   das   Quaternion  -ppB  keinen 

reellen  Bestandtheil.    Es  ergiebt  sich  daher  durch  Gleichsetzung  der  reellen 
Glieder : 

3)  sinccosa  —  coscsinacosß  =  sinhcosa. 

Es  bleibt  noch  übrig: 

ki  Bsinß  cos  c  sin  a  --  -p^JB^in/JÄmcma  ==  kiÄsinasinb] 

ppB  Bis  rechtwinklige  Drehung  ist  gleich  —  ^C\   -—  C   ist   aber  gleich 

-ÜB  .fciC. 


Von  Prof.  fiflB^. 
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Setzt  man  diesen  Werth  ein,  so  kommt 

kiBsinßeoscsma-^hiBkiC'ainßsincsina  =»  kiÄsinasinh. 
Dnrch  snccessive  linksseitige  Division   mit  A;,  i  und  B  folgt  hieraus; 

sinß  cos  c  sin  a  —  kiC'Hnß  Hn  c  sin  a  =  •=.ÄsincLsinh^ 

Iß 


—Ä  s=  cose^kiC'sinc 


oder  da, 

ist: 
sinßcascsina  —  kiC'sinßsincsina  =  cosesinhsinu'-kiC'sinesinhsinct, 

Da  kiC'  als  rechtwinklige  Drehung  nm  C  keinen  reellen  Bestand- 
theil  hat  9  so  bekommt  man  durch  Oleichsetzung  des  Beeilen  und  des 
Imaginftren  beide  Mal  die  noch  fehlende  Gleichung: 

4)  sinasinß  ^  sinhsina. 

IL 

Es  sollen  die  Euler*schen  Formeln  ftlr  die  Drehung  einer  Kugel  um 
eine  durch  den  Mittelpunkt  gelegte  Achse  abgeleitet  werden.  Zu  diesem 
Zwecke  sei  q^  ein  fester  Vector,  q  ein  beweg- 
licher, der  um  q^  so  gedreht  wird,  dass  er  in 
die  Lage  q'  kommt.  Die  hierzu  erforderliche 
Drehung  sei  gleich  q>. 

Man  verlfingere  die  Bögen  q^Q  und  q^q 
über  Q  und  (f  hinaus  bis  D  und  JEr,  so  dass 
sowohl  PjD  als  q^E  90^  betragen.  Dann  sind 
die  rechtwinkligen   Drehungen  q^B  und   q^E 

beziehentlich   durch    die  Ausdrucke  —2)    und 
1 


0 


Qi 


-  E    gegeben.      Bezeichnen    wir    den   Bogen 

q^q=s  q^q^  mit  d,  SO  sind  die  Drehungen  q^q  und  (»|^  durch  die  Quaternionen 

—  P  =  cmOH Dsin^, 

Qi  9i 

— p'=  cosO  +  —Esin^ 
Qi  Qi 

bestimmt.     Hieraus  ergeben  sich: 

^_  q-q^eos^ 

U  ^ : — X ' 

smd^ 

sin9^ 

Dreht  man  nun  den  Vector  OD  um  die  senkrechte  Achse  q^  wtthrend 
der  Drehungswinkel  q>  betrSgt,  so  gelangt  er  in  die  Lage  027,  wobei 
zugleich  q  in  die  Lage  q'  kommt  und  es  ist: 

£7=  D(eoS(p  +  ftip^sinq)^. 
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Durch  EinfÜhrnng  der  Werthe  von  2)  und  E  erhftlt  man  hieraas: 

1)  q'^  P, «w ^  8=  (p  —  Q^eoa ^){eos tp  +  ktQiSinfp). 

Führt  man  die  Werthe  der  g  in  gewöhnlichen  Cartes'sohen  Coordi- 
naten  x^  y,  ;»  ein,  setzt  also: 

Q  =^x  +  iy  +  h0, 

und  beachtet  die  Bedingungen: 

xx^  +  yyi  +  5^1  =  (»5  ^, 

so    giebt   die    AusfÜhrong    der    Rechnung    ohne   Weiteres    die    bekannten 
Euler'schen  Transformationsformeln  in  der  Gestalt: 

+  b{x^b^{\  —  costp)  +y^s%nip], 
!♦)       \  S^=a?hyi(l-a)59)  +  £;5tn<p]+y[yj«+(a:i«  +  V)co5<p] 

+  ^[Vi  ^1  i}  —  cosy)-  a?j«ng>] , 
«'=a?[«ij»i(l— C05<p)  — y,«ng>]+y[yj£i(l  — co«<p)  +  a;i«n<p] 

Fflhrt  man  die  Winkelf unctionen  von   -^  ein,  setzt  also: 
so  kommt,  wenn  man  zur  Abkürzung  schreibt: 


wobei 
ist: 

2*) 


«'=  ir(a«- 6«- c«+ (P)  +  2y(a6  -  C(i)  +  2£(6d  +  ac), 


Z>/0  letzteren  Formeln   lassen  sich  auch  direct  durch  Umformung  der 
obuDg  1)  erbalten.     Wir  maltiplicireii  d\Q«cAV>«  m\\.  "ki^  ^^VL«fv\ 
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80  geht  die  Veciorengleichnng  1)  in  eine  Oleichnng  zwischen  rechtwinkligen 
Drehungen  über: 

2**)  ii'cs  1*1  CO«  ^  +  (u  — 1*1 008  0)  {eo8  q>  +  u^smqi). 

In  Hamilton*8cher  Bezeichnung  würden  die  Oleichnngen  1)  und  2*"*") 

identisch  sein,  da  in  diesem  System  ^i=t*i,  p==tf|  p'=i*^  ist.    In  unserem 

Falle  aber  ist:  .,  __  t...    __  /j. .^      j...   i  i-  \ 

Mi=  A;ipi«=  (»»«1—  Äyi+  ♦^i), 

u  =  Ä;ip  =  ijkix  —  Äy  +  »J»), 

u'=Ätp'=(Ätaj'-Äjy'+i0'). 

Durch  Multiplication  der   ersten  Gleichung  mit   der   zweiten,    zuerst 
rechtsseitige,  dann  linksseitige,  ergiebt  sich: 

Uju  =  -  {x^x  +  y^y  +  5,5)  -  %{x^y  -  yi«)  —  »(«1^? -  j», «)  — *t(yiiir  -  iEf,y), 

UM,  =  -  {x^x  +  y^y  +  i^ii»)  +<(a?,y - y^x)  +  *(iCi5 -fi«)  +  *»(y,<f - i?,y). 

Es  ist  also: 

t*Ui  +  1<lt«  /  .  .  N 

woraus  ,        ^       mu.  — u,t* 

UM,  +cos9  ^  — =-0 — ^ 

folgt.    Multiplicirt  man  nun  die  Gleichung  2^)  aus,  so  findet  man,  da 
u,^  =  — 1,   mit  Berflcksichtigung  der  zuletzt  erhaltenen  Gleichung: 

M  =  M0089  +  M,co5^(l  — 0059)  H i-Ä — ' — «n<p, 

=  MC05*^+  (mm, —M,M)st» —  005  ~  —  (m  — 2M4C0«^)«tn*  ^  • 

cob9 


Aus  Gleichung:  MMi  +  t*iU 


2 

ergiebt  sich  aber  durch  linksseitige  Multiplication  mit  m^: 
Es  wird  also:  u-.2mi005^  =  m,mm,. 

m'=  m 005*  |-  +  («*t*i  -  w,m) 005  ^  5in  |-  —  MiUM,5in*  "1 

=  (co8  Y  -  «*i  ^«»  f)«*  (^^  Y+  **i^  I"} 
Setzt  man  nun: 

005  •s-  +  t*i5tn^  =  (l  +  Äfa  — Ä6+J»o»g, 

woraus  sich  ergiebt: 

cos  ^-^  u^sin ^  =  d  —  {kia  —  kh  +  ic)  =  q'^, 

so  findet  man  die  berühmte  Formel  Hamilton*s,  welche  die  Eule r'schen 
Transformationen  in  der  Gestalt  2^)  zu  einem  einzigen  Ausdruck  zusammen- 
fasst: 

2)  u'^q-^uq. 
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also  der  Vector 


Setzt  man  in  Oleichnng  1)  statt  kig^  den  Harn ilton*schen  Vector  f^i 
so  wttrde  man  die  Gleichung: 

q'^QiC08^={q  —  QiC08d){cosq>  +  Qi8in(p) 

erhalten,   welche  bei  Tait  nicht  vorkommt.     An  deren  Stelle  findet  sich 
1.  c.  S.  269  die  Oleichung: 

Q^^  —  aSag  —  aj/aQCOs^  +  j/aQain^, 

oder  in  unsere  Bezeichnungsweise  übertragen: 

3)  p'  =  -  {8qq^)qi  -  j/qQi.QiC08(p  +  yQQiSinq>, 

worin  Sqq^  den  Scalar,  }/qQi  den  Vector  des  Quatemions  qq^  bedeutet,  so 
dass  identisch  ^  ^  —  c^  «  -l  i/^  « 

Der  Scalar  von  qq^  ist: 

Dadurch  geht  die  Gleichung  3)  über  in: 

p'=  QiCOS  ^  —  {q  Q^  +  cos  d){Q^cos  q)  —  8ing>) 

=  Pj  cos ^  —  (^  —  Q^COS ^)Qi {Q^  cosq)  --  sin  <p) 

=  PjCOSO  +  (^  —  QiC0Sd'){C08  (p  +  QiSinq)), 

übereinstimmend   mit   unserer  Gleichung  1),    wenn  darin  p,   fttr  kiQ^^  ge- 
setzt wird. 

Die  Gleichung  2)  Iftsst  sich  auch  unabhängig  von  1)  unmittelbar  durch 

eine  einfache  geometrische  Be- 
trachtung ableiten.  Es  sei  der 
Bogen  AB  mit  dem  Kreis  BB 
fest  verbunden.  Eine  Drehung 
der  Kugel  um  die  Achse  Qi 
des  Kreises  BB^  durch  den 
Winkel  9  fQhrt  den  Bogen 
AB  nach  A'ff,  Um  die  hierzu 
nöthige  Transformation  zu 
bestimmen ,  verlftngere  man 
A'B^  über  ff  hinaus  nach  A'\ 
so  dass  BfA"^  Äff  wird  und 
verbinde  die  Punkte  A!*  und 
A  darch  einen  Bogen  Al'A\ 
derselbe  halbirt  den  Bogen 
BB  in  G 


Fig.  4. 
^1 


0' 


Nun  sei 


iB=«. 


1 


V 


V 


also 
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Ferner  ist  1  „,       1  ^ 

folglich  1^1 

^*  Ls'-  —  A"-—C—Ä" 

und  1  1 

-^A"^-^C=u,, 

80  ist  l   -,       1 

A  q 

Es  drückt  also  —uq    znnSchst  die  Transformation  ans,    welche  den 

Bogen  ÄB=»u  vermOge  einer  Drehung  der  Kugel  um  die  Achse  ^^  durch 
den  Winkel  q>  in  die  Lage  Ä'JB^  überführt  Werde  nun  der  Pol  von  AB 
mit  Q  der  Pol  von  Ä'B'  mit  q'  bezeichnet,  so  ist  klar,  dass  bei  dieser  Drehung 
Q  mit  q'  zusammenfällt.  Weil  nun  die  Winkel,  welche  der  Bogen  BB*  mit 
den  Bögen  AB  und  A'B^  macht,  gleich  sind,  so  sind  es  auch  die  Ent- 
fernungen der  Pole  q  und  q'  vom   Pole  Qy     Man  kann  also  auch  sagen, 

dass  die  Transformation  —uq  eine  Drehung  der  Kugel  um  die   Achse  q^ 

bedeutet,  bei  welcher  der  Yector  q  in  den  Vector  (f  übergeht. 


(Schlnss  folgt.) 
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I.  DidakÜBohe  Bemerkungen  zur  onbisdhen  Oleichnng. 

üeber  die  Auflösung  der  cubisohen  Oleichungen  Iftsst  sich  bei  dem 
heutigen  Stand  der  Wissenschaft  etwas  prineipiell  Neues  kaum  sagen;  niebt 
ganz  so  liegt  es  auf  dem  Oebiete  der  Methodik. 

Wie  bekannt,  wird  die  Auflösung  beim  ersten  Unterricht  gewöhnlicb 
so  vollzogen,  dass  man  zuvörderst  das  zweite  Olied  der  vollständigen 
Gleichung  entfernt  und  die  reducirte  Oleiohung  sodann  durch  Hudde's 
Substitution  in  zwei  Oleichungen  mit  zwei  Unbekannten  spaltet.  So  elegant 
das  Verfahren  sein  mag,  motivirt  ist  es  nicht^  wenigstens  dem  Anflüiger 
gegenüber  nicht. 

Erw&gt  man  nun,  dass  in  der  Begel  den  cubischen  Gleichungen  die 
quadiratischen  mit  mehreren  unbekannten  vorangehen,  so  ist  es  didaktisch 
gewiss  nicht  unrichtig,  wenn  von  letzteren  eine  Brücke  zu  ersteren  ge- 
schlagen wird,  und  das  geschieht  so: 

Man  knüpfe  an  das  bekannte  Beispiel* 

ß)  v+«i*-6 

an,  dessen  Tollst&ndige  LSsnng  dtiroh  die  Oleichnng 


1) 


d.  h.  durch 


^)       :]-Vuvi- 


a» 


gegeben  ist.  Sodann  aber  frage  man,  welchen  Verlauf  die  Rechnung 
nimmt,  wenn  man  eine  passende  Verbindung  von  0^  und  z^  als  neue  Un- 
bekannte einführt,  wie  z.  B. 

3)  01  +  Zi'^  y- 

Diese  Substitution  fällt  theoretisch  allerdings  mit  der  von  Hudde 
zusanunen;  dagegen  ist  sie  methodisch  durchaus  anders  motivirt.  Wir 
spalten  n&mlich  y  nicht  in  zwei  unbekannte  Grössen,  sondern  ersetzen 
umgekehrt  die  Verbindung  zweier  Unbekannten  durch  eine  einzige;  und 


*  Heia,  §  178,  Nr.  64/3.  —  Bardey,  XXVU,  \.^WL^,^t.1V 
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das  darf  in  der  Theorie  der  quadratischen  Oleichnngen  als  etwas  Gel&nfiges 
und  Natürliches  angesehen  werden. 

Um  nun  zn   einer   Gleichung  für  ^  zu  gelangen,  gehe  man  von  der 
Identität 

4)  («,  +  «,)  [(«i  +  «,)»-  3  «,«,]-*,»  +  «,» 
aus,  und  erhftlt  mit  Bücksicht  auf  1)  und  3) 

5)  y«-3ay-&-0. 

Dieses  ist  aber  die  gewünschte  Normalform  der  cubischen  Gleichung, 
deren  Lösung  wegen  2)  und  3)  die  Gestalt 

besitzen  muss.  Von  nun  ab  verlaufen  die  Betrachtungen  in  gewohnter 
Weise;  insbesondere  schliesst  sich  jetzt  die  Beduction  der  vollständigen 
Gleichung  auf  die  trinomische  Form  5)  als  ein  nothw  endig  er  Schritt  an. 
Durch  obigen  Vorgang  l&sst  es  sich  also  erreichen  ^  dass  der  Schüler 
auf  einer  Vorstufe  —  im  Gebiete  der  quadratischen  Gleichungen  —  die 
cabisohe  Gleichung  in  ihrer  zweckmässigsten  Normalform  antrifft  und  ihre 
Lösung  durch  Bückschlüsse  selbststSndig  aufzufinden  vermag.  Uebrigens 
kann  man  auf  dem  eben  betretenen  Wege  noch  weiter  vordringen  ^  indem 
man  die  Gleichungen** 

^  \ß)  ^+^;-& 

mit  den  entsprechenden  Lösungen 


«)       :{-n±^f- 


zum  Ausgangspunkt  wählt     Um  die  Gleichung  zu  gewinnen,  welcher 

9)  e^  +  h^y 

genügt,  kann  man  wie  früher,  von  einer  leicht  zu  bildenden  Identität  aus- 
gehen oder  auch  die  aus  7  a)  und  9)  folgenden  Werthe  von  ß^  und  0^  in 
die  Gleichung  7ß)  eintragen;  man  findet  dann 


,0,    [|+i/^-,]v[|-i/^  _,]■_. 

Entwickelt  man  die  Elammergrössen,  so  gelangt  man  zu  einer 
rationalen  Gleichung  n^^  Grades  in  y,  welche  bereits  Moivre  bei  seinen 
Untersuchungen  über  die  Winkeltheilung  hergeleitet  hat,  und  selbiger  ge- 
nügt offenbar: 

*  Bardejr  a.  a,  O. 
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unter  «  jede  beliebige  n^  Wurzel  der  Einheit  verstanden.     Für  n  —  6  er- 
hält man  beispielsweise  die  Oleichung 

mit  der  entsprechenden  Lösung  11). 

Der  casus  irreducibilis,  welcher  bei  diesen  Gleichungen  auftreten 
kann,  wird  am  einfachsten  gleich  von  vornherein  erledigt,  indem  man  in 
die  Oleichangen  7)  und  9)  die  Substitutionen 

*^i  —  ^  (co5  (p  +  i  sin(p)y     «^9  —  ^  (cos  tp  —  i  sinq>) 

einträgt,  wodurch  sich  der  Reihe  nach 

^*— a,     2p"c(wn9  «=  5,     2qco$(p  ^  y 

ergiebt.     Man  findet  demgemftss  n  verschiedene  Amplituden  aus 

12)  a)5(n9  +  2ÄJjr)-6:2V^ä";     ^  -  0,  1,  2...  n  -  1;     (^*:4a»<l) 
und  sodann  die  n  Wurzeln  der  Gleichung  10)  mittelst 

13)  y^2yacosq>. 

Was  die  Gleichungen  vom  vierten  Grade  betrifft,  so  wftre  unter 
unserem  Gesichtspunkt  ein  System  von  drei  Gleichungen,  nfimlich 

ZU  wählen  und  eine  Gleichung  für  die  Verbindung 

iß^i  +  ^s + ^5  —  y 

auficusuchen,  doch  verweilen  wir  hierbei  nicht  länger. 

Eine  weitere  Bemerkung  möge  sich  auf  das  Auftreten  der  cubischen 
Gleichung  in  der  Stereometrie  beziehen.*  Man  begegnet  hier  sehr  oft  dem 
eigenthümlichen  Umstand,  dass  zwei  Wurzeln  der  Gleichung  keine  geo- 
metrische Bedeutung  besitzen  ^  selbst  dann  nicht/  wenn  sie  reell  ausfallen. 
Es  sei  nur  an  die  bekannten  Aufgaben  über  die  Einsenkungstiefe  schwim- 
mender Kugeln,  über  die  Theilung  der  Kugel  durch  eine  Ebene  nach  einem 
vorgeschriebenen  Verhäitniss  u.  dergl.  erinnert.  Typisch  fOr  diese  Fälle 
ist  die  Aufgabe:  Die  Höhe  x  eines  Kugelsegments  zu  bestimmen,  wenn 
dessen  Volumen  V  und  der  Kugelradius  r  gegeben  ist.  Man  gelangt  hier 
zu  der  Gleichung: 

^  Vergl  inabeBondere:  £.  Lampe,  Geometmche  Axifgaib^ii  %vl  den  cubischen 
OJeiobungen,  Berlin  1877. 


[  voraiiijge setzt  werden  muss,  steta  drei  von  einander 

verschiedene  reelle  LSanngea  aufweist,  tod  denen  nar  eine  und  zwar 
die  kleinere,  positive  brauchbar  ist.  —  FUr  diese  Erscbeinimg  pflegt  man 
selten  eine  Erklärung  anzugeben,  zuweilen  die,  dasB  die  erwähnten  zwei 
Wnrzeln  geometriach  zwar  bedeutungslos  seien,  aber  der  durch  die  Gleich- 
ung auegesprochenen  Forderung  genügten. 

Hiermit  erklärt  man  indessen  kelnesweg,  weshalb  aui'  die  einfache 
geometrische  Fragestellung  eine  complicirte  algebraische  Antwort  erfolgt. 
Man  muae  vielmehr  zeigen,  dass  die  gedechte  Gleicbnng  genau  bei  der 
Betrachtung  anderer  geometrischer  Gebilde  wiederkehrt,  und  daas  für 
letztere  sämmtlicbe  Wurzeln  von   Bedeutung  sein  kßnnen. 

Die  Auffindung  eines  solchen  Gebildes  wird  in  schwierigen  Fällen  Sache 
der  Routine  bleiben;  zur  Erklärung  der  Wurzeln  einer  cubischen  Gleichung 
durch  eine  ste  reo  metrische  Betrachtung  kann  indessen  immer  nachstehende 
einlache  Aufgabe  gewühlt  werden:  In  einem  geraden  Ereiskegel, 
dessen  Grundflächenradius  a  and  EShe  h  gegeben  ist,  boU  ein 
gerader  Kreiscylinder  von  gegebenen  Tolumen  P  einbeschriebec 
werden.  Bezeichnet  man  den  Abstand  der  Deckfläche  des  Cjlinders  von 
dem  Kegelscheitel  mit  x,  so  gelangt  man  zu  der  Gleichung 


I 


K" 


15)  xS_Äx'+(^)  F;«-0. 
Diese  kann  man  mit  der  Gleichung  14)  znsammen&llen  lasaen,  wenn 

Ä  —  3r  und  ü—  3  ( -r-)  F  gesetzt  wird.     Für  h  —  aVS  wird  speciell 

16)  U~7-^«;^{k-x), 


id  diese  Formel  stellt  ebensowohl  das  Volumen  des  erwähnten  Eugel- 
aegments  als  dasjenige  des  Cylinders  dar.  Aber  für  den  Cylinder  haben 
sämmtliche  drei  Werthe  von  .r,  welche  aus  16)  entpringen,  Bedeutung, 
Zwei  jener  Cylinder  sind  in  gewöhnlicher  Weise  dem  Kegel  einbeschrieben; 
der  dritte,  für  welchen  x  negativ  wird,  durchdringt  den  Kegelmantel, 
und    seine    Deckfläcbe    wird    durch   den   Scheitelkegel   ausgeschnitten.     FUr 

4  . 

F>'  -^  r  n  wird  die  Aufgabe  über  das  Eugelsegment  sinnlos;  die  cubische 

Gleichung  16)  besitzt  dann  nur  eine  reelle  und  zwar  negative  Wurzel, 
welche  letztere  jedoch  für  die  Cy  linde  rauf  gäbe  stets  eine  präcise  geo- 
metrische Bedeutung  behlilt. 

An  Stelle   des  einbescbriebenen  Cylinders  kann  man  MAh  «mva  ^e- 
laa  Kreiakegei  wählen,   dessaa  Scheitel  im  M.itt6\p\uitt  -^om  Qita£ÄKc«\5 


MMde. 
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des  gegebenen  Kegels  gelegen  ist,  und  dessen  Orandflftche  non  in  drei- 
facher Höhenlage  durch  den  Mantel  des  ursprünglichen  Kegels  ausgeschnitten 
wird.  —  Diese  beiden  gewiss  naheliegenden  Aufgaben*  findet  man  in  den 
Lehrbüchern  der  Stereometrie  höchst  selten  erwfthnt,  und  es  ist  dies  auf 
einer  elementaren  Stufe  auch  durchaus  berechtigt^  weil  dort  der  Scheitel- 
kegel ausser  Betracht  bleibt.  Sobald  aber  stereometrische  Au%aben,  die 
auf  cubische  Gleichungen  fuhren ,  zugelassen  werden  sollen,  dürfte  eine 
möglichst  zeitige  Erledigung  der  obigen  charakteristischen  Cylinder- 
au%abe  doch  empfehlenswerth  sein.  Pr.  W.  Hstmann. 


n.  XTeber  die  doppelpunktige  Focalcurve. 

Die  Bedingung,  dass  eine  ebene  Curre  dritter  Ordnung  einen  Doppel- 
punkt hat,  ist  bekanntlich  vom  zwölften  Grade  in  den  Coefficienten  der 
Cnryengleichung.  Eine  auffallend  einfache  Form  erhftlt  diese  Bedingung, 
wenn  die  Cnrve  dritter  Ordnung  eine  Focalcurye  ist,  wenn  sie  also  durch 
die  imaginären  Kreispnnkte  geht,  und  wenn  ihr  Focalcentrum,  das  heisst 
der  reelle  Schnittpunkt  ihrer  imaginSren  Asymptoten,  auf  der  Gurre 
selbst  liegt. 

Die  Gleichung  einer  Focalcurye,  deren  Focalcentrum  mit  dem  Goordi- 
natenanfangspunkte  zusammenfallt,  lautet  in  rechtwinkligen  Coordinaten*^ 

17=  {ax  +  hy  +  c)(ic«  +  y«)  +  fx  +  gy  =  0. 

Macht  man  die  Gleichung  durch  HinzufQgung  des  Factors  0  =  1  homogen 
und  setzt  zur  Abkürzung: 

8ahf+  3a*g  -  h^g  -htf^L, 

Sabg  +  35V-  «V-  ac^=  L\ 

2afg  -(?g-  hg^  -  36/^  =  P', 

2af+2hg-'(f=zM, 

so  findet  man  als  Gleichung  der  zugehörigen  Hesse*schen  Gurre: 

H==Kx^+Lsi^y  +  L'xy^  +  JT'/  +  oitf  (ir>  +  y^)» 

*  Wegen  der  Cylinderaufgabe  vergl.  Martus,  Aufg.  1125. 

"  ConBüracidon  der  Focalcurve  aus  sechs  gegebenen  Punkten,  diese  Zeitschrift 
Bd.  40  Ä  3$7. 
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Beeitst  nim  die  Curye  17=0  einen  Doppelpunkt,  so  ist  dieser  be- 
kanntlieh anch  ein  Doppelpunkt  ihrer]^  Hesse 'sehen  Curve,  und  seine 
Coordinaten  genügen  also  gleichzeitig  den  sechs  Oleichungen: 


dx 
dU 

d_u 

dt 

aH 

dx 
dH 

dH 

de 


=  0 


=  0. 


=  0, 


=  0. 


=  0. 


Ans  dftiiMlben  ergiebt  sich  durch  EliminstioD  von 
fttr  die  Existent  eines  Doppelpunktes  die  Bedingung: 


3a 

h 

a 

e 

0 

f 

b 

a 

36 

0 

e 

9 

e 

0 

e 

f 

9 

0 

SK 

L 

L' 

cM 

0 

P 

L 

r 

ZK' 

0 

cM 

P' 

cM 

0 

cM 

P 

P' 

-3<!(f«+p») 

=  0. 


Die  links  stehende  Determinante  Iftsst  sich  vereinfachen ,  indem  man 
parallele  Reihen  mit  geeigneten  Coef&cienten  multiplicirt  und  addirt.  Durch 
Wiederholung  dieses  Verfahrens  geht  die  vorige  Oleichung  schliesslich  über  in 


[a^+V)\r+9^Y 


oder 


2a    2f 

e 

0 

2»    2ff 

0 

e 

c       0 

f 

9 

0      c 

a 

b 

=  0. 


(a*+  b*y(f+ ff*)' je* -  4c«(af  +  bff) -4{ag-  bf)*\  =  0. 

Die  Fooalonrve  U=0   hat   also  einen  Doppelpunkt,  wenn 

e*-i<^{af+bff)-4{aff-bf)*=0 

wird,    und    diese  Bedingung   ist   nur    noch    vom    vierten  Grade  in  den 
CoetSeienten  dar  Carrengleiobang, 
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Alle  Focalounren,  die  einen  gegebenen  Punkt  inm  Focalcentram  haben 
nnd  dnreh  drei  andere  gegebene  Punkte  gehen,  bilden  ein  speoielles  Bflschd 
von  Carven  dritter  Ordnnng.  In  diesem  befinden  sich  sonach  nur  yier 
doppelpnnktige  Focalcnryen,  abweichend  von  dem  bekannten  Satse,  dass 
ein  Bflschel  von  Cnryen  dritter  Ordnung  im  Allgemeinen  zwölf  Gurren 
mit  Doppelpunkt  enthftlt.  Dieselbe  Eigenschaft  kommt  offenbar  allen 
deiyenigen  Cunrenbüscheln  dritter  Ordnung  zu,  in  denen  zweimal  zwei 
Grundpunkte  in  je  einen  Punkt  zusammenfallen,  wtthrend  ein  f&nfter 
Grundpunkt  der  gemeinschaftliche  Tangentialpunkt  jener  beiden,  einander 
coiyugirten  Grundpunkte  ist. 

Braun  schweig.  B*  Müllbb. 


III. 

Zur  Theorie  der  Veotoren  und  Quatemionen. 

Von 

Prof.  Beez 

in  Planen  i.  Y. 


Scilla««. 


§4.   yerallgemeinerttng  der  Qnaternionentheorie. 

Es  ist  im  Vorigen  gezeigt  worden,  dass  das  Hamilton'sche  Qnater- 
nionensjstem  mit  den  Einheiten 

von   denen  die  erste   mit  den  übrigen  commutativ  ist,  während  diese  den 
Bedingungen:  ^«s=-«l  --»sa  —  i         ;^«--._i 

it  =  — ti,      kj=--jk,     Äit  =  — tÄ, 

ijk  =  1 

unterworfen   sind,    in   jeder    Beziehung  ersetzt    werden    kann    durch    ein 
System  mit  den  Einheiten: 

^9      *1»      *2^      *iV 

Auch  hier  ist  die  erste  commutativ  mit  den  übrigen,   die  zweite  und 
dritte  sind  primitive  imaginäre  Einheiten,  die  den  Bedingungen 

*i*=-l.    V  =  — 1*    Hh^-hh 

genügen.     Die  vierte  Einheit  ist  aus  den  primitiven  Einheiten    i^  und  f2 
zusammengesetzt  und  mit  diesen  nicht  commutativ. 

Es  lässt  sich  erwarten,   was  jedoch  nicht  weiter  ausgeführt  werden 
soll,  dass  auch  das  System  II  mit  den  Einheiten: 

4  •     •  •     •  •     • 

wobei  die  primitiven^ Einheiten  t, ,  t^*  h  den  Bedingungen  unterworfen  sind: 

ebenso   zur  Lösung  geometrischer  Aufgaben    verwendet  werden  kann,  wie 
das  HBmilton^Bcbe,    wenn  auch  die  Rechnungen  &\äi  \9^\\  ^om'^v^Y^x 

ZeitgcbTm/.M»tbemaUku.PbjBik.  41.  Jahrg.  1896.  S.Heft.  t> 
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gestalten  mflssen,  als  bei  diesem.  Die  Einfachheit  des  Hamilton 'sehen 
Systems  y  welche  anf  der  Identificirnng  der  Symbole  der  primitiven  Ein- 
heitsvectoren  mit  den  Symbolen  der  rechtwinkligen  Drehungen  nm  dieselben 
bernht,  hat  aber  znr  Folge,  dass  dieses  System  eine  Ausdehnung  aof 
mehr  als  4  Einheiten  nicht  zulässt.  Nimmt  man  aber  das  Quatemion  ent- 
weder in  der  Form 

A)  a  =  ao  +  *i«i  +  »»^+ hh^s) 

oder  in  der  Form 

so  bietet  eine  solche  Verallgemeinerung  des  Calculs  keine  Schwierigkeit. 

Man  sieht,  dasa  die  nicht  reellen  Einheiten  i^,  t^,  i^i^  der  Form  A)  aus 
den  Combinationen  zur  ersten  und  zweiten  Classe  der  zwei  primitiven 
imaginären  Einheiten  i^  und  t^  bestehen.  Man  wird  daher  das  nSchst- 
höhere  Quaternionensystem  erhalten,  wenn  man  zu  den  Combinationen  der 
ersten,  zweiten  und  dritten  Classe  aus  drei  primitiven  imaginftren  Ein- 
heiten i|,  iji  ig  noch  die  reelle  Einheit  hinzunimmt.     Dieses  nSchsthOhere 

System  hat  also  die  8  Einheiten 

1.        •        •        ••        ..        ..        ... 
»       *1»      *f»       *3>      *l*i»      *1*S»      *f*8»       *l*fV 

Die  primitiven  Einheiten  sind  wie  immer  den  Bedingungen  unterworfen: 

t/*  =  —  1 1     »/»m  =  —  imih 

Das  Product  zweier  Einheiten  giebt  wieder  eine  Einheit  desselben 
Systems.  Das  System  ist  also  ein  geschlossenes.  Legen  wir  n  primitive 
imaginäre  Einheiten  t\ ,  i^,. .  .in  zu  Grunde  mit  denselben  Bedingnngs- 
gleichungen,  wie  vorher,  so  erhalten  wir  ein  geschlossenes  System,  welches 
aus  der  reellen  Einheit  und  den  sttmmtlichen  Combinationen  der  ersten  bis 
n^B  Classe  der  n  Elemente  t| ,  i^. .  .in  besteht.  Die  Gesammtzahl  dieser 
Einheiten  ist  ersichtlich: 

=  l  +  «i  +  Wa+«8H «I. 

=  (l+l)-=2». 

Will  man  die  andere  Form  B)  des  Quatemions 

verallgemeinem,  so  hat  man  zu  berücksichtigen,  dass  die  Einheiten 

1       •  •        •  •        •  • 

aus  der  reellen  Einheit  und  den  Combinationen  der  primitiven  Einheiten 
hl  Ht  %  '^^  zweiten  Classe  bestehen,  während  die  Combinationen  der 
nn geradzahligen  Classen  nicht  auftreten.  Das  nftchsthöhere  System 
wird  daher  erhalten,  wenn  man  zu  der  reellen  Einheit  die  Combinationen 
der  zweiten  und  vierten  Classe  aus  den  Elementen  tj,  i^y  i,,  $4  hinzufQgt 
und  daher  folgende  Einheiten  besitzen: 

h     h*if     «1^»     »1*41     Hhi     Vii     HV    KHVv 
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Da  aber 


Irgend  xwei  Einheiten  mit  einander  mnltiplicirt  geben  dann  wieder 
eine  Einheit  des  Systems,  dasselbe  ist  also  geschlossen.  Die  Zahl  der 
Einheiten  ist  wie  oben  gleich  acht,  um  ein  System  von  2"  Einheiten  anf 
diesem  Wege  herzustellen ,  hat  man  die  sämmtlichen  Combinationen  gerader 
Ordnung  aas  n-f-1  primitiven  Einheiten  i'i,  ts>*..tat  tn+i  za  bilden,  und 
die  reelle  Einheit  hinzuzufügen.    Die  Zahl  der  Einheiten  ist: 

=  1  +  (n  +  1),  +  (n  +  1),  +  (n  +  l)e  +  ... 

l  +  (n  +  l),  +  (n  +  l),  +  (n  +  l)3+...  =  (l  +  l)''+i  =  2«n 

l-(*»+l)i  +  (n  +  l),-(n+l),  +  ...  =  (l-ir  +  i  =  0. 
80  ergiebt  sich 

1 +  (n+ !),+  («+ 1)4 +  (n+l)c+...  =  2». 

Man  erhSlt  also  ein  geschlossenes  System  von  2"  Einheiten  auch  dann, 
wenn  man  die  Form  B)  auf  n  -|-  1  primitive  Einheiten  ausdehnt. 

Es  sollen  nun  die  Multiplicationstafeln  der  Quaternionensysteme  mit 
8,  16,  32  Einheiten  explicite  dargestellt  werden. 

I.  Bei  einem  Quaternionensystem  mit  8  Einheiten  setzen  wir  eine  Zahl 

In  diesem  Falle  ist  [Form  A)] 

*       •  •       •        • 

Wir  erhalten  vermöge  der  Voraussetzungen ,  welche  Ober  die  primitiven 
imaginären  Einheiten  gemacht  worden  sind,  wenn  wir  die  TrSger  der 
Iiidices  unterdrticken  und  die  negativen  Einheiten  durch  einen  tiber  den 
Index  gesetzten  Strich  bezeichnen: 

I. 
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unter  der  Norm  einer  complezen  Zahl  werde  wie  bei  den  gemeinen 
complexen  Grössen   nnd   den  gewöhnlichen  Quatermoneii)  d\^  %\rmc!^^  ^«t 
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Quadrate  der  in  die  verschiedenen  Einheiten  multiplicirten  reellen  Grössen 
oder  Coefficienten  verstanden*    Es  sei  also 

N(a)  =  V+  V+  ««*+  •  •  •  «7*- 

Ferner  bezeichnen  wir  mit  a  diejenige  Zahl,  welche,  mit  a  mnltiplicirt, 

die  Norm  giebt,  so  dass  also 

aa  =  aa  =i  N. 

Diese  Zahl,  die  conjugirt  complexe  Zahl  muss^  da 

aoer  2         2  __     2  _ .     s  _     s      ^ 

6|   =  Cj  —  e^  —  6^  —  €f^  —  ^  —  —  g^ 

ist,  die  Form  haben: 

ausserdem  aber  haben  die  Coefficienten  der  verschiedenen  Einheiten  noch 
der  Gleichung: 

1)  «o«7-  «106+ fls^s— «304=0 

zu  genügen.  Während  also  bei  den  gemein  complexen  Grössen,  sowie  bei 
den  gewöhnlichen  Quatemionen  ohne  Einschränkung  die  Gleichung 

aa  =  N 

gilt,  ist  der  Bestand  dieser  Gleichung  bei  einem  höheren  Quatemion  von 
8  Einheiten  an  die  Erfüllung  einer  Bedingungsgleichung  zwischen  den 
Coefficienten  der  Zahl  geknüpft. 

Ganz  dasselbe  Resultat  ergiebt  sich,  wenn  man  bei  Herstellung  der 
Multiplicationstafel  das  erweiterte  System  B)  zu  Grunde  legt  und  annimmt: 

1*     •  •     •  •     •  •     •  •     • 

w  I       ^1  ^^  *1  *i  »       ^  '^  *!  •s »       ^  ^^  *1  *4  »       ^4  —  *i  *3 »       ^6  ^^  *«*4  » 

•        •  •       ■        •        • 

^6  =  hUi     ^7  ~  hHhU* 
Schreibt   man   die  Zahl  a  in   der  Weise ,    dass  man   die   Suffixe  der 
Coefficienten  aus  den  Suffixen*  der  zugehörigen  primitiven  Einheiten  in  der- 
selben Reihenfolge  zusammensetzt,  also 

«  =  «0+  ^%hh+  «18*1  •3+  «i4*iü+  ^9^h+  ^4HU+  ^ihü 

und  nimmt  an^  dass  die  Vertauschung  zweier  Suffixe  in  dem  Coefficienten 
einen  Zeichen  Wechsel  hervorbringt,  demnach  aki=  —  atk  ist,  so  geht  die 
obige  für  die  Coefficienten  ük  aufgestellte  Bedingungsgleichung  1)  über  in 
die  folgende: 

Das  Bildungsgesetz  der  Suffixe  der  drei  letzten  Glieder  aus  den  Suffixen 
des  zweiten  Factors  im  ersten  Glied  ist  sehr  einfach.  Nach  Weglassung 
des  Suffixes  1  bilden  die  übrigen  Suffixe 

2.34,    3.42,    4.23 

die  aufeinander  folgenden  cjklischen  Permutationen  von 

234. 


Von  Prof.  Beez. 


=  »i'a. 


=  h*4> 


=  hiv 


=  hh»*. 


IL  Um  ein  hSheres  Qnalemion  von  16  Einheiten  zu  finden,  kann  man 
entweder  von  4  oder  von  5  primitiven  imaginären  Einheiten  ausgehen. 
Im  ersten  Falle  setze  man: 

*0  ^      •      'l  ^  *1 1      *8  ^  *i  1      *^  ^^  *3 »      ^*  ^  *i  > 

«s  =  <A.    ««  =  ».%.   «j  =  »i»t. 

im  xweiten: 

M&n  erhslt,  mag  m&u  nan  das  erste  oder  das  zweite  STstem  primitive 
imaginKrer  EinheiteD  Terweadea,  folgeade  Maltiplicationstafel : 

II. 


'•l"»      «•=<! 


•i">'.H. 


0 

1 

2|3 

4 

6  1    6 

7 

8 

9 

11 

12 

13 

14 

15 

0  ,    0 

1 

2,    3 

4 

5  1    6 

7 

8 

9 

11 

12 

13 

14 

16 

1  j  1 

0 

6|    6 

7 

2      3 

4 

11 

IS 
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iö 

15 

14 

sj  s 

i 

ö 
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1  ii 

12 
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iö 

13 
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10 

11  i  1 

13 
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iö 
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IS 
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iö 
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6 

8 

ii 
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13 

8      0 
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15 
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ii 

4 

12 

9 

7  1    7 

4 

a 

18 

1 

9  liö 

0 

16 

5 

14 

2 

3 

ii 

8 

8      8 

11 

3 

2  !14 

6  1    5 

16 

Ö 
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i2 
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9      9 

IS 
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14 
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Eine  Zahl  in  diesem  System  hat  also  die  Form: 

/=16 

a  =  ^o/C/. 
Auch  hier  sei  wiederum 

u 
Es  fragt  sich,  anter  welchen  Bedingungen 

N  =^  aa 

wird,  worin  a  die  zu  a  conjugirte  compleze  Zahl  bedeutet.  Man  sieht 
mit  Hilfe  der  Multiplicationstafel  leicht,  dass  dieselbe  folgende  Form 
haben  muss: 

5  =  ao«o  —  «1  ^1 ^10^10  +  ^11  ^11  +  öfijCij  +  •  •  •  +  flis^iö» 

und  dass  i5 


=2-' 


aa 
ist,  wenn  folgende  fUnf  Bedingungsgleichungen  erfüllt  sind: 

2)    Oqüi^—  a^ÜQ  +  a^a^  —  «3^15""  ^i^fs  +  Oe^u"" «8^15+  ^jo^i  =  ^f 
*)    ^0^14  ~  ötiO,5  —  a^ajo  +  ajflg  —  a^a^  +  a^a^^  —  a^a,,  +  a^  a^  =  0, 

Diese  fUnf  Gleichungen  lassen  sich  durch  folgende  fünf  einfachere,  die 
in  ihnen  enthalten  sind,  ersetzen: 

1*)  aotti,  —  a^a^  +  a^a^  -  a^^a^^O, 

2*)  aoa,j  -  a^ÜQ  +  a^a^  -  a^a^=^0, 

3*)  aoOi3  —  o^ajo  +  ajO,  —  a^a^  =  0, 

4*)  aQÜi^  —  a^ajo  +  ajag  —  O4O3  =  0, 

5*)  «0^15—  «6^10 +  «60^9—  07^8=  0, 

Dann  substituirt  man  z.  B.  in  1)  statt  aj^»  ajg,  ai^,  a|5  ihre  aus  2^), 
3^),  4'^),  5^)  entlehnten  Werthe,  so  reducirt  sie  sich  auf  1"^). 

Das  Bildungsgesetz  der  Gleichungen  1),.  ..5)  tritt  deutlich  hervor, 
wenn  man  wie  oben  die  Zahl  a  in  der  Weise  schreibt,  dass  die  Suffixe 
der  einzelnen  Coefficienten  aus  den  Suffixen  der  mit  ihnen  multiplicirten 
primitiven  imaginären  Einheiten  und  zwar  in  derselben  Reihenfolge  zu- 
sammengesetzt sind  und  ausserdem  aik^^  —  aui  annimmt,   wenn  wir  also 

schreiben:  a^  a^  + Eai^iti^  +  Eai„,^^iii„,%j,^, 

worin  für  Im  die  sämmtlichen  Combinationen  der  zweiten  Classe  aus  den 
/»»/  ElemenleQ   1,  2,  3,  4,  5   für  Impq  Ä^miBkW\0[i^  Coxfi\>\xÄ\I\Wi«ii  ^<« 


Von  Prof.  Bbbz.  71 

Tierten  Classe  aus  denselben  Elementen  zu  setzen  nnd  zu  üq  zu  addiren  sind. 
Die  zu  a  conjogirte  Zahl  muss,  da  allgemein 

ist,  die  Form  .  .  .     ,  «  .... 

annehmen. 

Die  Gleichungen  1),  • . .  5)  schreiben  sich  hiemach  in  folgender  Gestalt, 
wobei   der  Kürze   wegen  der  Trftger  der  Snffixe  a  Qberall  unterdrückt  ist: 


1) 


.  I 


fO. 1234  - 12.34  - 13.42  - 14,23 

-(51.2345  +  52.3451  +  53.4512  +  54.5123)  =  0, 

0. 1235  - 12.35  - 13.52  - 15.23 

+  (41.2345  +  42.3451  +  43.4512  +  45.1234)  =  0, 

|0. 1245  - 12.45  - 14,52  -  15.24 
^^   l     -(31.2345  +  32.3451  +  34.5123  +  35.1234)  =  0, 

fO,  1345  - 13.45  - 14,53  - 15.34 
4) 


.   [ 


+  (21 .2345  +  23.4512  +  24.5123  +  25. 12.34)  =  0, 

0.2345-23.45  -  24.53  -  25.34 

-  (12.3451  +  13.4512  +  14.5123  +  15. 1234)  =  0. 

Nun  ist  allgemein  die  Qleichang: 

ea .  icde  +  et .  edea  +  ec .  deab  +  cd .  eahe  =  0 

eine  Folge  der  Gleichung: 

0  .  Impq  =  Im  .pq  +  Ip  .  qm  +  Iq  .  mp   (siehe  oben  I,  1*) 

Denn  es  ist: 

O.hcde  —  he  .de  +  hd. ee  +  be.edj 

0.edea  =  cd.ea  +  ee  .  ad+  ea.de, 

O.deah—  de  .ah+  da.he  +  db.ea^ 

O.eahc  =»  ea   be  +  eb  .ea  +  ee  .ab. 

Setzt  man  diese  Werthe  ein  und  beachtet,  dass  5r=—r 5  ist,  so 
verschwindet  die  Gleichung  identisch.  Es  verschwinden  also  die  ein- 
geklammerten Ausdrücke  in  den  Gleichungen  l),2,...ö)  sftmmtlich  und 
dieselben  reduciren  sich  auf  die  je  vier  ersten  Glieder,  welche  nach  dem 
Schema  I,  1^)  gebildet  sind. 

III.  Entwickeln  wir  noch  zum  Schluss,  um  einen  deutlichen  Einblick 
in  das  Bildungsgesetz  der  höheren  Quatemionensjsteme  zu  erlangen,  das 
System  von  32  Einheiten.     Eine  Zahl  in  diesem  System  sei: 

it=r3l 

a  =  ^^a/c  Cfc' 
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'-**--«'''w    N.  ' 


Wir  setzen   entweder  unter  Zuziehung  von  5  primitiven  imi^inären 
Einheiten : 


i  ^-.  *  —    *    • 

•  •    • 


•  •       ■ 


>        *18 


e^  =  « 


4t 


h  =  H' 


<%  = 

«11  = 
«11  = 

«1S  = 


«u  = 

«16  = 


*1»6. 
«»»4. 

•  • 


«5«6> 


hh^ 


^19  — 
^20  = 

«j2  = 
6,0  = 


1  *2  h 


1*4  «6 

*2»4»6 
^*4»5 


««»  = 

»lS«S«4> 

««7  = 

»lS*»»5. 

«18  = 

»lS»4»6. 

^  = 

»1»»»4»6. 

«»0  = 

»«H»4«6. 

•        •        ■        •        • 

Cgj  =  tj  «j  I3  »4  Ig 


oder 9  mit  Zugrundelegung  von  6  primitiven  imaginären  Einheiten: 


^0  ~  *  1     ^1  — 


«1  ~  *l'j1 

«16=»1«2»8»41       «8I  =  «1«2»8«4H«« 

«.  f=  «i «»» 

•       •         ■        • 

^17  ~  h*2*8*5l 

«8    =h»4. 

^18=  *1*2S*6> 

«4    =  «l  »5. 

•        •        •        • 

^19  ~  *1*2*4*6> 

«6    =  «1  «61 

•    •    •    • 
^0        *1*b'4*6» 

«•    =H»«. 

•        •        •        • 

^21  "~  *lh*6*6» 

«?    =»«»4. 

•    •    •    • 
^2        *l*8*4*6l 

•              • 

^8    ""  ^*6> 

^8=  'l*8*4*e> 

^9    ~  •8*6» 

•       •       •        • 

^4  =  *I  ^8  *5  *6 » 

•       • 

^10 ~  hhy 

•        •        •        • 

^25""  *l*4^6*6i 

•         • 

^11  ~  •3*5» 

^8^  *2*3*4*6J 

•       • 

•         •        •        • 

^7^  *2*3*4*6» 

•        • 

^13  "~  ^4*6» 

•        ■        ■        • 

^8  ^^  *2  's  ^5  h  > 

•        • 

^14^  U*6> 

•        •        •        • 

^9  ^  *2*4*6*6» 

^i5-hh} 

•        •        •        • 

^0  ~  ^3*4  h  *6  ^ 

z7/?d  erhalten  in  beiden  Fftllen  ttbereinstimmend  vorstehende,  Seite  72  und  73 
beßndlicbe  ifa/iipiicationstafel. 
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Zu  der  Zahl  ^=3^ 


=  0 


i8t  coDJagirt  die  Zahl 

da  ^^  '^  =  ^« 

Damit  aber  .  *^* 

aä  =  N  ^^'ait* 

werde,  mtlssen  folgende  15  Gleichungen  erfüllt  werden,  bei  denen  wiederum 
der  Kürze  wegen  der  Trftger  der  Indices  a  unterdrückt  ist: 


1 


8 


10 


11 


12 


|0. 16-1.10+2.7-3.6+4.26+5.27-8.22-9.23  +  11.19+12.20 
(         -13.17-14.18  + 15.31- 21.30+24.29-25. 28  =  0, 


{ 


I 


0.17-1.11  +  2.8-3.26-4.6  +  5.28  +  7.22-9.24-10.19 
+  12.21+13. 16-14.31-15. 18+20.30-  23.29+25.27  =  0, 

0.18-1.12+2.9-3.27-4.28-5.6+7.23+8.24-10.20-11.21 
+  13.31  +  14.16  +  15.17-19.30  +  22.29-25.26  =  0, 

fO.  19- 1.13  +  2. 26 +  3.8 -4. 7  + 5. 29 -6.22- 9.25  +  10.17 
- 1 1. 16+12.31  + 14.21-15.20-18.30+23.28-24.27  =  0, 

(0.20-1.14  +  2.27  +  3.9-4.29-5.7-6.23+8.25  +  10.18 
-11.31-12.16-13.21  +  15.19  +  17.30-22.28+24.26  =  0, 

0.21-1.15+2.28+3.29+4.9-5.8-6.24-7.25+10.31+11.18 
-12.17+13.20-14.19-16.30  +  22.27-23.26  =  0, 

|0.22-1. 26-2.23+3.11-4. 10+5. 30+6.19-7.17+8.16-9.31 
\        -12.25  +  14.24-15.23+18.29-20.28  +  21.27  =  0, 

0.23-1.27-2.14  +  3.12-4.30-5.10  +  6.20-7.18  +  8.31 
+9.16+11.25-13.24+15.22-17.29+19.28-21.26  =  0, 

(0.24-1.18-2.15+3.30+4.12-5.11+6.21-7.31-8.18+9.17 
-10.25  +  13.23-14.22  +  16.29-19.27+20.26  =  0, 

0.25-1.29-2.30-3.15+4.14-5.13+6.31+7.21-8.20+9.19 
+  10.24-11.23  +  12.22-16.28  +  17.27-18.26  =  0, 

0.26  +  1.22-2.19  +  3.17-4.16  +  5.31-6.13+7.11-8.10 
+9.30-12.29+14.28-15.27-18.25+20.24-21.23  =  0, 

23-2.20  +  3.18-4.31-5.16-6.14+7.12-8.30 
/ö+i/.^9-13.28+l5.26+n.25-\%.^\-V'iV.'2a=-^N 


I 


I 

jO.27  +  1. 
/        -9.. 
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13) 


f0.28  +  1.24-2.21  +  3.31+4.18-6.17-6.]ö  +  7.30+8.12 
-9.11-10.29+13.27-14.26-16.25+19.23-20.22  =  0, 

f0.29+ 1.25- 2.31- 3. 21 +4. 20- 5. 19 -6. 30-7. 15  + 8. 14 
^^^\        -9.13+10.28-11.27  +  12.26+16.24-^17.23+18.22  =  0, 

JO. 30  +  1. 31  +  2.25 -3. 24 +  4. 23 -5. 22 +  6. 29-7. 28 +  8.27 
^^q         -9.26-10.15+11.14-12.13-16.21  +  17.20-18.19=0. 

Diese  15  Oleichangen  lassen  sich  leicht  aus  folgenden  16  zusammen- 
setzen: 

!♦)  0.16-1.10  +  2.7-3.6  =  0, 

2*)  0.17-1.11+2.8-4.6  =  0, 

3*)  0.18-1.12  +  2.9-5.6  =  0, 

4*)  0.19-1.13  +  3.8-4.7=0, 

5*)  0.20-1.14  +  3.9-5.7  =  0, 

6*)  0.21-1.15  +  4.9-5.8  =  0, 

7*)  0.22-2.13  +  3.11-4.10  =  0, 

8*)  0.23-2.14  +  3.12-5.10  =  0, 

9*)  0.24-2.15  +  4.12-6.11=0, 

10*)  0 .  25  -  3  .  15  +  4 .  14  -  5  .  13  =  0, 

11*)  0.26-6.13+7.11-8.10  =  0, 

12*)  0 .  27  -  6  .  14  +  7  .  12  -  9  .  10  =  0, 

13*)  0.28-6.15  +  8.12-9.11  =  0, 

14*)  0.29-7.15  +  8.14-9.13  =  0, 

15*)  0.30-10.15+11.14-12.13  =  0 

und 
16*)  0.31-  1  .30  +  2.29-3.28  +  4.27-5.26  =  0. 

Man  Übersieht  dies  ohne  Mfihe,   wenn  man  die  Zahl  a  in  der  Form 
schreibt:  0  =  0,,  +  Zaimiiim  +  £aim,.qiiimipn-i- OnntieiihhhH*«- 
Die  za  a  conjngirte  Zahl  a  ist,  da 

(»,  im  ip  «»  ir  i,)  (»/  im  ip  »«  »r  »i)  =  —  1 , 
O  =  «0  ~ ^Olmilim-{- ScHmpgitimipil  —  «l!348e*lH*S*4*6V 

Die  sämmtlichen  Gleichungen   1 ,  2 , ...  15   stellen    sich    dar   als  zu- 
sammengesetzt aus  je  vier  Gleichungen  von  der  Form: 

1)  0.  oJcdl— a5.  c^  — oc.^5  — a^.5c  =  0, 

2)  ea  .  tcdc  +  ct.cdca  +  ec.  deah  +  ed,  ea6c  =  0, 

3)     ef.abcdef—  abef.cdef—acti  .^t\\  -  adef  .et'bc=^. 


Von  Prof.  Bbez.  77 


•■.^,^.^.  -^^  ^  ^ ^*',^.^*^^ 


4) 


Die  zweite  ist  eine  J*oige  der  ersten,  die  dritte  eine  Folge  der  ersten 
und  der  Gleichung: 

0  .ahcdef—  ah  .edef—ac  . defh -- ad ,  efhc'-ae.fhcd 

—  af.  hcde  =  0. 

Das  Bildongsgesetz  der  Gleichungen  1)  and  4)  ist  dasselbe.  Lässt 
man  den  ersten  Buchstaben  a  weg,  so  bilden  die  Suffixe  der  negativen 
Glieder  die  aufeinander  folgenden  cjklischen  Permutationen  der  Suffixe  des 
ersten  positiven  Gliedes, 

Es  ist  nun  nicht  schwer,  das  allgemeine  Gesetz  aufzustellen^  dem  die 
Quatemionen  von  2"  Einheiten  unterworfen  sind.  Eine  Zahl  in  diesem 
System  iSsst  sich  entweder  in  der  Form: 

a^a^  +  Zaiii  +2aimitim+  ^aimpiiimip  +  ^<iimpqiiimipiq  + »"i 
oder  in  der  Form: 

ÖJ  =  «0  +  2aim  il  im  +  ^aimpq  il im  ip  iq  +  ^Ctlwpqrt  Ü  im  tp  «fl  V  ♦•  +  •  •  •; 

wobei  im  ersten  Fall  n^  im  zweiten  Falle  n  +  1  primitive  imaginäre  Ein- 
heiten zu  Grunde  gelegt  sind.  Die  Multiplicationstafel  ist  in  beiden  Fällen 
dieselbe.  Es  genügt  also,  wenn  wir  uns  auf  den  zweiten  Fall  beschränken. 
Dann  ist  die  zu  a  conjugirte  Zahl: 

ä  =  QQ-^Zaimilim+^aimpqilimipiq  —  ^aimpqrsUimipiqiri9  +  '  *  "i 

wobei  die  Vorzeichen  der  Glieder  in  a  abwechselnd  positiv  oder  negativ 
sind ,  je  nachdem  die  Classenzahl  der  einzelnen  Combinationen  dividirt  durch 
2  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  giebt.    Damit  die  Norm 

N  =^  aä 

werde,  sind  gewisse  Gleichungen  erforderlich.  Dieselben  lassen  sich  zu- 
sammensetzen aus  Gleichungen  von  der  Gestalt: 

0.6j&,6j64&ß6ß—  5j&a  .^s^4&6^6""  ^1  ^8  •  ^4^5^6^2  "  ^1  ^4  •  ^5  ^6  ^8  ^8 

—  5i^5.&(,t2^8^4'~  ^>1^6'^2^S^4^Ö=  ^ 

und  allgemein,  wenn  m  eine  gerade  Zahl  bedeutet: 

—  5i5/t.6;fc  +  l.  .  .  ftm^a«  •  .^A-l 5i5m»52^8«"^"«-l  =0» 

Die  Zahl  dieser  Gleichungen  beträgt  für  das  höhere  Quatemion  von 
2"  Einheiten  2"- (l +^^^tllü^^,    also  für  n  =  1,  2,  3,  4,   5  .  .  .    der 

Reihe  nach  0,  0,  1,  5,  16. 

Es  sind  also  die  gemein  complexen  Zahlen  und  die  Hamilton'schen 
Quaterniosai}  die  einzigen  unter  den  hier  behandellen  C4\i^\AT\i\oiifik\iV3%X«t^«^ 
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mit  2"  EinheiicQ,   bei  denen  die  Coefficienten  der  versebiedenen  Einheiten 

vollkommen  unabhängig  von  einander  angenommen  werden  können,  wenn 
die  Bedingung  aä  =^  N 

erfüllt  sein  soll. 

§  5.  Die  Beziehungen  der  Quaternionen  zu  den  linearen 
orthogonalen  Substitutionen  Cayiey's. 

Schon  in  §  3,  II  bei  Ableitung  der  Gleichung 

1)  l|s=— Ug 

q 

hat  es  sich  gezeigt,  dass  die  Quaternionen  in  engster  Beziehung  stehen  zu 
dem  Problem I  eine  Summe  von  Quadraten  in  sich  selbst  zu  transformiren. 
Denn  die  aus  Gleichung  1)  sich  ergebenden  Werthe  von  x^y  x^'j  x^  ge- 
ntigen der  Gleichung: 

Durch  die  Transformation  1)  wird  also  der  Punkt  x  einer  Kugel 

in  einen  anderen  Punkt  x'  derselben  Kugel  übergeführt.  Die  Trans* 
formationen  1)  bilden  eine  Gruppe.  Denn  zwei  verschiedene  aufeinander 
folgende  Transformationen  ergeben  wiederum  eine  Transformation  derselben 
Art.    Wendet  man  auf:  | 


eine  neue  Transformation 


an,   so  erhält  man  durch  Substitution  der  ersten  Gleichung  in  die  zweite 


u  =  —uq 

q 

u  =  -luq 

q 

ibi 

stitution  der  ers 

.li- 
tt =  -;.--.Uffg 

q   q 

1 

1  1 

— ? 

q 

'  9       q"' 

ff           *■            t* 

u  ^TfUq  , 

q 

Sei  nun 
so  ist 

also  kommt 


welches  eine  Transformation  derselben  Art  wie  1)  darstellt. 

Die  Gleichung 
2)  g"=  qq 

heisst  die  Parametergleichung  der  Transformation  und  lehrt  die  Parameter 
der  resultirenden  Transformation   aus  den  Parametern  der  sie  zosammen- 
setienden  zu  ßnden. 


Von  Prof.  Beez.  79 

g'=  qQ+  iqx+  ^9i+  ^^Qz^ 

80    erhftlt   man   durch    Ausführung  der   Multiplication  in  2)   und  Gleich- 
setzung  der  mit  gleichen  Einheiten  behafteten  Glieder: 

ft '==  9'j^o'""  ft  ^1  +  9q9%  +  9i  Q39 

ft' ==  ft  ^0  +  9t  91"  Qi  Qi  +  Qo  Qs' 
Die  identische  Transformation  tritt  ein  für 

oder  - 

g=l, 

dann  wird  u's=  u.     Die  inverse  Transformation  von  1)  ist: 

3)  u'^qu^^ 

Q 

Denn  wendet  man  diese  auf  1)  an,  so  kommt: 

Die  Transformation  3)  führt  also  den  Punkt  x  wieder  zurück  in  den 
Punkt  X. 

Mit  Hilfe  der  gewöhnlichen  und  der  höheren  Quaternionen  ist  es  mög- 
lich, das  Problem  der  linearen  orthogonalen  Substitution  vollst&ndig  zu 
lösen.  Wir  besitzen  bereits  eine  Methode  zur  Lösung  dieses  Problems, 
nämlich  die  Methode  der  schiefen  Determinanten  von  Cayley*,  jedoch 
ISsst  dieselbe,  wie  wir  bei  einer  anderen  Gelegenheit  sehen  werden,  eine 
Anzahl  Lösungen  unberücksichtigt,  die  mit  Hilfe  der  Quaternionen  ge- 
funden werden  können.  Wir  werden  die  Methode  Gayley's  etwas  aus- 
führlicher recapituliren,  um  in  den  Stand  gesetzt  zu  sein,  die  mit  ihrer 
Hilfe  gefundenen  Resultate  denen  gegenüber  zu  stellen,  zu  welchen  die 
Theorie  der  Quaternionen  führt. 


Es  mögen 


4) 


*  Siehe  Salmon-Fiedler,  VorlcBungen  über  die  Algebra  der  linearen 
Transformationen.  Fünfte  Vorlesuug,  oder  Baltzer,  Theorie  und  Anwendung 
der  DetermhiADten  §  16  and  §  8, 
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-■^>^  <-»-*». 


diejenige  orthogonale  Sabstitntion  darstellen ,   durch  welche  die  Samme  der 

in  die  Snoome  von  ebensoviel  Quadraten: 

«1*  +  V  +  •  •  •  ^* 

übergeführt  wird.    In  diesem  Falle  müssen  zwischen  den  Coefficienten  Oti 
folgende  Gleichungen  stattfinden: 

Es  sind  dies  im  Ganzen 

n(n-l)    _{n+l)n 
■^        1.2       "      1.2 

Bedingungsgleichungen    zwischen    den    Substitutionscoefficienten    Ont*      Da 
die  Zahl  der  letzteren  n'  betrSgt  und  zwischen  ihnen 

w(n+1) 
1.2 


Bedingungsgleichungen    stattfinden,     so    müssen    sie    sich   sSmmtlich   als 
Functionen  von 


2     w(n+l)      w(w— 1) 


1.2  1.2 

von    einander   unabhängigen    Grössen    oder  sogenannten   ,y wesentlichen 
Parametern"  darstellen  lassen.    Die  identische  Transformation  tritt  ein, 

Die  inverse  Transformation  wird  durch  das  Gleichungssystem 

oder  durch  die  sogenannte  transponirte  Substitution  von  4)  dargestellt 
Bezeichnet  man  die      ^    ^ — -  unabhängigen    oder  wesentlichen   Para- 


meter mit 


1.2 


'12) 


^S  •  •  •   ^In» 


Öoo  •  •  •  f*2n» 


^11- 1»  nj 


SO    findet    man    nach    Cayley    die   Coefficienten  dik^    wenn   man   in  der 
Determinante : 


6) 


J?  = 


^11  ^i«  •  •  •  ^1 « 

^21  ^22  •  •   •  ^2n 


I      hk+^ki=0^      ^i==&0 


&/il  ^/2  •  •  •  ^nn 

den  Coefßcienten  von  &,jt  mit  ßik  bezeiclaiiftt,  m^  lo\^\»\ 
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7) 


C^ii=^ 


2b,ßu-B 


In   allen    diesen  LOsnngen    treten    die    atk  als   rationale    bilineare  Ver- 
bindungen der  wesentlichen  Parameter  and  gewisser  aus  ihnen  nach  einem 
bestimmten  Schema  ebenfalls  rational  zusammengesetzter  Ausdrücke  auf. 
So  findet  man  für  n  =  2  aus 


B  = 


'n 


'1% 


ht     ^n 


wenn  schliesslich 

gesetzt  wird: 
9) 


=  2V 


Für  n  s  3  erhftlt  man  aus 


^i     ^«     ^8 


'«I     "^if     "^n 


'81 


b 
b 


8«       ^88 


unter  der  Voraussetzung,  dass 

^l=^M=  ^88=^0»       ^l  =  —  ^8i       ^8I=  — ^S»       ^8«  =  —  ^« 


und 

10) 

ist: 


Nx^=  {bi?+  5j««-  5,,«-  ft,»*)  a?i+  2  (5o6i«-  5i3  &m)  a;j5+  2  (&„  &„+  &o  ^a)  ^s  > 
ll)|jV«;=-2(6,35,,+&oMa?,+(V+^8'-^2*-^«8')^+2(.&,,^3+6oM 

^'a;3'=  2(6^j6,3-5o^3)^i-2(5„&,3+6ol>w)«^8+(V+^«*-^8*-^8*)«8- 
Setzt  man  hierin: 

^0  =  ^1     ^23  =  —  »»     2>is  =  &,     ^,  =  — c,     N^l, 

80  erhftlt  man  genau  die  Euler 'sehen  Formeln  für  die  Transformation 
einer  Summe  von  drei  Quadraten  in  sich  selbst,  welche  in  der  Quaternionen- 
gleichung : 

(d  +  t,a  +  i^b  +  iii»c)(»iari  +  i^x^  +  i^i^x^id  -  i^a -- i^b  —  i^i^c) 

znsammengefasst  werden  können. 

Diese  stimmt  überein  mit  der  Gleichung  §  3,  II,  2,  sobald  man  statt 
der  Einheiten  h,  i,»  hH  ^^^  Reihe  nach  die  Einheiten  —ki^  k,  — »  ein- 
führt. 

Auch  für  n  s=  4  hat  schon  Euler  die  betreffenden  Formeln  und  zwar 
„nulla  certa  methodo  sed  potius  quasi  diTinando"  erhalten.  Setzt  man 
mit  Cajlej; 

Z^iaebrifit.M»ibewmtikn.Phj9ik.  4i.  J«Lrg  1896.  S.Heft.  ^ 
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'12 


-5 


IS 


'15 


'%Z 


—  fti«       —  fe 


'15 


-5 


14 


98 


'U 


'14 


't4 


'M 


-& 


84 


=  V(V+  «•»'+  6.s'+  h**+  frtj'+  6«'+  ^34*+  »Jim), 
worin,  wie  oben  §4,  1*: 


r        _  ^a  ^84 

^1884  — 


+  ^18  ^48 


+  ^4^88 


gesetzt  ist,  und  schreibt  man  für 


der  Reihe  nach: 
setzt  ferner: 


^0      «'19       ^18       ^14       «^«8       ^84      «'84 

(0      a      h        c       h      — ^    f 
(0^=  af+  hg  +  ch 

so    erhält    man   die    Euler* Cajley'sche  quaternSre    orthogonale   Trans- 
formation : 

2^<=[(a)«-0«)+(^-a«)+(^-5^  +  (Ä«-c«)]a;i+2(-aa)-/^d+c^-&Ä)«, 

+  2(—  5(o-c/'-^0+aÄ)it8+  2(—  ca  +  bf—  ag  —  h^)x^^ 
Nx;^2{a<ü  +  f^'--lh+cg)x^+[{<ü^-d^)+(P-a^-{g^-l^)-[^^ 

Nx^^2{J>fo  +g^-cf+  ah)x^  +  2{h<ü  +  fg  +  cd-  a}))x^ 

+  2  (— /•(»  +  ^  Ä  —  5  c  —  a  0 )  ir^ , 
Nx^^  2{cGi  +  h&'-ag  +  hf)x^  +  2 (—  ^w  +  /"ä  -  ac  -  l^)x^ 

+  2(/^a>  +i7Ä  +  a^  -  5c)a;3  +  [(a>«-  0«)- (/*  -  a«) 

Auch  hier  weist  schon  die  Gleichung: 

B  =  V^ 
auf  ein  höheres  Quatemion  mit  8  Einheiten: 

hin.  Es  lässt  sich  zeigen,  dass  man  allerdings  mit  einem  Quatemion  von 
8  Einheiten  die  Euler-Cajley'schen  Transformation  finden  kann,  dass 
dies  aber  auch  schon  durch  Zusammenstellung  zweier  passend  gewfthlter  ein- 
facher Quatemionen  sich  erreichen  lässt.  Ausserdem  liefert  das  einfache 
Quatemion  auch  zwei  vertauschbare  Transformationen,  bei  denen  die 
Parameter  nur  uDi-linear  auftreten. 


Von  Prof.  Bebz. 
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FOr  fi  =  5  hat  man 


Ö,2  .  .  .  Ö,5 


B^ 


—  0,j      Öq    •  ,  .  625 


—  htK  —  &« 


'15        «'JS  •  •      «'O 

Der  Ansdrnck  in  den  Klammern  ist  offenbar  die  Norm  eines  Qaaternions 
von  16  Einheiten  x  _  x   _i   x>ix     z  z     i„  vi.         -•  2    z  z 

nnd  es  folgt  hieraus ,  dass  zur  Transformation  einer  Summe  von  fünf 
Quadraten  in  sich  selbst  ein  höheres  Quatemion  von  16  Einheiten  erforder- 
lich ist.  Eine  geringere  Zahl  von  Einheiten  scheint  mir  ausgeschlossen 
zu  sein,  wenn  man  nicht  eine  identische  Transformation,  etwa 

^5  =  ^5 
gelten  lassen  will,   wodurch  die  Zahl  der  Einheiten  auf  8  beziehentlich  4 
reducirt  würde. 

Bei    einer  Transformation  von  sechs  Quadraten   in  sich  selbst  htttte 
man  auszugehen  von  der  Determinante: 

^0 


5  = 


©ij  • . .  &ig 


-6 


12 


. .  h 


26 


^16  ^86  •  •  •  ^0 


wonn 


-  bo'(ho^  +  i:hh+£bUim+  2>!8«456), 


^188466  ~  ^W^8466  +  ^18^466«+  ^14^6688+  ^16^6884"»"  ^16^8846 

ZU  setzen  ist.    Der  Ausdruck  in  der  Klammer  ist  offenbar  die  Norm  eines 
höheren  Quatemions  von  32  Einheiten,  wenn   wir  dasselbe  in  der  Form: 

&  =^l>o'h ^hmiihn  "h ^bimpqUimipiq  +  bi%sA5ehHhühh 
schreiben.     Zur  Transformation  einer  Summe  von  sechs  Quadraten  in  sich 
selbst    ist    hiemach   ein   Quatemion    von    32  Einheiten  erforderlich,  doch 
lässt  sich,  wie   wir  an  einer  anderen  Stelle  sehen  werden,  dieselbe  auch 
mit  einem  Quatemion  von  8  Einheiten  bewerkstelligen. 

Hiemach  bietet  die  Lösung  des  allgemeinen  Problems,  eine  Summe  von 
n  Quadraten  in  sich  selbst  zu  transformiren ,  theoretisch  keine  Schwierig- 
keiten.    Wir  gehen  aus  von  der  Determinante: 


JB  = 


-6 


12 


'^12  •  •  •  'Hn 
&0    •  •  •  ^8» 
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Der  eingeklammerte  Ausdrack  ist  die  Norm  dea  Quatemions: 

Die  Zahl  der  in  den  Klammern  eingeschlossenen  Quadrate,  die  ebenso 
gross  ist  als  die  Zahl  der  Einheiten  in  5,  beträgt: 

l  +  fi,+ «,+  ««+.. .  =  2»-'. 

Dm  daher  eine  Somme  von  n  Quadraten  in  sich  selbst  zu  transformiren, 
ist  im  Allgemeinen  ein  höheres  Quaternion  von  2"~^  Einheiten  erforderlich. 
Wenn  jedoch  n  selbst  eine  Potenz  von  2  ist,  so  kann  die  Transformation 
aach  schon  durch  n  Einheiten  geleistet  werden,  wobei  dann  die  Parameter 
unilinear  auftreten  und  allemal  zwei  reciproke  Transformationen  mOglich 
sind.  Es  können  ausserdem  auch  noch  Fttlle  eintreten,  sobald  n  eine  ge- 
rade Zahl  und  nicht  gleich  2"*  ist,  bei  welchen  die  verlangte  Transformation 
durch  ein  Quaternion  mit  weniger  als  2"'^  Einheiten  geleistet  werden  kann, 
wie  z.  B.  für  n  =  6. 

Die  Zahl  der  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  Coefficienten  der 
verschiedenen  Einheiten  beträgt  dann 


2n-.-(l+«(*»-^)) 


Die   Zahl    der  von   einander  unabhängigen  Coefficienten   würde  dem- 
nach n(n  — 1) 

^"^        2 
sein,  welche  Zahl  aber,  sobald         __ 

gesetzt  wird,  sich  auf  n(n  —  1) 

2 

reducirt.    Dies  ist  in  der  That  die  Zahl  der  zur  Transformation  einer  Summe 
von  n  Quadraten  in  sich  selbst   erforderlichen  ^wesentlichen  Parameter*. 


Berichtigimgen  nun  ersten  Theü  dieser  Abhandlung. 

S.  61  Fig.  2  ist  im  oberen  Dreieck  A*B*  C  der  Buchstabe  A  überflüssig,  im 
unteren  Dreieck  ABC  die  Seite ^£  mit  c  zu  bezeichnen.  —  S.  57  in  der  fünften 
Zeile  von  unten  musn  es  statt  „Weil  nun  die  Winkel"  heissen  „Weil  nämlich 
die  Winkel". 


IV. 

lieber  die  ebenen  Curven  vierter  Ordnung 

vom  Oesoblechte  Eins. 

Von 

Dr.  H.  Liebmann 

in  Jen». 


Herr  Thomä  hat  im  29.  Jahrgänge  dieser  Zeitschrift  eine  Abhandlung 
,^üeber  Ereissysteme^^  veröffentlicht.  Verallgemeinert  man  projectiy  die 
daselbst  gegebene  Abbildung  der  Ebenen  oder  der  Punkte  des  Baumes  auf 
die  Kreise  der  gegebenen  Sjstemebene  durch  Vermittelung  einer  Kugel ,  so 
erhält  man  einen  neuen  und  wie  es  scheint^  ganz  besonders  einfachen  Ein- 
gang in  die  Theorie  der  ebenen  Curven  vierter  Ordnung  mit  zwei  Doppel- 
punkten und  kann  ohne  Mühe  die  bekannten  und  einige  neue  Sätze  über 
dieselben  als  selbstverständliche  Folgerangen  aus  den  Eigenschaften  der 
Flächen  zweiter  Ordnung  erbalten.  Man  erhält  auch  eine  besonders  an- 
schauliche üebersicht  über  die  Erzeugungsarten  dieser  Curven.  Dies  sollen 
die  folgenden  Zeilen  zeigen. 

I.  Die  Abbildung  der  Ebenen  des  Raumes  auf  die  Kegelschnitte  eines 
Netzes  mit  zwei  Grundpunkten. 

Man  bringe  die  Ebenen  zum  Schnitt  mit  einer  Fläche  zweiten 
Grades  0  und  projicire  den  entstehenden  Kegelschnitt  von  einem  Punkt  N 
der  Fläche  aus  in  die  Sjstemebene  ^,  Den  Punkt  N  nennen  wir  den 
Nordpol y  die  Tangentialebene  in  ihm  die  Nordpolebene  (n).  So  verwandeln 
sich  alle  Kegelschnitte  auf  <Z>,  bez.  alle  Ebenen  des  Raumes  in  Kegel- 
schnitte der  Ebene  ^  durch  die  beiden  Punkte  X  und  Y,  in  denen  die 
durch  N  gehenden  Geraden  ^  und  \)  von  <Z>  die  Ebene  ^  treffen.  Die 
Ebenen  durch  den  Nordpol  bilden  sich  ab  auf  gerade  Linien  (eigentlich 
+  z^  wo  z  die  Verbindungslinie  von  X  und  Y  ist).  Die  Geraden  von  <Z> 
bilden  sich  durch  diese  stereographische  Projectiou  ab  auf  Geraden  durch  Y 
oder  Xf  je  nachdem  sie  derselben  Schaar  wie  ^  oder  wie  t)  angehören. 

Eine  Gerade  g  als  Träger  eines  Ebenenbüschels  bildet  sich  ab  auf 
ein  Büschel  von  Kegelschnitten  mit  den  Grundpunkten  XYG^G^j  wo 
ffi  Q^  die  Projectionen  der  Schnittpunkte  von  g  und  <Z>  sind.  Die  drei  zer- 
fallenden Kegelschnitte  des  Büschels ;  nämlich  (Xr)(€rY3%\  ^^tti^x  (^X.<x^ 
(rt^g)  and  (XG^)  .  (YG^)   sind   die   Bilder   der  dxrrct  g  xxüÖl  :N  %^\b^^XL 
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Ebene  und  der  beiden  durch  ^  an  <Z>  gelegten  Tangentialebenen.  Wir 
nennen  {GiG^)  die  Potenzlinie  und  (P^P^)^  die  YerbindungBlinie  der  zwei 
nicht  aaf  z  liegenden  Nebenecken  des  Vierecks  XTG^G^^  die  zugleich  die 
stereographischen  Projectionen  der  Schnittpunkte  der  Polaren  p  von  g  mit 
<Z>  8indy  die  Centrale  des  Büschels.  Auf  ihr  liegen  die  Pole  der  Geraden  e 
für  die  Kegelschnitte  des  Büschels.  Die  Polare  p  von  g  bildet  sich  ab 
auf  ein  Büschel  von  Kegelschnitten  durch  XYP^P^j  für  das  P^P^  Potenz- 
linie und  G^  G2  Centrale  ist.  Die  Tangenten  der  beiden  durch  einen  Punkt 
gehenden  Kegelschnitte  des  Büschel  (XTG^G^)  und  (XYP^P^  sind  von 
den  Verbindungslinien  des  Punktes  mit  X  und  Y  harmonisch  getrennt^ 
weil  ihnen  auf  <Z>  conjugirte  Richtungen  entsprechen.  Wir  nennen  deshalb 
die  beiden  Büschel  Orthogonalbüschel.  Wären  nämlich  X  und  Y  die  ab- 
soluten P unkte  y  so  wären  die  Büschel  orthogonale  Kreisbüschel.  Sind  X 
und  Y  reelle  Punkte  (also  nur  wenn  <Z>  eine  Fläche  mit  reellen  Geraden 
ist),  so  sind  die  beiden  Paare  G^G^  und  P^P^  gleichzeitig  reell  oder 
copjugirt  imaginär;  sind  X  und  Y  conjugirt  imaginär^  also  beim  Ellip- 
sold  z.  B.^  so  ist  immer  nur  eines  der  beiden  Paare  reell. 

Die  Ebenen  eines  Büschels  sind  projectiv  zugeordnet  den  Kegelschnitten 
des  sie  abbildenden  Büschels,  denn  die  Ebenen  sind  ihren  Spuren  auf  13 
projectiv  zugeordnet  und  auch  ihren  Sparen  auf  der  Tangentialebene  in 
einem  der  Punkte^  wo  die  Achse  g  des  Büschels  O  trifft  und  diese  Spuren 
bilden  sich  auf  die  Tangenten  an  das  Büschel  von  Kegelschnitten  in  einem 
Grundpunkte  durch  die  Perspective  von  N  aus  ab.  Der  Involution  coi^jugirter 
Ebenen  eines  Busch  eis ,  dessen  Achse  g  ist,  entspricht  also  in  der  Ebene  d 
eine  Involution  zwischen  den  Individuen  eines  Büschels  von  Kegelschnitten, 
wobei  die  zerfallenden  Kegelschnitte  {XGi){YG2)  und  {XG^){YGi)  sich 
selbst  entsprechen. 

Eine  Gerade  diurch  den  Nordpol  bildet  sich  auf  ein  Strahlenbüschel 
ab,  dessen  Träger  ihr  Spurpunkt  Z  auf  d  ist,  ihre  Polare  ergiebt  ein 
Büschel  von  sich  in  X  und  Y  berührenden  Kegelschnitten,  zu  denen  das 
Geradenpaar  {ZX){ZY)  gehört,  denn  ihre  Bilder  auf  <Z>  berühren  sämmtr 
lieh  die  beiden  durch  ZN  gelegten  Tangentialebenen,  die  i  bez.  tf  ent- 
halten. 

Eine  Tangente  t  bildet  sich  auf  ein  Büschel  von  Kegelschnitten  ab, 
die  in  der  Projectiou  des  Berührungspunktes  die  Projection  von  t  berühren. 

Punkte  (3)  kann  man  in  zwei  Arten  auffassen  als  Träger  von 
Strahlen,  so  dass  die  Eigenschaften  der  sie  abbildenden  Kegelschnitts- 
mannigfaltigkeiten  besonders  klar  werden. 

a)  Wir  legen  durch  die  Polare  von  3  ^^?  also  durch  den  Schnitt  von 
n  mit  der  Polarebene  5  von  3  ui^d  durch  3  ^iiie  Ebene  i\  Die  Ebenen  des 
Büschels  (SN)  bestimmen  auf  5'  Strahlen,  döY^u  ^t^lU^^MiiVl  ft  \&t.  SeiZ 
'J^*'  Sparpaakt  von  (NQ)  auf  Ä,   so  ist  das  "BM  nou  ^  ^vxi  Y».<^^<Ä\^€MflXK.  ^^ 
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■per  ZX  und  ZY  in  X  und  in  F  berührt.  Das  BUd  einsr  £bene  (QN)  iat 
^^■via  Strahl  (Z).  Durok  einen  aolchen  Strahl  (a)  und  ä  ist  ein  Büschel 
vollständig  bestinimt,  ea  ißt  das  Bild  eines  Stialiles  durch  S  auf  j'.  Also 
stellen  alle  Kegelschnitte  durch  X,  Y  und  znei  diametral  gegenllher,  d.  1i. 
anf  einer  Geraden  durch  Z  gelegene  Fnakte  von  d  Ebenen  durch  ^  dar. 
Wir  nennen  deshalb  d  den  Diametral  Icegelschnitt,  Z,  den  Pol  von  £,  Beinen 
Mittelpunkt. 
^^  b)  Denkt  man  das  Ebenenhündcl  (3)  erzeugt  durch  die  von  3  ^ii  ^ 

Hy^legten  Tangenten  (je  zwei  defuelbeo  bestimmen  eine  Ebene  durch  3i  »uid 
p  die  conjugirt  imaginären  Tangenten  sind  mitzurechnen],  so  ordnen  eich  die 
Bilder  der  Ebenen  in  Berührungsb  Ilse  hei  an,  d.  h.  in  solche  Ke  gel  schnitt  s- 
hüachel,  die  ausser  X  und  Y  noch  einen  Funkt  und  in  ihm  die  Tangeute 
gemein  haben.  Die  Tangenten  gehen  durch  Z  und  sind  die  Projectionen 
der  von  Z  an  d>  gelegten  Tangenten.  Die  BerührungEbllscbel  haben  also 
die  Eigenschaft,  dasä  die  Tangenten  der  Doppelgr  und  punkte  0  alle  durch 
einen  Punkt  Z  gehen  und  dass  die  0  alle  auf  einem  Kegelschnitt  o  liegen, 
der  Projection  von  (jö'}.  In  jedem  Punkt  0  iat  die  Bichtung  der  Tan- 
gente an  ci  durch  OX  und  OY  von  der  Tangente  deä  zugehörigen  Be- 
rilhrungebUscbels  harmonisch  getrennt.  Wir  nennen  deshalb  u  den  Ortho- 
gonal kegelscbnitt  des  Bündels. 

Folgende  zerfallende  Kegelschnitte  befinden  sich  im  Bündel:  die  Qe- 
radenpaare  {OX)(^OY')  als  Bilder  der  von  3  ^^  ^  gelegten  Tangential- 
ebenen und  die  Geraden  durch  2(^+1:)  als  Bilder  dei  Ebenen  des 
Büschels  (SA'). 

Sind  X  und  Y  reell,  so  sind  Ö  ond  u  beide  reell,  denu  j  und  j' 
schneiden  dann  beide  0  reell.  Sind  X  und  Y  conjugirt  imaginür,  so  ist 
immer    nur    einer    der    beiden   Kegelschnitte   reell ,   der  andere    imaginUr, 

»Ik  B.  bei  linearen  KreisbtlndeJn. 
>        Dies   genügt  für   unsere  Zwecke;   eine  gen&oere  Onterauchung  Endet 
mau    ausser    in   der    oben    citirten    Arbeit    noch    in    §  2    meiner    Disser- 
tation:   Die  einzweideatigen  projectiven  Punktvernaadtschaften  der  Ebene, 
Jena  1895. 

H  II.  Die  MObius'sche  VerwandtEchaft. 

^ft        Wir   definiren   aia   so;   Gegeben  ist  ein  Kegelschnitt  £  und  ein  nicht 

Pklf  ihm  liegender  Punkt  /,  dessen  Polare  e  den  Kegelschnitt  £  in  X  und  ¥ 
treffen  mag.  Um  einen  Punkt  C  abzubilden,  construire  man  seine  Polare  c 
hinsichtlich  f  und  verbinde  ihn  mit  Z;  der  Schnittpunkt  dieser  beiden  Ge- 
raden, C',  ist  das  Bild  von  C.  Eine  eingehende  Untersuchung  der  Ver- 
wandtschalL  habe  ich  in  §  4,  S  meiner  Dissertation  gegeben,  und  vor  Allem 
gezeigt,  dass  man  sie  durch  Vennittelucg  von  Flächen  zweiten  Grades  er- 
halten kann.     Ist  naaiJich  0  und   dai'auf  der  P\mH  N  ^B?,e\iß'o.  M.'tii  "*«t- 

^■ÖKfaf  laaa  äon  Faakt  V  der  Ebene  i  mit  K  uni  ÄßTi  SiiiiavA'i:^'!!^».^-  ^  "^«^ 


üetier  die  ebenen  Corven  vierter  Ordnung  vom  Gescblechte  Eine. 


NC  und  ^  mit  einem  nicht  auf  0  gelegenen  Ponkt  3t  ^°  schneidet  F, 
die  Flüche  noch  eiam&l,  etwa  in  /'',  und  r'  projicirt  sich  van  Ü  &ufl  anf 
einen  Punkt  C'  in  ä.  Zwischen  C  und  C'  besteht  nun  die  MSbius'sche 
VerwacdtGcbaft.  Bezeichnen  wir  nämlich  mit  Z  die  Spur  von  A'3  in  i 
nnd  mit  £  die  Projection  des  Schnittes  von  'S  mit  der  Polarebene  «  vonäi 
GO  erkennt  maa  leicht,  dass  Jeder  Puukt  C  auf  einen  Punkt,  der  auf  {ZC) 
liegt,  abgebildet  wird,  und  daas  C  und  V'  conjogirte  Punkte  hinsichtlich  £ 
Bind.  Sie  sind  nämlich  die  Bilder  der  von  N  aus  projicirten  Involation, 
welche  die  !□  der  Ebene  ^NC  liegenden  durch  3  gehenden  Strahlen  auf 
dem  Schnitt  von  <P  mit  dieser  Ebene  beslimmen  und  deren  Doppelpunkte 
sieh  eben  auf  die  Schnittpunkte  von  ZC  mit  £  projiciren,  C  und  C  sind 
aleo  oonjugirte  Punkte,  und  beide  Definitionen  sind  also  einander  Sqnivalent. 
Wir  wollen  nun  allgemein  Z  das  Cenlrum  und  ^  den  Symmetriekegel- 
schnitt  einer  MöbJue'schen  Verwandtschaft  nennen,  C  and  C  nennen 
wir  symmetriBcb  in  Bezug  auf  Z  und  f  oder  auch  schlechthin  symmetrisch. 
Eine  Corve,  die  ans  symmetrischen  Punktepaaren  CC  besteht,  d.  h.  die  sieh 
durch  die  Verwandtschaft  auf  sich  selbst  abbildet  (wobei  sich  übrigens  vom 
Bild  gerade  Linien  abspalten),  nennen  wir  ebenfalls  symmetrisch  in  Bezog  auf 
Z  und  £.  —  Die  eigentliche  Möbius'sche  (Kreis-J Verwandtschaft  entsieht, 
wenn  man  för  X  und  Y  die  absolaten  Punkte  nimmt,  d.  h.  wenn  £  ein 
Kreis  und  Z  sein  Mittelpunkt  ist.  Es  ist  dies  die  wegen  ihrer  bekannten 
metrischen  Eigenschaften  auch  „Transformation  durch  reciproke  Radien" 
genannte  Verwandtschaft.  Nimmt  man  in  der  obigen  zweiten  Definition  der 
Mübius'schen  Verwandtschaft  tür  <2'  eine  Kugel,  für  d  eine  der  Äequator- 
ebene  parallele  Ebene  und  ftlr  3  den  unendlich  fernen  Punkt  der  i^S- Achse, 
so  erhält  man  ebenfalls  die  Kreis  verwand  tschaft. 

ni.  Die  Curven  vierter  Ordnung  vom  Oeschlecbte  Eins. 

Bekanntlich  bestimmen  zwei  einander  projectiv  zugeordnete  BDscfael 
von  Kegelschnitten  mit  zwei  gemeinsamen  Gmndpunkten  durch  ihre  Schnitt- 
punkte eine  Curve  vierter  Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten,  eben  jenen 
gemeinsamen  Grundpunkten  X  und  Y.  Wenn  wir  andererseits  zwei  ein- 
ander projectiv  zugeordnete  Ebeneabüschel  durch  Vermittelung  von  d>  und  N 
nach  I.  auf  eine  Ebene  ^  abbilden,  so  erhalten  wir  daselbst  zwei  einander 
projectiv  zugeordnete  Kegel schnittsbUacbel  mit  zwei  gemeinsamen  Grand- 
punkten. Ihr  Schnitt,  also  eine  C^,  ist  das  von  N  aus  projicirle  Bild  dat 
Schnittes  der  geraden  Linien,  in  denen  sich  die  entsprechenden  Ebenen 
der  beiden  Büschel  schneiden  mit  <^,  also  einer  Baumcarve  vierter  Ord-- 
nuDg  r^  erster  Species,  d.  h.  wir  erhalten  die  ebenen  Curven  vierter  Ord- 
nung vom  Gescblechte  Eins  alle  durch  Projection  der  r^.  Sei  also  C^  die 
Projection  der  auf  <J>  gelegenen  F^  von  JV  aus,  so  sehen  wir  zuüäcbst: 
Wir  können  durch  /^  ein  ganzes  Büschel  von  PV'ic\v«Ti  x-^avten.  Gradea 
Jegea,    unter   dem   sich    auch    vier    Kegel   be&ndftn.     äväÄs'äi 
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Spitzen,  Z-^Z^Z^Z^  die  Sparpnnkte  der  vier  Geraden  3/^  auf  *.  endlich 
li  die  Projectionea  der  Schoitte  ihrer  Polarehenen  2,-  von  3*  nu^  *  'On  -^ 
aas.  Jeden  solchen  Kegel  (3i)  klinnen  wir  auf  zweifach  unendlich  viele 
Weise  durch  Zuordnung  von  projectiven  EbenenbUschein  erzeugen  und  die 
Schnitte  sind  eben  die  Eraeugeuden  des  Kegels,  die  Verbmdungslinien  der 
Schnittpunkte,  in  denen  sich  zwei  entsprechende  Kegelschnitte  in  der  Pro- 
jection  ausser  in  A'  und  Y  noch  Gchneiden,  gehen  daher  durch  Z(.  Von 
3i  aus  kann  man  ferner  vier  auf  f^O  liegende  Tangenten  an  <S  legen  und 
sie  als  Acbeen  von  projectiven  Ebenenbüscbeln  zur  Erzeugung  von  (3.)  be- 
nützen. Sie  berühren  (P  in  vier  Punkten  auf  f,,  die  tich  auf  f,-  projiciren. 
An  jeden  Kegel  (3,)  kann  man  ferner  von  'S  aus  zwei  Tangentialebenen 
legen,  die  T^  je  zweimal  berühren.  Femer  sieht  man,  daes  F^  sich  auf 
eine  in  Bezug  auf  £i  und  Zt  symmetrische  Curve  abbilden  muss  nach  II,  eben 
weil  der  Kegel  (3,)  durch  seinen  Schnitt  mit  <!<  F^  bestimmt  und  zt  seine 
Folarebene  ist.  Endlich  ist  zu  erwähnen,  dass  ein  Kegelschnitt,  den  eine 
an  (3i)  längs  einer  Tangente  von  3<  ^"  ^  gelegte  Tangentialebene  aus  (Z> 
schneidet,  ausser  dem  Berührungspunkt  der  Tangente  auf  <I>  mit  T^  weiter 
keinen  Punkt  gemein  hat,  also  F^  daselbst  rierpunktig  berührt. 

üebertragen  wir  alle  diese  Eigeuscbaften  durch  unsere  Projection  in 
die  Ebene  auf  C^,  so  sehen  wir; 

Es    giebt   für  jede  C,  vier  Kegelschnitte  £,-   and  vier  Punkte  Zi  und 

[jedem  gelten  folgende  S&Ue: 
1.  Man  kann  C^   auf  zweifach    unendlich   viele  Arten    durch    Schnitt 
von  zwei  projectiven  KegelschnittsbU schein  so  erzeugen,  dass  die 
Verbindungslinien  entsprechender  Schnittpunkte  sich  auf  Z,  stützen. 
2.  Unter    den    Büscheln    be&nden    sich  auch  vier  BerUhrungsbüsche!, 
deren  Doppelgr  und  punkte  auf  £,-  liegen  und  deren  Grundtangenten 
durch  Zi  gehen.      Diese    Grundtangenten    sind    nämlich    die    Pro- 
jectionen  der  vier  auf  (3,)  Hegenden  Tangenten  an  *,  die  natür- 
lich auch  r^  berühren. 
3.  Dnrch  Z-,  gehen  auch  zwei  Doppel Ungentan  an  C^. 
4.  Die  C,  liegt  symmetrisch  in  Bezug  auf  Z,  und  £(. 
5.  Jeder  der  in  2.  genannten  Beruh rungBbfischel  enthält  auch  einen 
C,  vierpunktig  berührenden  Kegelschnitt. 
Alle  diese  Sätze  gelten  in  jedem  Paar  Z,ti,  so  dass  wir  acht  Doppel- 
tangenten   und    aechszehn    vierpunktig    berührende  Kegelschnitte  durch  die 
Gnindpunkte    erhalten,    von    denen    viermal  je   vier   C^  auf  einem   Kegel- 
schnitt berühren,   während    die  Tangenten  in  diesen  Punkten  za  je  vieren 
durch  den  Schnittpunkt  der  beiden   Doppeltangenten  gehen,   welche  dain 
gehören. 
^^       Da  Dün  MjifegS^  sin  Po] artotrae der  bilden,  so  Wgt  nocV  Mia\.  Vje*». 
^K^leitbe   die    aber  Abbüdaagen   conjugirter  Polaren   si)gft\e\\Ä^'o.  ^iWo»^'. 


Je   drei  Poteozlinien,   die   zu   den   Kegelschnitten  Saiitiit  gebfiren,  gehsB 

durch  den  Punkt  Z,^,  wo  »tigigi^  die  Zahlen  1234  in  irgend 
Ordnung  sind.  Ferner  ist  die  Potenzlmie  von  je  zwei  Kegel schnilten  £,itia 
die  Centraie  von  je  zwei  anderen  f.sJ.i  und  umgekehrt.  Diese  sechs  Ge- 
raden, von  denen  jede  zuglaich  Poteuzlinie  und  Centralä  ist,  Bind  die  sech* 
Verbindongslinien  der  Punkte  Z  und  die  von  N  auB  projicirten  Kanten  des 
Polartetraedera  SiSäS334  ^0°  <^-  Di^  ™r  Symmetriekegelächnitte  schneiden 
sich  orthogonal,  da  immer  je  zwei  von  ihnen  conjugirte  Ebenen  abbilden. 
Kennt  man  einen  Symmetrie kegelEchnltt  £  und  sein  C'entrum  Z,  so  ist  dadurch 
das  Bündel  bestimmt,  dem  die  drei  anderen  augehßren,  nümlich  dasjenige, 
dessen  Orthogonalke  gel  schnitt  £  ist;  kennt  man  zwei,  so  hat  man  da 
Büschel,  dem  die  beiden  anderen  aogehSren,  es  ist  das  orthogonale  zu  dem 
durch  die  beiden  ersten  bestimmten;  kennt  man  drei,  so  bat  man  auch 
den  letzten  als  Orthogonalkegel  schnitt  des  durch  die  drei  ersten  beB(immt«ii 
Bündels.  Diese  vier  Syrametriekegelschnitte  geben 
wesentliches  Charakteristikum  der  C^. 

Auf  bicirculare  C\  angewendet,  lautet  der  Satz  der  vierfachen  Sjmmetri». 
so:  Es  giebt  vier  MSbius'sche  Kreisverwandtscbafteii,  die  eine  bicirculan 
Curve  vierter  Ordnung  auf  sich  selbst  abbilden.  Doch  können  von  den 
Grundkteisen  derselben  nur  drei  reell  sein,  da  von  den  Ebenen  eines  Polar- 
tetraedera immer  eine  die  Kugel  imaginär  trifft.  Die  vier  Grundkreise  schneiden 
einander  senkrecht,  woraus  wieder  folgt,   dass    nur  drei   reell  sein  kfinnen, 

Beispiele  sind  die  CasEiui'schen  Curven 

(x*  +  y'  +  ay  ~4aV-t*. 
Sie  liegen  symmetrisch  zur  a-  und  y-Achse,  zwei  der Kreisver wand tsc haften 
arten  also  in  Spiegelungen  an  diesen  Achsen  aus.     Weiter  aber  bilden  die 
Kreise,    deren  Centrnm    der  Coordinatenanfang    ist  und  deren  Radien  bei, 

pi  -  y+  y^^'  und  e,-y->/a*^P 

sind,  dnrch  Kreis  Verwandtschaft  die  Curve  aaf  sich  selbst  ab,  Sie  aind 
imagin&T  bei  der  einzügigen  (a<t),  w&hrend  einer  reell  ist,  bei  der  zwei- 
zügigen {a>h)  Cassini'schen  Curve.  Denken  wir  uns  die  Cassini'sche 
Curve  durch  Abbildung  aus  dem  Rium  erhalten,  so  unterscheidet  sie  sich 
dadurch  vor  Allem  von  anderen  bicircularen  C\,  dass  bei  I\  eine  Kante  des 
gemeinsamen  Polartetraeders  durch  den  Nordpol  der  Äbbildungskugel  geht. 
Bis  jetzt  haben  wir  nur  von  den  vier  Kegeln  (3.)  Gebrauch  gemacht, 
die  man  durch  r^  legen  kann.  Statt  derselben  kann  man  aber  auch  die 
Flächen  des  durch  ^^  gelegten  Flüchenbüschels  zweiten  Grades  benutzen  (j^), 
die  keinen  singulären  Punkt  besitzen.  Jede  derselben  lasst  sich  erzeugen^ 
indem  wir  die  Ebenen  zweier  Büschel,  deren  Achsen  zwei  derselben  Ge- 
ra r^t^üscJiaar  von  0  angehSreude  äeraden  smä,  \&  %wÄ%a«L\j«ii  VI«vm  «ia- 
aader  projeetiv  zuordnen. 
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In  der  Ebene  bedeutet,  dies,  daes  wir  zwei  Büschel  mit  den  Grund- 
inkten  XYUV  und  XYVT'  nehmen,  sie  sind  die  Bilder  jener  Ebenen- 
Bllechel  und  erzengen  dnrcb  ihren  Schnitt  C^.  UVü'V  liegen  auf  C^  und 
die  Bildei'  der  Punkte,  in  denen  AchBen  der  projectiyen  Kbenen- 
1)Uschel  I\  schneidea.  Jeder  TlScbe  O'  entsprechen  in  der  Ebene  2-  oo' 
Btlschel,  die  Bilder  der  Geraden  der  FlUche,  und  da  man  jede  PlSche  auf 
oc*  Arten  durch  Zuordnung  von  projectiven  Ebenen  husche  In  erzeugen  kann, 
nnd  da  durch  ^^  oo'  Piachen  gehen,  so  erhält  man  oj'  •  co^  =  ao'  Arten, 
C^  durch  projective  Zuordnung  Ton  KegeUchnittsbUsüheln  zu  eraeugen.  Die 
Verbin dungfilinien  der  beiden  Funkte,  in  denen  sich  ausser  in  X  und  Y 
die  entsprechenden  Kegelscbnitte  ztv^eier  Büschel  schneiden,  stützen  sich 
auf  einen  Kegelschnitt.  Sie  sind  nöinlich  die  directen  Projoctionen  der 
Geraden  der  betreffenden  Fläche  von  N  aus,  also  die  Schnitte  der  Tan- 
gentialebenen des  von  N  an  «f  gelegten  Tangentialkegels  mit  #.  Solcher 
StQtzkegelschnitte  gieht  es  <x',  und  man  kann  sie  auffassen  als  Schnitte 
der  von  einem  Punkt  im  Raum  an  ein  Büschel  von  Flächen  zweiten  Grades 
gelegten  Tangential kegel  mit  der  Ebene  der  C^. 

Diese  Mannigfaltigkeit  ist  zweiten  Grades,  denn,  wenn  man  einen 
Punkt  P  in  ä  mit  N  verbindet,  so  bestimmen  die  FUchen  des  Büschels 
auf  NP  eine  Involution  und  es  giebt  zwei  Flächen,  die  NP  berühren  und 
nur  Eie  haben  die  Eigenschaft,  dass  der  an  sie  von  N  ans  gelegte  Tan- 
genlialkegel  <ä  in  einem  P  enthaltenden  Kegelschnitt  trifft.  Durch  P  geben 
also  zwei  Kegelschnitte  der  Mannigfaltigkeit, 

Sie  bestimmen  durch  ihre  Schnitte  auf  allen  Geraden  der  Ebene  im 
Allgemeinen  zwei-zweideutige  symmetrische  Punktverwandt3chaften(verg!.§  13 
der  von  Herrn  Tbomü  im  21.  Bande  der  Abhandlungen  der  mathematisch- 
physikalischen  Klasse  der  Königl.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften 
veröffentlichten  „Untersuchungen  über  zwei -zweideutige  Verwandtschaften 
und  einige  Erzeugnisse  derselben").  Es  befinden  sich  unter  der  Mannig- 
faltigkeit vier  Geradenpaare,  uftmlich  die  acht  Doppeltangenten,  weil  je 
zwei  derselben  die  Projectionen  des  Pol arkegel Schnittes  von  N  hinsichtlich 
eines  Kegels  des  Büschels  sind  oder  weil  in  ihnen  die  von  N  aus  an  die 
Kegel  gelegten  Tangentialebenen  sich  mit  ä  schneiden.  An  dieser  Stelle 
können  wir  auch  zeigen,  dass  es  nicht  mehr  als  acht  Doppeltangenten 
geben'kann.  Verbindet  man  die  beiden  Punkte,  in  denen  eine  durch  N 
und  eine  Doppeltangente  gelegte  Ebene  I',  berührt  und  con^truirt  die 
Fläche  zweiten  Grades  durch  r^  und  einen  Punkt  der  Verbindungslinie, 
BO  enthält  sie  diese  ganz  und  hat  demnach  mit  der  genannten  Ebene  nur 
diese  eine  doppelt  zu  zählende  Gerade  gemein,  sie  ist  also  ein  Kegel, 
Eine  Doppeltangente  kann  also  nichts  Anderes  sein,  als  ein  Schnitt  einer 
Ton  N  an  einen  der  vier  durch  1'^  gebenden  Kegel  gelegten.  laa^ft'oMaLVftNi'iLTi.'Ä 
mä  #,  d.  b.  OB  giebt  nur  acht  Doppeltangenten.    z  gehStX,  luc'^i  ui'A.  ^"a.  ^«* 
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Mannigfaltigkeit,  die  Verbindungslinie  der  beiden  Doppelpunkte  der  C^ 
als  Schnitt  der  Nordpolebene  n,  der  Polarebene  von  N  für  O,  mit  iS  und 
ist  doppelt  zu  z&hlen.  z  ist  ausserdem  die  einzige  Gerade,  auf  der  die 
Mannigfaltigkeit  eine  Involution  bestimmt.  0  ist  nftmlicb  die  von  N  ans 
projicirte  Polare  des  Punktes  N  hinsichtlich  des  Flächenbüschels,  da  n  ja 
die  Polarebene  von  N  für  O  ist.  Auf  dieser  Polaren  treffen  sich  nun  die 
Schnitte  der  Polarebenen  (n')  hinsichtlich  ((Z^)  von  N  und  die  zogehörigen 
Flttchen  ((Z^)  in  denselben  Punkten,  bestimmen  daher  ebenfalls  eine  In- 
volution auf  dieser  Geraden.  Ihre  Projectionen,  die  Stützkegelschnitte,  be- 
stimmen daher  auf  0^  der  Projection  der  Polare,  wieder  eine  Involution. 

Somit  haben  wir  auf  sehr  einfache  Weise  Einsicht  in  einige  Eigen- 
schaften der  C^  gewonnen,  und  wir  können  auf  dem  angegebenen  Wege 
wohl  auch  andere  ableiten.  Besonders  wichtig  scheint  es  mir  indessen, 
wie  schon  zu  Anfang  erwähnt,  dass  man  so  klar  die  verschiedenen  mög- 
lichen Erzeugungen  durch  projective  Zuordnung  von  Büscheln  von  Curven 
zweiter  Ordnung  sieht,  während  auf  anderem  Wege  die  Auffindung  viel 
schwieriger  sein  dürfte. 


V. 

Abgekürzte  algebraisohe  Division  bei  quadraüsohem 

und  höherem  Divisor. 

Von 

C.  Reuschle 

in  Stuttgart. 


Das  bekannte  abgekürzte  Verfahren,  das  bei  der  Division  einer  ganzen 
algebraischen  Function  durch  einen  linearen  Divisor  von  der  Form  {x—a) 
so  vielfache  nützliche  Dienste  leistet,  kann  anch  anf  die  Division  mit  qua- 
dratischem und  höherem  Divisor  ausgedehnt  werden.  Bei  Anwendung 
eines  Schiebzettels  (siehe  unten)  erhftlt  man  ein  sehr  kurzes,  fibersichtliches, 
rasch  und  sicher  auszuführendes,  schematisches  Verfahren,  welches  gegen- 
Aber  der  Staffeldivision  eine  sehr  wesentliche  Abkürzung  der  Rechnung 
bietet,  und  welches  natürlich  den  Fall  des  linearen  Divisors  als  speciellen 
Fall  in  sich  enthSlt  Durch  diese  wesentliche  Abkürzung  ist  auch  der 
Name  „abgekürzte*  algebraische  Division  gerechtfertigt,  wShrend  die  sonst 
in  der  elementaren  Arithmetik  üblichen  Benennungen  „abgekürzte^  Multipli- 
cation  und  „abgekürzte^  Division  bei  Decimalbrüchen  zweckmässiger  durch 
„nttherungsweise*  Multiplication  und  Division  zu  ersetzen  wSren. 

Wird  die  Function  f»**^  Orades  in  x 

1)  f{x)  =  a^«*  +  aiX^-^+  . . .  -J-  fln-ia?  +  a, 

durch    den    quadratischen   Divisor  {a^  —px-^q)    dividirt,    so   erhftlt  man 
als  Quotienten  eine  Function  (n  —  2)^^  Orades ,  die  mit 

bezeichnet   sein   m9ge,   und   als   Best   eine  lineare  Function  in  x  von  der 

^^™  ToX  +  r,  , 

somit    hat  man  auf  Orund  des  fandamentalen  Divisionssatzes  (Divisions- 

probe):  Dividendus  =  Divisor  X  Quotient  -|-  Best 

die  folgende  IdentitSt: 

2)  /(o?)  =  (a:«  -  p^  -  q).f{ac)  +  {r.at:  +  r,)  , 

welche   ausführlich   geschrieben,    wenn   der  Kürze   wegen  n  gleich  5  ge- 
Dommes  wird,  lautet: 
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ao»*+a^aJ^a,»'+a5aJ*+a4a^fa5==  (aj*--l)a;--g)(&o^*+&i«*+2>f «  +  6$)  +  (*'o*+''i) 


=  b^x^+  b. 

Ä*+    \ 

x^+  \ 

x^ 

-Ph 

-P\ 

-Ph 

Ph 

-2^ 

—Qh 

-g6, 

X 


woraus  durch  Coefficientenvergleichung : 

»0=  h 

-ah 


also:  i 


+  ^0  i 

l>i  =  Ph  +<h 

h=^Ph+ah+^ 


«6=n 


in=  ih+^ 

damit  sind  die  Coefficienten  der  Quotientfunction  und  der  Bestfunciion 
recurrirend  bestimmt  durch  die 

Regel:  h  ist  gleich  a^j  jedes  folgende  b  erhftlt  man  durch  Mnliipli- 
cation  des  vorhergehenden  &  mit  p  und  des  zweit -vorhergehenden  b  mit  q 
und  Addition  beider  Prodncte  zum  ebensovielten  a;  Tq  bestimmt  sich  wie  ein 
weiteres  b,  wShrend  r^  durch  Multiplication  des  letzten  5  mit  q  und  Addition 
znm  letzten  a  sich  ergiebt. 

Auf  Grund  dieser  Begel,  bezw.  anf  Grund  der  obigen  Bestimmnngs« 
gleichungen  für  die  b  und  r  erhält  man  an  Stelle  der  Zeit  nnd  Platz 
raubenden  gewöhnlichen  Sta£feldivision  folgende  rechnerisch -mechanisch 
auszuführende  abgekürzte  Divisionsmethode. 

Auf  einen  Schiebzettel: 


schreibe  man  in  die  rechte  untere  Ecke  die  Zahl|>,  links  daneben  g.  Als- 
dann schreibe  man  auf  das  Blatt,  auf  welchem  man  rechnet,  die  Quotient- 
function: .  ,         .  ,        .  ,        ,  , 

«0^  +  aiX*+  a^x^+  (hx^+a^x+a^  , 


sondere^  da  der  Rest  linear  in  x,  also  zweigliedrig  ist,  unter  den  beiden 
letzten  Gliedern  ein  Rechteck  ab,  alsdann  werden  unter  den  Coefficienten 
^o>  ^19  ^8»  ^  ^^6  Coefficienten  bQ,  5^,  ^2,  2^3  der  Quotientfunction  nnd  im 
Rechteck  die  Coefficienten  Tq  und  r^  der  Restfunction  erscheinen,  wenn 
man  so  verföhrt:  unter  Gq  schreibe  man  5o(=ao),  stelle  den  Schiebzettel 
SO;  dass  das  p  des  Schiebzettels  das  a^  des  Dividenden  verdekt;  bilde 
das  Product  der  übereinander  stehenden  Zahlen  auf  dem  Schiebzettel  nnd 
dem  Blatt,  also  das  Product  ph(r^ P^q)i  addire  dasselbe  zum  nächsten  a, 
das  beisst  zu  a^ ,  giebt  b^  und  schreibe  das  ge^vm^wi^  "b^  wxAäx  ol^\ 
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.^\.  *>  .  ■^  -"-  *-  *  ■ 


■•  ^-.*  ■*  •  N^-, 


aj"  +  «4  »*  +  Ojä;'  +  fl,«*  +  04«  +  Ö5 


»0 

(-ao) 


61 


alsdann  verschiebe  man  den  Scbiebzettel  horizontal  nach  rechts  um  ein 
Glied,  80  dass  p  Aber  hi  zn  stehen  kommt,  bilde  die  Prodncte  der  Über- 
einander stehenden  Zahlen  und  addire  deren  Summe  (ph^+Qh^  tum  nächsten 
a,  das  heisst  zn  a^,  giebt  ft,,  das  nnter  Og  gesetzt  wird: 


x*+a^sfi  +  a^z^+a^x  +  Og 


Pf 


Die  beiden  nSchsten  Yerschiebangen  geben  in  derselben  Weise  ^3  nnd  r^. 
Nach  der  hierauf  folgenden  Verschiebung  kommt  p  über  das  bereits  im 
Rechteck  stehende  Tq!  wobei  man  (vergleiche  die  letzte  der  obigen  Be- 
stimmnngsgleichungen  Tj  t=s  ^ft^-|.  05)  zn  beachten  hat: 

Sobald  eine  Zahl  des  Schiebzettels  fiber  einer  Zahl  im 
Rechteck  steht,  ist  deren  Product  nicht  mehr  zn  bilden;  man 
hat  also  nur  noch  das  Prodact  der  flbereinander  stehenden  Zahlen  q 
nnd  &3  zn  bilden  nnd  znm  letzten  a  zn  addiren,  womit  r^  gefunden  nnd 
nnter  05  geschrieben  wird: 


«  +  «6 


^0  ^1  ^%  ^8 

Beispiel: 

(4a^+  5ä*-  6««  +  84»  -  12)    durch    («« -2x  +  3)  zn  dividiren. 

Die  ganze  Rechnung  ist: 

! 
{^ijfi+  53^+  OiT»-  6flj«+84a?  - 12):  (a;«-  2«  +  3)      •  sohi6b«»tfL 


13      14    -17 


8       39 


-3 


Aus  diesem  Schema  liest  man  je  nach  Bedflrfniss  sofort  ab: 


4a?*  +  5fl?*-  6x«+  84a;-  12 


oder: 


a?*  -  2a;  +  3 


(4a;»+13a;«+14a;-17)+-^ 


8a; +  39 


a;*-2a?  +  3  ' 


4a;»  +  5a;* -  6a;«  +  84a;  -  12  -  (a;»-  2a;  +  3)(4a;»  +  13a;»+  14a;  -  17) 

+  (8a;  +  39). 

Als  kürzeste,  meist  genügende  Probe  giebt  man  dem  x  einen  be- 
stimmten Werth,  am  bequemsten  den  Werth  1^  wodurch  man  als  Coefficienten- 
probe  erhält: 
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„   ■.  1.^       •^*.  "      •.••»   ^      -1        *     •*^'*      ^    t—        X     -*   .-S,^^  jf* 


J?  d.  Coef&cienten  d.  Dividenden  =  Z  d.  Coef&cienten  d.  Divisors 

X  '^  d.  Coeffioienten  d.  Quotienten  +  ^  d.  Goef&denten  d.  Bests; 

also  im  obigen  Beispiel: 

75  =  2 .  14  +  47  =  28  +  47  =  75. 

Werden  die  Coeffioienten  r^  und  r|  der  Restfanotion ,  das  heisst  die 
Zahlen  im  Bechteok  beide  gleich  Null,  so  geht  die  Division  auf,  oder: 
so  hat  die  gegebene  Dividendenfnnction  die  quadratische 
Function  als  Factor,  oder:  so  bat  die  durch  Nullsetzung  der  Dividenden- 
fnnction entstehende  Gleichung  die  Wurzeln  der  durch  Nallsetznng  der 
Divisorfunction  entstehenden  quadratischen  Gleichung  als  Wurzeln ,  wShrend 
die  Übrigen  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  die  Wurzeln  der  durch  Nall- 
Setzung  der  Quotientfunction  entstehenden  Gleichung  sind. 

Soll  der  erhaltene  Quotient  nochmals  mit  demselben  quadratischen 
Divisor  dividirt  werden,  so  kann  man  die  zweite  Division  unmittelbar  an 
die  erste  ansohliessen ,  man  erhttlt  als  Divisionsschema  mit  doppelter  An- 
wendung des  obigen  Schiebzettels  unter  Weglassung  der  x\ 

4       5       0-6       84    -12 


4      13     14    -17         8       39 


4     21     44    -80 


woraus  man  ausser  der  obigen  Identität  als  Resultat  der  zweiten  Division 
zunScbst  ablesen  kann: 

4it;«+13a;«  +  14a;-17-(a:«-2a:  +  3)(4a;  +  21)  +  (44a;-80); 

als  Resnltat  der  zweimaligen  Division  liest  man  ab  (Probe  wie  oben):  . 

4a;fi+5x*-6^»+84a:-12-(a;«-2x+3)«.  (4a;+2l) 

+  (a;»-2a:+3)(44a;-80)+(8a;+39) . 

Damit  ist  zugleich  gezeigt;  wie  mittelst  der  wiederholten  ab- 
gekürzten algebraischen  Division  bei  quadratischem  Divisor 
in  kürzester  Weise  eine  ganze  algebraische  Function  nach 
Potenzen  eines  gegebenen  quadratischen  Factors  mit  in  z 
linearen  Coeffioienten  entwickelt  werden  kann. 

Schreibt  man  die  letzte  Gleichung  in  der  Form: 

4a;^+  5a;^-  6a;»+  84a; -12  44rc  -  80  8a?  +  39 

{x^^2x  +  ^y  '^      '^      '^x^-2x  +  i^{x'-2x  +  ?^y 

so  ist  damit  gezeigt,  wie  die  wiederholte  abgekürzte  algebraische 
Division  bei  quadratischem  Divisor  ganz  von  selbst  auf  die 
Zerlegung  einer  gebrochenen  Function  von  der  Form: 

in  eine  Samnae  von  PartialbrUcVxeii  vou  dft\  ¥ot\i\\ 
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ax+ß  yx  +  d  Ix  +  (i 


(a^^px^-gY        (x^  —  px  —  qy-  *  («*  —  jp  oj  —  5) 

ffihrt,  wobei,  falls  die  gegebene  Function  unecht  gebrochen  ist,  wie  im 
obigen  Beispiel,  die  in  ihr  enthaltene  ganze  Function  ebenfalls  sich  ein- 
stellt, so  dass  damit  ein  Integral  von  der  Form 


/ 


«-='  ,. 


(x^—px—qY 
in  kürzester  Weise  auf  Fundamental -Integrale  yon  der  Form 

J  {x^-px-qY 
zurfickgeführt  ist. 

Ist  die  gegebene  Function  von  der  Form 

m  _ 

(ax*  +  2hx  +  cY  ' 

80  mnes  vor  der  Schiebzettel -Division  der  Coefficient  vona;'  im  Nenner  auf 
die  Einheit  gebracht  werden,  was,  um  Brüche  während  der  Bechnnng  zu 
vermeiden,  mittelst  der  Substitution 

y 

a 
geschieht;  wodurch  man,  wenn  f  vom  m*^  Ghrade  in  x  ist,  erhftlt: 

f{x)  ^W    a^  Ky\a)  

{ax^+  2hx  +  cY  "  fy*  +  26^  +  cY  "  ""^    *^^'"*"  ^^^  "^  ''''^'  ' 

wo  fijf^a)  die  mit  a  homogen  gemachte*  Function  f{y^  andeuten  soll; 
damit  sind  in  Beziehung  auf  die  Integralrechnung  auch  die  Integrale 
von  der  Form  /»  ^fj\ 


J  (a^ 


erledigt-  J  («^•+2&«  +  cy 

Ergeben  sich  bei  der  mehr&chen  Division  lauter  constante  Beste, 
d.h.  werden  die  ersten  Zahlen  in  allen  Rechtecken  gleich  Null,  so  ist  die 
Dividendenfunction  eine  Function  des  quadratischen  Divisors. 

Beispiel:  Zeige,  dass  die  Function 

f{x)  «  2a;«  +  6x^+  15x*+  20x»+  16a:»  +  7«  -  6 
eine  Function  von  {a^  +  x  +  1)  ist  und  schreibe  dieselbe  als  solche  an. 

*  lab  z.  B./'(x)  =  ax'+ßx^-¥yx^d,  so  ist  /"(i^,  0^=  a^^-Va^^'^-Vo^i^-Va^^ 

Zeittcluift  f.  Mmihem»tik  u.  Pbj§ik.  4L  Jahrg.  1896.  %.  Heft.  'i 
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Die  Bechnnng  ist: 
2         6  15 


20 


16 


7        -6 


2 
2 
2 


4 
2 


9 
5 


0       0-6 


0       -5 


BoUebMttal 
-1         -1 


0 


also: 


fix)  -  2(a!*  +  «  + 1)»+  3(«*+  «  + 1)«  -  5(«»+  «  + 1)  -  6  . 


Es  wird  einleuchtend  sein,  wie  man  das  Verfahren  der  abgekürzten 
Division  anf  beliebige  Divisoren  höheren  Orades  aasdehnen  kann;  z.  6.: 

fix)  -  «'  -  4««  -  37«*  +  80ir*  -  36x»  -  6«»  +  29«  +  4 

soll  durch  («*  +  6x"  —  3«*  +  2)  dividirt  werden. 


Der  Schiebzettel  ist   -  ^ 

:   -2      0 


3      -5 


der  Best   wird  vom 


3**°0rad,  enthalt  also  vier  Glieder,  so  dass  das  Bechteok  unter  die  vier 
letzten  Zahlen  des  Dividenden  za  setzen  ist. 

Das  Divisionsschema  wird: 


1 

-4 

-37 

80 

-36 

-6    29    4 

1 

-9 

11 

-2 

5 

6      7     8 

also: 

/'(a:)-(a^+6a;»-3ic«+0ir  +  2)(a;«-9a;»+lla?-2)  +  (5a;»+6a;*+7ir+8). 

Ebenso  leuchtet  rückwftrts  ein,  dass  bei  linearem  Divisor  yon  der 
Form  (a;  —  a)  in  die  rechte  untere  Ecke  des  Schiebzettels  a  zu  setzen  ist;  der 
Schiebzettel  wird  übrigens  entbehrlich,  man  setzt  einfach  a  vorne  hin  und 
erhftlt  die  bekannten  Schemata  („einfaches"  und  y^yollständiges" 
Divisionsschema),  z.B.:  y(^)  ,  2r'-7«'+ 5«-10 


woraus  abzulesen: 


2     -1 


2-4 


femer: 


vC«)  -  2«» -  7«»+  5«  -  10  -  ix  -  3)(2«» -  «  +  2)  -  4  ; 

2«»-7«*+5x-10 


woraus  abzaleaen: 


3 

'2 

-  1 
5 

2 

17| 

-  4 

3 

2 

3 

2 
2 

11 
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(•)v(«)-2«»-7a;«  +  5iP-10-2(flj-3)»+ll(flj-3)«+17(a;^3)-4 
oder,  wenn  man  s.  B.  nach  der  zweiten  Division  abbricht: 

2x»-7a;«+5a;-10-(2a?  +  5)(a;-3)«+17(a;~3)-.4    etc.  — 

Entsprechend  der  Identität  2)  Seite  93  hat  man  für  die  Fanction  1) 
nSmlicb 

bei  linearem  Diyisor  a?  —  a  die  (in  praxi  au^  dem  einfachen  Divisionsschema 
absniesende)  Identitftt 

3)  f{x)'~{x^a).f{x)  +  R, 

a 

wenn  f(x)  wieder  die  bei  der  Division  mit  {x  —  o)  sieb  ergebende  Qnotient- 

a 

fnnction  nnd  R  den  Best  bedeutet;  mit  x  — >  a  erbftlt  man  hieraus 

4)  /•(«)  -  B  , 

60  dass  daraus  die  fundamentale  Identit&t  resaltirt: 

Die  Oleichong  4)  enthält  den  folgenden  bekannten  Satz,  den  ich 
als  Bestsatz  der  algebraischen  Function  /*(a?)  bezeichnen  und  so  aus- 
sprechen möchte: 

Der  Best,  den  die  Function  f{x)  bei  der  Division  mit  {x  —  a)  Jässt, 
ist  der  Werth,  den  die  Ftmction  für  X'^  a  annimmt,  nämlich  f(a), 
im  obigen  Beispiel  also  9)(3)  — >  •—  4 ;  ist  femer  f{a)  »0,  das  heisst  geht  die 
Division  auf,  so  erhftlt  man  aus  5)  den  ersten  Fundamentalsatz  der  Theorie 
der  algebraischen  Gleichungen,  der  sich  bei  Einführung  des  besonderen 
Zeichens  f{x)  fttr  die  Quotientfunction  so  aussprechen  l&sst: 

a 

Hat  die  Gleichung  f(x)  ''O  die  Wurzel  a,  das  heisst  ist  f(a)  —  0,  so 
hat  f(x)  den  Factor  (x  -  a);  der  MUfacior  ist  f(x),  das  heisst  die  übrigen 

a 

Wurzeln  der  Gleichung  sind  Wurzdn  von  f(x)  —  0. 

a 

Zum  letzten  vollständigen  Divisionsschema,  wodurch  man  eben  in  kür- 
zester Weise  die  Entwicklung  einer  algebraischen  Function  nach  Potenzen 
von  (x  —  o)  erhält,  und  das  bei  der  Wurzelyerkleinerung,  sovrie  bei  der 
Reduction  einer  algebraischen  Gleichung  (Wegschaffung  des  zweithöchsten 
Gliedes)  benutzt  wird,  möge  noch  als  neu  die  folgende  sehr  gute  Probe 
angefflhrt  werden:  Nimmt  man  die  Divisionszahl  a  um  1  grösser,  also  im 
obigen  Beispiel  gleich  4,  so  giebt  Gleichung  (*)*. 


-i* 
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g)(4)-2  +  ll+17-4-26, 

das  heisst  gleich  der  Summe  der  Bechtecks-Coefficienten,  wShrend  9)  (4) 
auch  direct  durch  Division  von  g)(x)  mit  a;  —  4  bestimmt  werden  kann,  so 
dass  die  ganze  Rechnung  sammt  Probe  sich  so  gestaltet: 

2«^- 7«*+ 5«  -10 


3 

2     - 
2 

-1 

■ 

5 

2    - 
17 

-  4 

3 

3 

2 
2 

11 

4 

2 

1 

9 

26 

>    Samme  dei  Bechi«cki  -  Goeffloienten 


26 


Die  Allgemeingiltigkeit  der  Probe  leuchtet  ein. 

Im  Anschluss  an  die  Identität  5)  —  welche  ja  bekannt  ist,  aber 
durch   die   Einführung   eines  besonderen   Zeichens  f(x)  für   die  Quotient- 

a 

function   einen   höheren  Grad   von  Brauchbarkeit  erlangt,   was   besonders 
hervortritt,   wenn  man  weiterhin   etwa  f(x)  für  den  Quotienten  einführt» 

aß 

der  bei  der  Division  von  f(x)  mit  (x  —  ß)  sich  ergiebt,  etc.  —  mOge  noch 

a 

angeführt  werden,  dass  sich  aus  derselben  mit  Leichtigkeit  gewinnen  Iftsst: 

1.  Ein  elementarer,  rein  algebraischer  Beweis  für  die 
Stetigkeit  der  algebraischen  Functionen. 

2.  Eine  elementare,  rein  algebraische  Methode  zur  nfther- 
ungsweisen  Auflösung  numerischer  algebraischer  Oleichungen, 
welche  im  Grund  nichts  Anderes  ist,  als  die  Newton'sche  Nfthernngs- 
methode,  aber  vor  letzterer  den  Vorzug  hat,  dass  sie  in  der  Aus- 
führung  der  Rechnung  etwas  einfacher  ist,  und  dass  sie  ohne  den  Be- 
griff der  abgeleiteten  Fanction  entwickelt  werden  kann;  man  findet  leicht: 
Ista  eine  Näherungswurzel  der  Gleichung /'(o;)  «=  0,  so  bestimmt 
sich  die  Correction  e  aus: 

a 

Da  die  Gleichung  5)  darcb  Ableitung  nach  x  ergiebt: 

a  a 

woraus  mit  x^=  a  folgt:  ^.  .        .,.  \ 

a 

80  leuchtet  die  Identität  dieser  Methode  mit   der  Newton'schen  Methode 
unmittelbar  ein. 

3.  Eine  neue,  ungezwungene,  quasi  ganz  von  selbst  sich  darbietende 
Methode    zur    Entwicklung    der    Theorie    der    symmetrischen 

FüDctioneD,  wobei  ich  nur  die  Gleichung: 


Von  C.  Beüsohlb. 
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/•(«).••« 

m  .f , 

f(„\ 

f(y)    y 

1    ^ 

1  ^ 

4  « 

* 

Tyy)  — 

aß 

a*       a 

|3»      /? 

y*     y 

— •  etc.'  :  . 


•   • '. 


anfuhren  mOchte. 

4.  Eine  neue,  sehr  bequeme  Methode  zur  Partialbruchzerlegun'g''' 
gebrochener   algebraischer  Functionen,    die   ich  hier  noch  kurz 
skizziren  will. 

Die  Anwendung  der  Fundamental -Identität  5)  auf  f(^  ündp(a;)  giebt 
mit  a  sUtt  «:  .  ^(^)  =  (-r  -  a) .  /•(»)  +  f{a) 

a 

g(x)==(x-a).g(x)  +9(0) 

a 

woraus  durch  Elimination  des  Absolutgliedes: 


f(x) .g{a)  -  f{a) .g(x)  =  (x- a). 


oder  nach  Division  mit  p(a).^(a;): 


a 


ff(x) 


/•W-SS-i'W 


i'C«) 


+ 


/'W 


9{x)  '  9{a) 

sich   ergiebt.    Diese  Qleichung  spricht  fUr  die  gebrochene  Function 


den  analogen  Satz  aus,  wie  Gleichung  5)  für  die  ganze  Function  f{x). 
Durch  Division  mit  (x  —  ä)"  folgt  weiter: 


m 

g{x) 


fi^) 


/(«) 


/(a?) 


+ 


«rC«)  . 


(a?  -  a)'. g {ac)      {ac  -  a)'.g(ä)        (ae  -  o)«- ».  g(ae) 

Diese  Gleichung  spricht  den  algebraischen  Satz  aus: 

Sati  von  der  Absonderang  eines  Fartialbraehs  nebst  Ergftnzongsbrach: 
Von  der  g^ochenm  (ägebraiscJien  Function 

G(x)' 
deren  Nenner  den  «'fachen  Factor  (x  —  a)  hat,  das  hüsst  von  der  Function 

G(x)       (x  -  a)'.  g(x) 
Ubtt  sieh  ein  Partialbrveh  absondern  mit   dem  Nenner  (^x  —  o^  m"^^  ^*"*> 
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Constanten  Zähler  -j-l  ;  der  Ergäneünfd>rueh  ist  ein  einfacherer  Brtu^  van 

derselben  Art  wie,  der  gegehena^  t^frt»  i^enner  einen  Factor  (x  —  a)  weniger 
enOiäU  und  dessen  Zähler*'iüc^' 

.    f(^y^'-J*P- .  g{^)    oder     ^    \.       ,.\ 
gegaen.iH,    \  '  I 

«         _  •    •     » • 

•iW^lfdftt  man  aaf  den  Ergftnznngsbrach  dasselbe  Verfahren  an,  etc.  etc., 
^  y.^  ^«^rhlllt  man  schliesslich  die  yollständige  Zerlegung  des  gegebenen  Bruchs 


**.  '  in    seine   Partialbrücbe   und  damit    sofort  das   Integral 


J  ö(*) 


dx.     Die 


Methode    kann    als    ,  Methode   der    successiyen    Absonderung   der 
Partialbrüche*  bezeichnet  werden. 

Mit  Anwendung  des  abgekürzten  Diyisionsschemas  erhält  man  folgende 
übersichtliche  und  kurze  Rechnung  zur  Absonderung  eines  Partialbruchs: 


Beispiel: 


x^+2x^' 

f  2 

X+Z 

{x  -  \)\x  f  \y 

«■  +  «*«  +  8«  +  8 

1 

18           6 

8 

1«          ' 

—  2 

* 

1 

1            8 

4 

2  x^+x-l 


(x-l)»  '   (x-lX^  +  l)* 


etc. 


X«   4-    Ix    +  1 
x'-h«    —    1. 


Ganz  analog  erhält  man  mittelst  der  Identität  2)  S.93  im  Falle  imaginärer 
Wurzelfactoren  yon  Q-{x)  die  Absonderung  eines  trinomischen  Partialbruchs 
mit  Nenner  (pf—px  —  qf. 

Die  nähere  Ausführung  dieses  und  der  oben  erwähnten  Punkte  behalte 
ich  mir  für  eine  spätere  Veröffentlichung  vor. 


*  NB.  EinsetzQug  von  a;  =  a  in  den  „übrigen  Bestandtheil**  des  gegebenen 
Bruchs. 


VI. 
Oeometrisohe  Bedeutung  der  Parüalbruchzerlegung. 

Von 

C.  Reüschle 

in  Stuttgart. 


Die  Partialbruchzerlegung^  welche  in  der  AnaJysis  yorzugsweise 
zur  Auswerthung  der  Integrale  gebrochener  algebraischer  Fanctionen  von 

der   Form    -^  .    benützt  wird,   ist  zugleich  anch,  insbesondere  wenn  man 

Partialbruchabsonderungen  vornimmt  (siehe  den  vorigen  Artikel) ,  ein 
sehr  nützliches  Mittel  zur  identischen  Transformation  solcher  Fanctionen 
und  damit  zur  Gewinnung  von  Eigenschaften  der  durch  solche  Functionen 

m 


a{x) 


dargestellten  Curyen ,  für  welche  ich  den  Namen  |,oscilliren  de  Hyperbeln^ 
vorschlagen  mOchte. 

Analog  nenne  ich  die  Curven 

y  =  fix)  =  aofl?"  +  ajic"-'  ^ h  a,- 1«  +  ä«  , 

ihrer  hin  und  her  oscülirenden  Oestalt  wegen  oscillirende  Parabeln, 
welche  sonst  wohl  parabolische  Curven  genannt  werden;  aber  ab- 
gesehen davon,  dass  der  Name  parabolische  Curve  in  durchaus  zu- 
treffender Weise  für  diejenige  Curve  einer  Fläche  gebraucht  wird,  welche 
die  hyperbolischen  Flächenpunkte  von  den  elliptischen,  oder  die  sattel- 
förmig gekrümmten  Flächentheile  von  den  kuppenfOrmig  gekrümmten 
Flächentheilen  trennt,  ist  für  die  obige  Curve  der  Ausdruck  parabolische 
Curve  doch  wohl  zu  wenig  sagend;  in  meiner  Praxis  der  Cnrvendiscussion* 
(S.  152)  habe  ich  im  Gegensatz  zu  den  binomischen  Parabeln  diese 
Curven  allgemeine  parabolische  Curven  genannt,  was  aber  unzulässig 
ist,    da   der    Name  allgemeine  Curve,    wie    ich    damals   ausser  Acht 


*  C,  BeuBcble,  Praxis  der  Curvendiscussion.    Stullgw^,  \>A^. 
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Hess ,  im  Gegensatz  zu  singulftrer  Cnrve  gebraucht  wird ,  und  jede  osoillirende 
Parabel  n^^  Ordnung  im  od  fernen  Punkt  der  Ordinatenachse  einen  (n — 1)- 
fachen  Punkt  mit  (n  — 1)  mit  der  oo  fernen  Geraden  zusammenfallenden 
Tangenten,  das  heisst  einen  Curvenpunkt  von  der  höchst  möglichen  Singularitftt 
hat,  also  eine  speciellst-singuläre  Curve  n^^' Ordnung  ist.  Die  Be- 
rechtigung des  Namens  oscillirende  Parabel  tritt  auch  besonders  deut- 
lich bei  Aufzeichnung  derjenigen  Curven  hervor,  die  man  aus  der  Sinus- 
linie y^sinx  bezw.  Cosinuslinie  y^cosx^  das  heisst  den  oscülirenden  Curven 
xcxt' i|ox^v,  erh&lt,  wenn  man  die  unendliche  Reihe  ftlr  sinx  bezw.  005a? 
sucoesive  nach  dem  ersten,  zweiten,  dritten  u.  s.  w.  Glied  abbricht. 
Entsprechend  wären  im  Raum  die  Flächen  von  der  Form 

z^F{x,y)     bezw.    z^-^ß^. 

wo  F  und  G  ganze  rationale  algebraische  Functionen  sind,  als  oscillirende 
Paraboloide  bezw.  als  oscillirende  Hyperboloide  zu  bezeichnen,  sie 
werden  von  jeder  Ebene  senkrecht  oi^y- Ebene  nach  einer  oscillirenden  Parabel 
bezw.  oscillirenden  Hyperbel  von  derselben  Ordnung  geschnitten.  Nöther 
nennt  die  Flächen  von  der  Form 

z  =  E{x,y)  , 

wo  E  eine  eindeutige  Function  ist,  Monoide,  die  oscillirenden  Paraboloide 
und  Hyperboloide  wären  also  algebraische  Monoide. 

Wird  nun   von  einer  Function  von  der  Form  y  =  ^,  \  i   z.  B.  von 

a{x) 

U{x-^2) 
^^    (ir  +  l)(rc-3)«   ' 

welche,  wie  die  Gleichung  unmittelbar  zeigt,  eine  oscillirende  Hyperbel 
4^  Ordnung  (die  stark  ausgezogene  Curve  der  Figur)  mit  y  =  0  und 
0?  +  1  =  0  als  gewöhnlichen  Asymptoten  und  x  —  3  =  0  als  Bückkehr- 
asymptote und  durch  die  Punkte  (0,  0)  und  (2,  0)  auf  der  o;- Achse  gehend, 
darstellt,  der  Partialbruch  mit  Nenner  {x  +  \)  abgesondert  (vergL  den 
vorhergehende  Artikel  S.  102),  so  erhält  man 

3 

_      4a;(a;-2)     _      4  1     13a; -27 

^"(a;  +  l)(a?-3)«       a?-f  1  "^  4      (x-3)>    ' 

1     13«  -  27 
wobei  der  Bruch  t  — ; k^^t-  als  .Ergänzungsbruch**  des  abgeson- 

4      (x  —  o)* 

3 

4 
derten  Partialbruchs  — r-r   zu    bezeichnen    wäre.     Damit   lässt  sich  die 

x  +  l 

osoillirende  Hyperbel  auch  schreiben: 
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y- 


3 
4 


1    13« -27 


oder: 


x  +  l       4     (flJ-3)« 
4[(«+l)y~|-](«-3)«=(a;  +  l)(13a:-27)  . 


Hieraas  folgt,  da  bei  der  Homogenisirung,  wenn  oo  als  homogeni- 
sirende  Verftnderliohe  benützt  wird,  rechts  noch  der  Factor  txf  hinzntritt, 
nach  dem  Princip  der  linearen  Combination : 

Die  Hyperbel  zweiter  Ordnung  (in  der  Figur  fein  ausgezogen) 

3^ 

4  3 

y  =  ^^-jp^,      oder     (a?  + l)y  - -^  =  0  , 


fX 


welche  die  Asymptoten  y=sO  und  x  +  1  =  0  bat,  steht  im  od  fernen  Punkt 
der  letzteren  Asymptote  in  dreipunktiger  Berührung  mit  der  in  der 
Figur  stark  ausgezogenen  osoillirenden  Hyperbel ,  womit  diegeometrische 
Bedentang  des  abgesonderten  Partialbruchs  charakterisirt  ist. 

Weiter  ergiebt  sich  noch  die  geometrische  Bedeutung  des  gleich  Null 
gesetzten  Zfthlers  des  Ergftnzungsbruchs,  insofern  die  in  der  Figur 
gestrichelt  aasgezogene  Gerade  13  a; -27  =»0  in  ihrem  endlichen  Schnittpunkt 
mit  der  Hyperbel  zweier  Ordnung  eben  den  einzigen  «udiWO^i^XL^^oxc^ 
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punkt  der  beiden  Hyperbeln  liefert  (zunftchst  folgt:  die  Hyperbel  zweiter 
Ordnung  hat  im  oo  fernen  Punkt  der  Ordinatenachse  fünf  Punkte 
mit  der  oscillirenden  Hyperbel  gemein,  da  sie  von  o;  +  1  =  0  berührt,  also 
zweipunktig,  von  13  o;  — 27=3  0  einpunktig  und  von  cd'b=0  zweipunktig 
in  diesem  oo  fernen  Punkt  geschnitten  wird;  da  aber  die  oscillirende 
Hyperbel  in  diesem  oo  fernen  Punkt  zugleich  einen  Rückkehrpunkt  mit  der 
Asymptote  o;  —  3  =  0  hat,  so  steht  dieselbe  mit  der  Hyperbel  zweiter  Ord- 
nung in  5  —  2 ,  das  heisst  dreipunktiger  Berührung  im  oo  fernen  Punkt  der 
Asymptote  o;  + 1  =  0,  ausserdem  stehen  die  beiden  Hyperbeln  im  oo  fernen 
Punkt  der  Abscissenachse  in  zweipunktiger  Berührung,  so  dass  mit  Hinzu- 
nahme des  oben  erwähnten  endlichen  Schnittpunkts  die  5  +  2  + 1 »  das 
heisst  acht  Schnittpunkte  beider  Hyperbeln,  wie  es  sein  soll,  bestimmt  sind). 
Allgemein  gilt  der  die  geometrische  Bedeutung  einer  Partial- 
bruchabsonderung  aussprechende  Satz: 

Wird  von  einer  echt  gebrochenen  (algebraischen  Ftmction 

^      G(x)      (x  -  a)g(x) 

welche  eine  oscülirende  Hyperbel  n**'  Ordnung  darsklU,  wenn  g{x)  von 
(«  -  2)**^  Qrad,  f(x)  vom  («  —  2)**^  oder  von  niedrigerem  Grad  ist,  und 
deren  NennerfuncHon  G(x)  den  einfachen  Factor  (x  —  a)  hat,  ein  Partial- 
hruch  mit  dem  Nenner  (x  —  a)  abgesondert^  und  dieser  FärOdlbruch  als 
Ordinate  einer  Curve  betrachtet,  so  ist  diese  Curve  für  die  oscülirende 
Hyperbel  eine  asymptotische  Hyperbel  eweitcr  Ordnung,  welche  im  oo  fernen 
Punkt  der  Asymptote  05  — a  — 0  in  dreipunktiger  Berührung  mit  der 
oscillirenden  Hyperbel  steht^  und  deren  endliche  Schnittpunkte  mit  den  (n  —  3) 
eur  X-Achse  parallelen  Geraden,  welche  durch  den  gleich  Nuü  geseteten 
Zähler  des  Ergäneungsbruches  dargestdU  werden,  die  (n  —  3)  erMichen 
Schnittpunkte  der  beiden  Hyperbeln  sind. 

Der  Satz  folgt  ohne  Weiteres  aus  der  Form: . 

^^^^  {x'-a),g{a)  g(x) 

in  welche  sich  die  Gleichung  der  oscillirenden  Hyperbel  gem&ss  der 
Fundamentalgleichung  von  der  Absonderung  eines  Partialbruchs  (vergleiche 
S.  101)  bringen  l&sst,  sobald  diese  Gleichung  homogenisirt  ist. 

Ist  (x  —  a)  ein  mehrfacher  Factor  der  Nennerfunction ,  wie  z.  B.  {x  —  3) 
ein  Doppelfactor  des   Nenners  im  obigen  Beispiel,   so  Ittsst  sich  leicht  ein 
analoger  Satz  aufstellen. 
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III.  Ein  Analogon  sa  den  Enler'sohen  Interpolationiformeln. 

Ans  der  Lagrange'schen  Interpolationsformel  lassen  sieh  bekaantlich 
ohne  Weiteres  die  Enler'sohen  Formeln 


"      «" 


Srik'^'  («-0,1,. ..«-2) 

n         n — 1 

entnebmeiL  In  ähnlicher  Weise  kann  man  die  Cauchy'sche  Interpolations- 
formal  benutzen,  wie  im  Folgenden  gezeigt  werden  soll. 

Die  Cauchy'sobe  Aufgabe  lautet:  ,,Es  ist  eine  gebrochene  Fonction 

-Vxi  deren  Zähler  eine  ganze  Function  m*^^  und  deren  Nenner  eine  ganze 

Function  n**^  Grades  wird,  aus  den  (m  +  n  +  l)  Bedingungen  herzustellen, 
dass  dem  Argumentwerthe  tx  der  Functionalwerth  t^i  für  il  —  0 , 1 , 2 , .  .(m  +  n) 
zugehOrf 

Die  Lösung  ist  folgende:  Setzen  wir 

yerstehen  wir  weiter  imter  tj,  i,,  ...  im  der  Reihe  nach  alle  Combinationen 
von  m  Oliedern  der  Zahlenreihe  0,  1,  2,  ...  (m  +  ti)  und  unter 
^11  ^>  -**  ^»+1  diejenigen  Zahlen,  welche  die  i  zu  der  gesammten 
Reihe  0,  1,  ...  (m  +  n)  vervoUstftndigen;  und  yerstehen  wir  ferner  unter 
h}  U^  •••  ^  ^^^  ^11  ^8t  •••  ^41  AehnlicheSy  dann  ist 

.r\      X7  g»(g) 

Beide  Functionen  <p{e)  wie  ^(f)  sind  in  den  Indices  0,  1^  2^ . . .  (m  +  ti) 
sfmmetnaeb  gebildet 


1) 
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'-^  .•%_  -  -^  ^„^^  -->-    y     — — 


Jetzt  denken  wir  uns  unter  q{z)  eine  willkürliche  ganze  Function 
(w  —  1)**°  und  unter  t(jp)  eine  solche  («  —  !)*•*  Grades  und  setzen 

«^a-^        (A-0,  l,...in  +  n-l), 
dann  wird  ^   ^ 

fOr  e  ^  Zq,  e^j  ...  jerm+n— i*  Nun  besitzt  das  Polynom  der  letzten  Gleich- 
ung den  Grad  (m  +  n  —  1),  und  da  gleichzeitig  (w  +  «)  Wurzeln  der 
Gleichung  bestehen,  so  ist  sie  identisch  erfüllt,  und  man  hat 

2)  vW  -  ^-^  *w. 

Der  letzten  Forderung  der  Cauchj'schen  Aufgabe  zufolge  muss 

sein.  Hat  man  nun,  wie  wir  annehmen  wollen,  u^m+n  so  gewählt,  dass 
es  Yon  Q{ein+n)  •  ^C^m+n)  Verschieden  ist,  so  kann  die  letzte  Gleichung  nur 
befriedigt  sein,  wenn  tf;(j0m4.n)  —  0,  das  heisst,  wenn  n^{ß)  durch  (^  — iw+n) 
theilbar  ist.     ^{z)  enth&lt  nach  1)  Wm+n  nur  linear: 

Giebt  man  dem  Wm-\'n  mehrere,  unsere  Beschränkung  aber  nicht  ver- 
letzende WerthCi  so  zeigt  sich  ohne  Weiteres,  dass  %{b)  und  %i{e)  durch 
{z  —  ^m+n)  theilbar  sind.  Daraus  folgt,  dass  für  jedes  tTm+m  ohne  irgend 
welche  Einschränkung  tf;(jer)  den  Factor  (ir  —  ^m+ir)  hat   Wir  dürfen  daher 

annehmen.  Dadurch  wird  Hf{s)  symmetrisch  m  e^^  e^^ ,  . ,  Zf^^n»  Folglich 
ist  es  durch  {e  —  e^{z  —  e^  ...  {e  —  Zm+n)  theilbar.  Da  aber  der  Grad 
von  ^{z)  nur  gleich  n  ist,  so  stellt  sich  heraus,  dass  '^{z)  identisch  Null 
ist.     Gemäss  2)  gilt  das  Gleiche  von  q>{z\     Wir  sehen  also:   Setzt  man 

<^2-^         (A-0,l,...fn  +  n), 

wobei  q{z)  und  x{z)  zwei  ganze  Functionen  (m  —  !)*•"  und  (n—l)*^ 
Grades  bedeuten,  dann  wird 


3) 


X'Wt,  .  .  .  «>*     ,       y—^ ^— p —  0, 

(0  ,      V 

. . .  ißt  — 7 — V 7 -■  U. 


2'«.. 


*(«»,)  • . .  «i^Zkm^C^ 
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In  diese  Formeln  tragen  wir  nun  die  Werthe  der  to  wirklioli  ein  und 

bezeichnen  dabei  ^/^  \ 

g(ex)      Qx 

Jede  der  beiden  Gleichungen  3)  mulüpliciren  wir  mit 
and  erhalten  dadurch 


4) 


^^*'-'*-+»-'''-'''»pA.)-.M'*.+,)"^' 


0) 


Bedenkt  man  jetzt,  dass,  abgesehen  von  einem  hier  indifferenten  Vor- 
zeichen, die  beiden  Functionen  |){(ip)  und  qi{e)  sich  nur  durch  die  Zahl  der 
Factoren(je;— jET/^)  unterscheiden,  der  enp,(£r)  nach  der  Definition  m  und  9,(iP)  ebenso 
n  besitzt;  bedenkt  man  femer,  dass  über  q  und  r  nur  gesagt  ist,  sie  sollen 
ganze  Functionen  (m  —  1)*®*^  und  («  —  1)**°  Grades  sein,  so  folgt,  dass  die 
beiden  Gleichungen  4)  dasselbe  darthun.  Wir  brauchen  uns  also  bei  weiteren 
Umformungen  nur  mit  einer  von  beiden,  z.B.  mit  der  ersten  zu  beschäftigen. 

In  diese  setzen  wir  ein: 

?  W  —  «*o  +  «*i<f  +  ^t?  +  •  •  •  +  «*m-  i^~S 


•   A.  ^W^^'o+^'l^  +  ^S^^H h  Vn-l«^* 


M.  n  MM  w    ^^^     czj%   — I —     K/^«  Mi     — ■ —     t/Ä  Ki       — I —    ■    •    •    — r^     -mä^   _  ^    -m  r 

Dann  wird: 


5)  1  or./^.y ... 

(  («  +  /3  +  y  + n  +  1), 

wobei  i^  eine  symmetrische  Function  von  ^Jb.)*.* /e^jb,  •  ^  bedeutet,  von  der 
ein  Glied  hinter  S  angedeutet  ist.  In  £  tritt  jede  synmietrische  Func- 
tion von  jer*,|.-«  iP*, .  1  auf,  welche  keine  höhere  als  die  (m  —  1)*®  Potenz 
jedes  Zk  enthält.     Wir  wollen  solche  allgemein  durch 

Om — 1  [JCi , . . .  fCn  ~i) 

bezeichnen.  Jedes  mOgliche  Sm—i  kommt  in  5)  vor,  und  zwar  ein  jedes 
mit  einem  anderen  Froducte  u^^u^u^,,,  multiplicirt. 

Die  gleichen  Schlüsse  gelten  für  ti,,...tt^,  so  dass  dabei  alle 

erscheinen.  ' 

Trägt  man  nun  5)  und  das  entsprechende  Resultat  für  i^(^i,)**-t(^j,J 
in  4)  ein,  dann  ergiebt  sich  aus  der  Willkürlichkeit  der  u  und  der  t;:  Es  ist 

wenn  über  die  S  und  die  p  die  oben  gemachten  kiLiL^\i\xi^XL  ^^W»^"^. 


110  Kleinere  Mitth^ilungeiL 


Endlich  kann  man  noch 

setzen,   wo  die  o',  o", ...   die   elementaren   symmetrischen  Fonctionen  von 
^iii^i%9"^im  ^®d®^^i>*    Wegen  der  WUlkürlichkeit  von  0  kann  man  in  6) 
an  Stelle   von  Pi(e)  irgend  eine   dieser   Functionen,   die   allgemein  dnrch 
<'(hf •••*»,)  bezeichnet  werden  sollen,  einführen. 
Jacobi  versteht  unter 

das  Product  aus  allen  Differenzen  der  Grössen  ^,i?, C, ...  von  den  GrOssen 
ä\  Bfj  C, ...,  indem  man  immer  die  zweiten  von  den  ersten  abzieht 
(Werkeln,  S. 503).     Benutzen  wir  dieselbe  Abkürzung,  so  haben  wir 

Dies  ist  die  allgemeine  Formel^  welche  sich  den  Enler'schen 
zur  Seite  stellt. 

Weiteres  ergiebt  sich;  wenn  man 


«^a-^      (A-0,1, 2,. ..m  +  n) 


setzt  und  dabei  für  q  eine  ganze  Function  m**^^  für  i  eine  ganze  Function 
n*^  Grades  nimmt, 

Q{e)  -  iP"»  +  u^e""-^  +  u^tr-^  + . . .  +  u«, 

r(e)  —  lef  +  VjjEr"— *+  t?,ief"-*H 1- 1;„. 

Dann  kann  sich,  wie  aus  der  Betrachtung  von 

(p{z)t{0)  -  '^(0)9(0)  -  0 

folgt,  g>  von  Q  und  ^  von  r  nur  durch   den    gleichen   constanten   Factor 
unterscheiden.     Das  giebt  bei  Berücksichtigung  des  Coefficienten  von  sf^: 


V 


?('».)  •  •  •  ?(«*,+ 1)  • «(«'.)  •  •  •  «(«*„) 


durch  die  Einfübning  der  8  geht  diese  Formel  in 

fiber.     Setzt  man  insbesondere  q(z)  — >  f"",  dann  kann  im  Zähler  der  rechten 
Seite    von  8)  kein  Glied  mit  iP*"""^,  i^""*,...  voiVommwi^  xhdä  a\ao  wird, 
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wenn  tf   eine  von  1   yenohiedene  elementare  symmetrische  Fanction  von 

^^O»- 1  (tj ,  .  .  .  Im)  .  «^^ . . .  ^*„^i •<JC*ii  •••*»») 

-Zf  { K, . . .  «^*^^.i)(^.„ . . .  eij  ] 

werden.     In  ähnlicher  Art  lassen  sich  noch  andere  merkwürdige  Formeln 
ableiten. 

Giessen,  den  12.  Januar  1896.  E.  Nbtto. 


a) 


lY.  Die  Waiserwellen. 

In  dem  Bache  «Elemente  der  theoretischen  Physik  von  Dr.Christiansen 
(Universität  Kopenhagen),  deutsch  von  Dr.  Joh.  Müller,  Leipzig  1894, 
Barth",  mit  empfehlendem  Vorworte  von  Professor  E.  Wiedemann  in 
Erlangen,  wird  auch  obiges  Thema  als  Beispiel  für  die  Anwendung 
der  Gleichungen  von  Lagrange  auf  drei  Druckseiten  behandelt.  Ich 
erlaube  mir  im  Folgenden  eine  etwas  einfachere  Darlegung,  welche  ich 
mir  bei  dieser  Gelegenheit  bildete,  zu  geben;  dieselbe  soll  übrigens  neben 
den  Hinweisen  auf  das  Buch  doch  von  demselben  unabhängig  geführt 
werden. 

Mit  der  Annahme,  dass  jedes  Theilchen  eine  ebene  Bahn  parallel 
der  «j9- Tafel  beschreibe,  fällt  sogleich  die  zweite  der  drei  Gleichungen 
von  Lagrange,  diejenige  hinsichtlich  y,  ausser  Betracht  und  wir  erhalten 

xdx/da  +  (0-g)d0/da  +  dP/da  =  0, 

xdx/dc  +  (i-'g)dß/dc  +  dP/de  =  0, 

worin  «,  j9  die  zweiten  Differentialquotienten  nach  der  Zeit,  g  die  Erd- 
beschleunigung, P==p/q  den  hydrostatischen  Druck  durch  die  Dichte  der 
Flüssigkeit  bedeuten;  a  ist  die  Abscisse,  c  die  Ordinate  des  Wassertheilchens 
in  der  Ruhelage;  c  auch  die  betreffende  Tiefe  unter  der  ruhenden  Ober- 
fläche {0  abwärts  positiv),  während  sich  nach  x  die  Welle  fortpflanzt 
Zu  a)  kommt  noch  als  Continuitätsgleichung : 

dx/da     dB/da 
dx/dc     dz/dc 

Nun  wird  präsumirt,  oder  von  der  Beobachtung  entlehnt,  dass  die 
Theilchen  Kreise  beschreiben,  deren  Mittelpunkte  um  $  ober-  oder  unterhalb 
der  Ruhelage  seien.     Also  ist  für  irgend  eine  Zeit  U 

c)  x=^a'\' rsin^^    /»  =  c  +  «  +  rco^Ö,     %^mi'\'na. 

Hier  bedeuten ,  sage  ich  gleich , 

m»^2nlx     und     n  =  27i/A 
in  der  ßiereotfpen  Bezeichnung  für  die  8chwingnng%4a\i^T  xxxidL  NR  AXwäää^^^i, 


b) 


=  1. 


112  Kleinere  Mittheilangeo. 

Die  letzte  Gleichung  führt  das  Bach  als  zweite  nnter  i)  auf»  die  vor- 
letzte ohne  solche  Bezeichnung,  welche  von  a)  bis  m)  reicht;  r  und  8  sind 
Fanctionen  von  c. 

Bildet  man  aus  c)  die  Differentialqnotienten  yon  x  und  0^  welche  in 
a)  und  b)  vorkommen,  so  wird  ans  a): 

l  {m^-gn)rHn»  -  dP/da  =  0, 
®^  \m*rdr/dc+{m*rco8B  +  g)(]  +  d8/dc)  +  gco8ddr/dC''dP/dc^0 

and  aas  b)  wird: 

d8/dc  +  nrdr/dc  +  [nr(l  +  d8/dc)  +  dr/dc]co8B  =  0. 

Das  Buch  zerfUlt  diese  letzte  Gleichung,  da  sie  fClr  jedes  0  oder  ^  be- 
steht,  in  die  zwei 

d)    d8/dc  +  nrdr/dc==0    und    nr{l+  ds/dc)  +  dr/de=:0; 

dagegen  wende  ich  dieselbe  Schlussweise  vorerst  auf  die  erste  der  beiden 
Gleichungen  an,  wodurch 

oder  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 

Ä  =  A  =  11 

t       2w 


/^  2» 


and 

i) 

dP 

und  zweitens  -r —  =  0;    das    heisst  der   hydrostatische   Druck,   der   beim 

Wasser  (^s=l)   identisch  mit  P,  ist  unabhängig  von  der  Abscisse,  was 
man  auch  a  priori  hätte  annehmen  dflrfen. 

Aus  der  zweiten  Gleichung  e)  erhält  man  mittelst  derselben  Schluss- 
weise   die    zwei    Gleichungen,    in    denen    ich   bereits   mittelst  g)   das  m 

eUminirt  habe,    g^rdr/dc  +  g{\  +  d8/de)  -  dP/dc  =  0 
^^^  nr(l  +  ds/dc)  +  dr/dc  =  0 

(nach  Weglassung  des  Factors  g). 

Die  letzte  Gleichung  ist  mit  der  zweiten  d)  identisch,   die  vorletzte 
wird  es  mit  der  ersten  d)»  wenn  man 

oder  '^/''  =^' 

h)  P=-gc, 

setzt,  was  ebenfalls  a  priori  vom  hydrostatischen  Drucke  bekannt  ist. 

Also    hätte    man    nach    dieser    Anschauung    oder    Reihenfolge    sagen 
kOnnen:  die  Continuitätsgleichung   wird  bei  der  Annahme  c)  u.  s.  w.  iden- 
tisch erfüllt    Die  Gleichung  f)  des  Buches  fällt  hiermit  als  bedeutungslos 
hinweg. 
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^-^  ^'-^#-.-.-'-"./"  --'-' 


Mit  Integration  der  beiden  Gleichungen  d)  wird  einerseits 
(Constante  Nnll,  da  in  hinreichender  Tiefe  s  and  r  Null  sind),  oder 

k)  , -, 

das  heisst  der  Mittelpunkt  der  Kreisbahn  rückt  nach  oben  von  der  Buhe- 
lage  des  Theilchens  ans;  und  anderseits 

n[c  +  «)  +  ^^  =  consti 

und,  wenn  für  c  =  0  statt  8  und  r  gelten  8  und  12, 

nS  +  logB  =  cem«^; 
das  heisst: 
^^^^  /(^(Ä/f)  =  n(c  +  5  -  fi^  =  njy, 

1)  r  =  Ä.c-'»^=l?e->''^/^. 

^  ist  die  Tiefe  des  Bahnmittelpnnktes  irgend  eines  Theilchens  unter 
dem  Bahnmittelponkte  des  obersten  Theilchens. 

Was  das  Buch  weiter  von  der  Elimination  von  da/ de  ans  d)  sagt, 
ist  flberflüssig,  da  8  aus  diesen  beiden  Integralen  eliminirt  werden  kann. 
So  kommt  ^  1        12 


c  =  -  2(JP-r«)  +  -/<v— . 


oder 


-">  ''  =  ^'^7-T^**-'*)- 


V.  Erwärmung  flfttsiger  und  fester  Körper  durch  Druck. 

In  den  letzten  zwei  Jahren  veröffentlichte  ich  einige  Notizen  auch 
dieses  Betreffs,  welche  ausser  numerischen  Berichtigungen  auch  Erklftrungs- 
versuche  und  einige  didactische  Beziehungen  bieten  sollten.  Aber  eine 
Ableitung  der  auch  im  Folgenden  vorkommenden  Formeln  habe  ich  dort 
unterlaesen  aus  Scheu  vor  dem  Vorwurfe,  dass  man  ja  solche  aus  Clausius' 
Buche  oder  fthnlichen  entnehmen  kOnne  und  kein  Grund  vorliege  zu 
Wiederholungen.  Heute  werde  ich  diese  Scheu  etwas  zurückdrängen, 
indem  ich  mich  auf  das  Buch  von  Christiansen  (schon  erwähnt  S.  111) 
beziehe ,  mit  Abweichungsvorschlägen ,  die  auch  selbstständig  gelesen  werden 
können.  Engere  Hinweise  auf  das  genannte  Buch,  die  ohne  dessen  Yer- 
gleichung  noch  mindere  Bedeutung  hätten,  werde  ich  in  die  Anmerkungen 
▼erweisen. 

1.  §§  114 — 117  sollen  hier  erwähnt  werden,  wovon  der  erste  den  Titel 
führt:   ,Die  Anwendenden    des   zweiten  Haupteatzea.^     T)\%  mW  ^«cwd^Msii 
MarkiruDg  wie  im  Buche  versehenen  Gleichungen: 

Ztta^gm  t  MMtb^atMtik  a.  PbjBik    41.  Jahrg.  UM.  2.  HefV  tS 


114  Kleinere  Mittheilungen. 

a)  JdQ=^dU  +  pdv, 

sind  genngsam  bekannt.*    Es  wird  dann  mit  &  dividirt,  am  das  (totale) 
Differential  (l8  =  dQ:» 

der  Entropie  herzustellen;  d8  wird  ferner  analog  wie  d{7  in  b)  behandelt 
und  man  erhBlt  die  zwei  Oleichungen: 

38  _dU    ^ 
und 


^d8       rdU   .     1    ^ 


welche  beziehungsweise  nach  v  nnd  O  differenzirt  dnrch  Snbiraction  liefern : 

'  dv  d^ 

Die  Vereinfachung  der  rechten  Seite  nimmt  das  Buch  aber  erst  im 
§  116  bei  b)  vor  [nnd  im  §  117  gleich  nach  b)];  ich  schreibe  nämlich 
gleich  jetzt  3^ 

nm  80  mehr,  als  hernach  in  b)  und  a)    substitnirt  man  aach  statt  d)  im 
Buche  einfacher  erhält 

d-)  JiQ^^if^^Q.^i^. 

Der  erstere  Differentialqnotient  hier  bedeutet  Je«,,  wo  c»  die  specifische 
Wftrme  bei  constantem  Volum;  der  letztere  ist  bei  Gasen,  flEbr  welche 
p  =  22d  :  V  gilt,  gleich  22 :  t;,  so  dass  für  Oase 

JdQ  =  Jc9dd^  +pdv 

wird,  was  man  aber  auch  a  priori,   ohne  den  Umweg  durch  den  zweiten 
Hauptsatz,  hinschreiben  kann. 

2.  Bietet  §  114  meines  Erachtens  wesentlich  die  Einleitung  zu  §§  116 
und  117,  so  muss  auch  noch  §  115  vorangehen,  mit  dem  scheinbar  wenig 
sagenden  und  doch  zutreffenden  Titel:  „Die  Differentialquotienten. **  Was 
ist  nttmlich  dp/ de  für  Flüssigkeiten  und  feste  Körper?  Diese  Frage  wird 
am  Schlüsse  von  §  115  durch  f)  beantwortet. 

^  Suffixe  bei  den  zwei  Differentialquotienten  sind  entbehrlich,  da  durch  die 
randen  d  Bchon  die  partielle  Natur  derselben  ausgesprochen  ist  und  die  beiden 
unabh&Dgig  Veränderlichen  t^  und  ^   smd.    Im  T\i«v\^  ^"^  Oc^«ii  \&t  jeweils  die 
dritte  der  drei  Variablen  jpt;^  ala  constant  aiiZQie^i«n. 


Kleinere  Mittheilungen.  115 


HaaptsXohlieh  enthslt  §  116: 

und  noch  zwei  solche  Oleichungen  fflr  reciproke  Dififerentialqaotienten ,  da 
die  drei  Verftnderlichen  pvd^  den  Zustand  eines  Körpers  (seiner  Gewichts- 
einheit) bedingen;  und  als  weitere  Beziehung  den  Kettenschluss 

dp     dv      dd^ 

®^  dv  '  d»'  dp   "        ' 

letzteren  erhftlt  man  aus 

dp  =  -^dv  +  —^d^ 
^        de        ^   d^ 

durch  Nullsetzen  und  mit  Benutzung  von  d). 

Also  haben  wir  es  hier  mit  sechs  oder  yielmehr  nur  drei  Differential- 
quotienten zu  thun»  wovon  der  eine 

der  bekannteste  (a  der  cubische  thermische  Ausdehnungscoefficient) ;  den 
anderen  bezeichnet  das  Buch  mit: 

dv  V 

für  flüssige  und  feste  KOrper;  ich  schreibe  statt  dessen  wie  a.  a.  0.: 

c)  — —  =  —  ©Ä 

^  dp  *^' 

wo  ß  der  cubische  mechanische  Compressionscoefficient  der  flüssigen  und 
festen  Körper. 

Das  Buch  verweist  bei  dieser  Gelegenheit  auf  die  Elasticitätstheorie 
und  unterscheidet  zunächst,  wie  es  in  dieser  begründet  ist;  aber  jetzt  den 
Leser  verwirren  kann,  zwischen  den  flüssigen  und  festen  Körpern;  l  ist 
dort  die  Lamö'sche  Constante,  die  analog  dem  Elasticitätsmodul*  eine 
grosse  Zahl  isty  während  mein  ß  dem  «  verwandtschaftlich  näher  steht 
und  von  vornherein  keinen  unterschied  zwischen  den  beiden  Aggregat- 
zuständen im  gegenwärtigen  Betreff  aufkommen  lässt. 

Mittelste)  wird  alsdann  für  die  flüssigen  und  festen  Körper  gefunden: 

f)  i£.  =  ^. 

^  d&       ß 

3.  Mit  §  116  jyFlüssige  und  feste  Körper*'  tritt  die  Anwendung  des 
zweiten  Hauptsatzes   der    mechanischen  Wärmetheorie,    wie    schon    gesagt» 

*  Bei  den  festen  Körpern  wird  vom  Buche  dieser  mit  dem  seitlichen  Con- 

E 
XnotionB -CoeißcienteD  angeführt  ^  — — rv 
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erst  80  eigentlich  ein.    Ich  kann  gleich  an  obige  Gleichungen  d')   nnd  V) 
anknüpfen  und  schreiben: 

e')  JdQ=^JCvde+9^di>, 

P 

dvss  -_-_(j^-|--- — dp  SS  vad^-^vßdp, 
d^  dp 

also 

h')  JdQ:=(jCt,  +  jv9]d&-(xi>^dp. 

Ist  d|)  =  0,  so  bedeutet  die  linke  Seite  J.Cpd^^  wo  Cp  die  speciflsche 
WSrme  des  flüssigen  oder  festen  Körpers  bei  constantem  Drucke  vorstellt; 
also  wird*  o    «. 

JCp  =  JCv  + 


und  ^ 

i')  JdQ  =  JCpd&  —  av^dp. 

Für  den  Fall  der  Adiabase,  dQ^O,  ist 

dO=   °^      -dp 

JCp 

die   durch    Steigerung   des    Druckes   bewirkte   Zunahme   der  Temperatur. 

(Wenn  o   wie   meistens    positiv    ist;    im  entgegengesetzten  Falle  resultirt 

Abnahme  der  Temperatur.) 

4.  Oleich   darauf  beginnt  §  117    „Die  Wttrme-Entwickelung  bei  der 

Dehnung";  statt  des  letzten  Wortes  hiesse  es  besser  „Pressung*',  wie  auch 

der  Text  sogleich  vom   „  Drucke  **  p  spricht    Hierher  gehört  ja  die  letzte 

Gleichung;  aber  jetzt  wird  insbesondere  ein  fester  Cylinder  von  der  Masse 

M  und  Lftnge  {  axial  gedrückt;  die  Gleichung  a)  ist  entbehrlich  ftlr   das 

Folgende  und  ich  will  dieses  sogleich  nach  meiner  vorangehenden  Nummer  3) 

sozusagen  abschreiben: 

bO  JdQ  =  JMcid^  +  ^^dl. 

P 

Hierin  ist  Ci  die  speciflsche  Wttrme  bei  constanter  Länge,  a  der  ther- 
mische LSngencoefflcienty  ß  der  mechanische  (der  reciproke  Elasticitäts- 
modul).    Entsprechend  der  auf  e')  folgenden  Gleichung  von  3)  ist  jetzt 

dl    ^^  ,      dl 

ov  dp 

also  /  f 

Jdq  =  \JMci  +  j  l^\  d^-aiedp. 

*  Die  GleichuDg  mit  cp  wird  vom  Bache  ohne  obige  Vermittelung  (dp  =  0) 
hereingebracht  uod  nach  derjenigen  i)  nochmals  angefQhrt  und  mit  k)  bezeichnet. 
Vergl  auch  Anmerkung  S.  117. 
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•      ti^^"^     ^   -^   ^"Si 


Ist  d|>s=0,  80  bedeutet  die  linke  Seite  JMcpd^y  abo^ 

folglich  ß   ^ 

c)  JdQ^  JMcpd^  -  aiedp. 

Far  den  Fall  der  Adiabase,  e2Q  =  0,  ist 

JMcp 
Das  Buch  führt  die  Masse  m  der  Längeneinheit  ein ,  ich  ziehe  vor,  die 
LSnge  der  Massen-  oder  Gewichtseinheit  einzuftihren,   wie  anch  in  3)  das 
r  den  Baum  der  Gewichtseinheit  bedeutet,  and  schreibe 

d^  =^-= — dp. 

JCp 

(Vergl.  die  letzte  Gleichung  der  vorigen  Nummer  3.) 

Würde  der  Cylinder  gestreckt,  so  würde  eine  AbkOhlung  eintreten. 
Dass  ich  bei  dieser  Gelegenheit  im  vorigen  Jahre  über  die  hierbei  nicht 
berücksichtigte  seitliche  Verftnderung  gesprochen,  diese  Erwähnung  mag 
den  Schluss  der  gegenwärtigen  Notiz  bilden. 

VL  Adiabatische  Ausdehnung  realer  Oase. 

Bei  den  idealen  Ghtsen  giebt  es  bekanntlich  keine  innere  Arbelt,  so 
dass  bei  der  Ausdehnung,  wenn  die  äussere  Arbeit  Null  wäre,  auch  kein 
Energieverbrauch  stattfände.  Bei  den  realen  Gasen  aber  besteht  noch  ein 
wenn  auch  geringer  Zusammenhang  der  Theilchen.  Van  der  Waals' 
Zustandsgieichung,  nach  welcher  der  §  118  des  auch  in  meinem  voran- 
gehenden Artikel  erwähnten  Buches  von  Christiansen  lautet,  giebt  deshalb 
demp  des  idealen  Gasgesetzes  pv^  R&  den  Summanden  p'  —  a:f';  dieses 
Quadrat,  weil  ,ybei  wachsender  Dichte  sowohl  die  anziehenden  als  die  an- 
gezogenen Moleküle  näher  zusammenrücken/' 

Ausserdem  haben  die  Moleküle  einen  geringeren  Baum  als  v  zu  ihrer 
Bewegung  frei,  da  nicht  nur  der  von  ihnen  selbst  eingenommene  Raum  in 
Abzug  kommen,  sondern  etwa  ein  vier-  bis  achtfacher  h,  auf  dass  die  Be- 
weglichkeit der  Theilchen  aufhören  würde.  So  kommt  nach  van  der  Waals: 

a)  {p  +  ^^{v-b)  =  B9...** 

welche  für  grosse  v  wieder  zu  pv  =  B9  führt 


*  Diesmal  sagt  das  Buch  (statt  dp  =  0  zu  setzen)  ,,da  die  FormänderuDg  sehr 
klein  ist,  so  haben  wir  etc.'*  und  es  folgt  unvermittelt  die  Gleichung  o).  Vergl. 
Anmerkung  S.  116. 

**  Buchstaben  mit  )  vor  der  Gleichung  besiehen  sich  auf  Christiansen; 
ein  Accent  hierbei  aber  bedeutet,  dass  diese  Bezeichnung  oder  die  Formel  selbst 
in  diesem  Buche  nicht  vorkommt  und  von  mir  gewählt  wurde.    In  Ql^\Ox^asi%^\ 
und  a"j  i§t  daa  eangt  von  mir  gebraucht. 


118  Kleinere  Mittheilongen. 

Auf  den  letzten  der  acht  Seiten  seines  §118  kommt  Christiansen  zum 
titulirten  Betreff  und  führt  als  Zustandsgleichnng,  die  Clausius  auf  Onmd 
der  von  van  der  Wa als  angestellten  Untersuchungen  angegeben  hat,  an: 


-")  (^  +  är+wi)("- ')-■"'• 


(v  +  ßy 

Kirchhofes  Vorlesungen  über  Wärme,  erschienen  im  Jahre  1894, 
enthalten  in  IX  §  3  diese  Formel  nebst  ihrer  Ueberfühnmg  in  die  von 
Joule  und  Thomson  gelegentlich  ihrer  Versuche  aufgestellte  Form  (VII  §  6): 

,.  B&      const 

in  seinem  Buche  vom  Jahre  1876  führt  Clausius  (Abschnitt  X)  diese 
Versuche  an,  Gase  durch  Watte  adiabatisch  strömen  zu  lassen  (1854  und 
1862),  und  leitet  die  Gleichung  a')  aus  seiner  Theorie  ab.  Ausdrücklich 
erwähnt  er  seines  Vorgängers  Hankine>  welcher  schon  zu  den  Versuchen 
von  1854  die  Gleichung  aufgestellt  habe: 

a")  pv  —  iJO • 

Diese  ist  übereinstimmend  mit  a^),  wenn  man  darin  ß  und  h  ver- 
nachlässigt, wobei  const  —  a;  ebenso  stimmen  auch  a')  und  a")  überein, 
wie  man  sieht,  wenn  man  mit  p  dividirt,  als  Annäherung  im  Nenner  rechts 
pv  —  JR^  setzt  und  2?  zur  Constanten  schlägt.  Kirchhoff  erwähnt  hierbei 
auch  die  befriedigende  Uebereinstimmung  mit  den  Abweichungen  vom  Ge- 
setze pv^  B^^  welche  Hegnault  an  der  Kohlensäure  gemessen  hat. 

Auf  a^)  folgt  bei  Christiansen  die  thermodynamische  Grundformel: 

die  auch  in  meiner  vorangehenden  Mittheilung  steht,  desgleichen 

ao-  ,    du    dp  ,^ 

—  BS  Jc„     und      -  -     =• \T  —  ü  ; 

die  linke  Seite  von  h)  ist  Null  wegen  der  Adiabase  und  --  wird  nach 
a^)  gleich ;  +  /  ~T">i\rq5'  ^^^  ™i^  nochmaliger  Benutzung  von  a^): 

(indem  p  fortfällt). 

Nun  schreibt  Christiansen: 

und  integrirt  in  der  Form: 
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,,  "1^      «X'»-^^.' 


1)  Aü-Jr..A»  +  ^(i-i). 

wobei  sich  das  Wort  yyii&heniiigs weise''  nur  auf  die  Vernachlässigung  von  /3 
beziehen  kann.     Aber  alslann  folgen  die  Worte: 

„Dehnt  sich  das  Gas  aus,  ohne  einen  Widerstand  zu  haben,  so  bleibt 
die  innere  Energie  unverftudert.  Setzen  wir  demnach  in  der  Gleichung  1) 
ACT—O,  so  ergiebt  sich: 

Die  Temperatur  sinkt  in  diesem  Falle/'     Schlass  des  §  118. 

Da  liegt  ein  Fehler  vor;  nicht  d  {7  oder  A  TJ  ist  Null,  sondern  wegen  der 
Adiabase  Jd(i  in  h).   Im  Gegentheil  ist  d  CT  negativ  nach  der  aus  h)  folgenden 


Gleichung: 


O-dl^+pdv, 


oder  wegen  k)  /       2a  \ 

also  folgt  statt  m)  H«'  +  P)  ^         ^ 

Die  Integration  von  k)  zu  1)  ist  überflüssig  und  das  Besoltat  von 
Christiansen  hätte  ohne  dieselbe  gelautet: 

1  2a 

also  es  fehlt  das  pdv.  «^^»    K^  +  P)  ^ 

Für  ein  ideales  Gas  ist  a  —  0  und  die  Erkaltung  durch  Ausdehnung 
wird  nach  m«)  j^^^^  _  _  ^^^^ 

weil  eine  Gewichtseinheit  desselben  bei  der  Ausdehnung  doch  den  Druck  p 
der  dieselbe  umgebenden  Gastheilchen  überwinden  müsste. 

Es  interessirt  yielleicht  noch  mehrere  Leser  wie  mich,  zu  sehen, 
was  man  statt  m^)  findet,  wenn  man  statt  a^)  die  Gleichung  a)  benutzt: 

v  —  h      v*      dv      v  —  ft       dv      V  —  h      v  —  h      v* 

Es  unterscheidet  eich  also  n)  von  m^)  durch  den  Divisor  0  und  den 
Factor  2  bei  a.  (Von  ß  kann  man  absehen.)  Damit  klärt  sich  auch  der 
Widerspruch  in  Christiansen's  Worten  zu  a^):  „Diese  Gleichimg  stellt 
die  wirklichen  Verhältnisse  besser  dar,  aber  sie  führt  übrigens  im  Wesentlichen 
zu  denselben  Besultaten,  wie  jene  von  van  der  Waals'  ay  m)  enthält 
auch  den  Einßusß  von  &^   mit  dessen  Wachsen  d\!b  l&tV^!l\:Q3i%  ^^  >^<Sia&sst 


also: 
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f  .^^-v    -^  -*^-x*  ■ 


wird,  da  sich  dann  das  Gas  dem  idealen  Znstande  ntthert,  wie  mit  dem 
Wachsen  von  t;'.  (Der  erwfthnte  Factor  2  wird  sich  zar  experimentellen 
Prüfung  schwer  eignen.) 

Zum  Schlüsse  mag  noch  Kirchhofes  Referat  dienen:  Die  Experimente 
von  Thomson  und  Jonle  (1862)  haben  ergeben  als  Erkaltang  bei  der 
Druckabnahme 

o)  dO--^d|) 

und  die  Theorie  ergiebt  für  diesen  adiabatischen  Process 

p)  d^  —  consi  l^^-r  —  vlai)  —  consi  •  -\ — -  •  ^'  •  ij^\ 

ans  beiden  wird  d{v:^)      const 

oder  durch  Integration  ,       ^ 

V  const      B . 

B 
denn   die  Integraüonsconstante  —  erfüllt  die  Bedingung,   dass  für  grosse 

V       B       ^ 
&  das  ideale  Gesetz  —  ""  —  hervorgehe.     Man  sieht,  dass  diese  Gleichung 

mit  a')  übereinstimmt. '*' 

Augsburg.  ^^<>^'  ^   KvEZ. 

Vn.   üeber  die  Constmotion  der  Fläche  zweiten  Orades 

aus  neun  gegebenen  Punkten. 

Es  soll  die  Aufgabe  gelöst  werden: 

Wenn  neun  Punkte  im  Baum  gegeben  sind,  auf  einer  Ebene 
durch  drei  derselben  den  Kegelschnitt  q>  zu  zeichnen,  den  die 
durch  die  neun  Punkte  bestimmte  Fläche  zweiten  Grades  O  mit 
derselben  gemein  hat. 

Sind  neun  Punkte  im  Raum  gegeben:  NN' P^Pf^P^QiQ^Q^Q^,  so  lege 
man  durch  PiP^Pj  ^®  Ebene  (ä)  und  projicire  die  Punkte  Qi  von  ^  und 
N'  aus  in  die  Ebene  (iS).  Die  Punkte,  die  man  so  erhält,  seien  mit  Ät 
bez,  -4,'  bezeichnet  (t «—  1,  2,  3,  4).  NN'  möge  ^  in  S  treffen.  Auf  d 
haben  wir  nun  einen  Kegelschnitt  q)  durch  P^P^P^  so  zu  legen,  dass  die 
Projectivi täten,  die  auf  den  Geraden  Si'^  SAiAi'  durch  -4,-4,'  als  Paar 
und  die  beiden  Schnittpunkte  von  q)  mit  8i  als  Doppelelemente  bestinunt 
werden,  S  auf  vier  Punkte  Si'  abbilden,  die  in  einer  Geraden  n'  liegen. 
Denn,  nehmen  wir  einmal  an,  die  Fläche  <P  sei  construirt  und  projiciren 
wir  sie  doppelt,  von  N  und  N'  aus  auf  d,  so  bestimmen  die  Schnitt'^ 
punkte  entsprechender  Strahlen  auf  den  Geraden  5,  die  oben  angegebenen 


*  Um  die  Formel  p)  abzuleiten ,  in  der  ich  wegen  der  Gleichung  o)  die  spe- 
cifische  Wärme  Cp  bei  oonstantem  Drucke  auch  durch  eine  const  ersetzte,  mflsste 
man  welter  auaboleDt  als  dem  Zwecke  dieser  Mittheiluug  entsprechend  wäre. 


Projectivitaten:  Ai  und  A,'  sind  ein  Paar  iugeordneter  Punkt«,  die  Schnitt- 
punkte mit  der  Spar  <p  von  ^  Bind  die  sieb  selbst  entsprechenden  Ele- 
mente, nnd  die  Bilder  von  S  liegen  auf  einer  Geraden,  denn  wenn  man 
auf  einer  Geraden  s  durch  <S'  einen  Punkt  nach  S  hin  wandern  lässt,  so 
wandert  der  Schnitt  der  Verbindnngslinie  dieses  Punktes  (mit  N)  und  der 
Flache  0,  der  Punkt  A,  jedesmal  auf  einem  anderen  Wege  nach  2^'  und 
N'A  geht  in  die  verEchiedenen  Tangenten  über,  wenn  der  abzubildende 
Punkt  ^  erreicht,  das  heisst  die  verschiedenen  Bilder  S'  auf  den  Ter- 
schiedenen  Strahlen  Hegen  auf  dem  Schnitt  der  in  N'  an  (P  gelegten 
Tangentialebene  mit  i.  Wir  haben  also  nur  die  oben  aufgegebene  Con- 
etmetion  von  tp  auszufOhren,  um  <p  und  damit  auch  <D  zu  erhalten.  Die 
l'oustraction  kann  man  nun  im  Allgemeinen  linear  ausführen. 

Doch  brauchen  wir  eunachst  den  folgenden  Hilfssatz: 

Sind  auf  einer  Geraden  j;  drei  feste  Punkte  A,  A'  und  S  gegeben 
und  ausserdem  eine  Involution  J,  so  ordnen  die  ProjectivitElten,  die  auf 
s  durch  AA'  als  Paar  und  ein  Paar  der  Involution  (CC)  als  Doppel- 
elemente bestimmt  werden,  dem  Punkt  .S  solche  Punkte  S'  zu,  die  den  Paaren 
der  Involution  (CC)  projectiv  zugeordnet  sind. 

Beweis;  Wir  nehmen  /.wei  beliebige  Punkte  l,],'  ausserbaib  der  Ge- 
raden an  und  verbinden  A  mit  L,  A'  mit  //.  Die  Geraden  schneiden 
sich  in  M.  Durch  MLl.'  und  ein  beliebiges  Paar  der  Involution  CC'  ist 
nun  ein  Kegelschnitt  bestimmt,  und,  indem  man  alle  Paare  CC  hierzu 
nimmt,  erhalt  man  ein  ganzes  Kegelscbnittsbüscbel ,  das  ausser  LL'  M 
noch  einen  Orundgunkt,  etwa  A'  hat.  Wenn  wir  nun  die  Kegelschnitte 
y  des  Büschels  von  /,  und  von  /.'  aus  projiciren,  so  erbalten  wir  lauter 
ProjectivitSten,  in  denen  AA'  ein  Paar  ist,  und  in  denen  die  Punkte  CC, 
die  Schnittpunkte  der  betreffenden  Kegelschnitte  mit  s  Doppelelemente  sind. 

Um  in  einer  aolchen  Projectivitat  das  Bild  von  S  t,u  haben,  verbinde 
man  L  mit  S,  y  wird  dann  von  LS  noch  einmal  in  S"  getroffen,  und 
wenn  man  S"  von  /.'  ans  projicirt,  erhalt  man  dann  S'.  Nach  bekannten 
Sätzen  bestehen  dann  die  folgenden  Projecti  vi  taten: 

was  zu  beweisen  war.  '•        /'^     ' 

Zur  Construction  verfahre  man  nun  so:  Man  nehme  einen  Funkt  P^ 
beliebig  an,  z.  B.  der  Einfachheit  halber  auf  der  Geraden  i>,(—  SP^)  und 
lege  durch  P^P^P^P^  ein  BüKohel  von  Kegelschnitten  (y).  Jeder  Kegel- 
schnitt bestimmt  auf  jeder  Geraden  s,  eine  Projectivit&t,  indem  wir  AjA/ 
als  Paar  nnd  die  beiden  Schnittpunkte  des  Kegelschnittes  mit  si  zu  Doppel- 
elementen nehmen.  Diese  Projectivitfiten  mögen  S  bez.  auf  6'/^'6'g'6'/ 
abbilden,  nnd  es  ist  dann  nach  dem  Hilfssatz: 


122  Kleinere  Mittheilnngen. 

Diese  letzteren  Projectivitäten  sind  nun  zn  je  zweien  Perspectivenj 
denn,  wenn  idbji  im  Büschel  den  zerfallenden  Kegelschnitt  fi(PiP])  nimmt, 
so  ist  S  ein  Punkt  desselben,  das  heisst  S  entspricht  in  der  obigen  Pro- 
jectivitüt  sich  selbst;  für  diesen  einen  Kegelschnitt  fallen  also  vier  S)' 
S  zusammen,  das  heisst  die  zwischen  je  zvrei  Reihen  Si'S^  bestehenden 
Projectivitäten  sind  Perspectiven. 

Wir  betrachten  nun  die  beiden  Perspectiven  Sj'AS/  und  i^'AÄ,'  D&her. 
Zunächst  kann  man  sie  linear  construiren,  indem  man  die  zerfallenden  Eegal^- 
schnitte  (PjA)-{Pä^,)  und  {P^P,) . {P^P^)  zur  Construction  von  twA 
Tripeln  S/S^'S^'  benutzt.  Zwei  Paare  genügen  ja  schon,  um  das  Psf^ 
spectivitätscenlrnm  Jn  in  finden,  das  die  zwischen  entsprechenden  Punkten 
S,'  und  St  bestehende  Perspective  vermittelt.  Die  Strahlen,  die  z.  B.  (S/) 
mit  /|j  verbinden,  sind  dann  den  Kegelschnitten  projectiv  zugeordnet,  die 
S  auf  5/  abbilden.  Zu  jedem  Strahl  kann  man  also  den  zugeordneten 
Kegelschnitt  des  Büschels  leicht  finden.  —  Verbindet  man  nun  i/,,  und  /„, 
80  erhillt  man  demnach  sofort  den  einzigen,  eindeutig  nnd  linear  bestimmten 
Kegelschnitt  des  Büschels,  der  darch  seine  in  der  angegebenen  Weise  auf 
Si(i  —  1,  2,  3)  bestimmten  Projectivitäten  S  auf  drei  in  einer  Geraden  m/ 
liegende  Punkte  S^' S^' S^'  abbildet,  in  der  im  Allgemeinen  natürlich  das 
Bild  S^'  von  S  nicht  liegt.  Zu  einem  Punkt  P^  gehört  in  dieser  Con- 
struction ein  und  nur  ein  solches  Tripel  Sj'S^'S^',  das  auf  einer  „Tripei- 
geraden" n^  liegt.  —  Ist  P4  und  der  zugehörige  Kegelschnitt  gegeben,  so 
ist  er  die  Spur  auf  S  von  einer  Flache  zweiten  Grades,  die 

NN'P^P^P^P^Q^Q^Qg 
enth&lt,  und  n^'  ist  die  Spur  der  in  N'  an  die  Fläche  gelegten  Tangential- 
ebene. 

Indem    wir    nun  P^  variiren,  so    bestimmen    die  zugehörigen  Flächen, 

die    acht   gemeinsame    Punkte    haben  {^^''PiPs^sQiQtQi)'    ^'"^    Büschel, 

und    demnach    dreht    sich    die    Tangentialebene    von    N'    um   eine  Gerade, 

weil   sie    die  Polarebeue   eines   festen  Punktes   für  ein  EläcbenhUachel  ist. 

Ihre  Spur  n,'  dreht  sich  also  um  einen  Punkt.   Bezeichnen  wir  die  Flächen 

mit  (P,,  BO  haben  wir:  <-^  ^  ~^  „ 

«,  A(5^7\Pj, 

also  «i'^-Pt, 

den  Punkt,  um  dea  sich  n^    dreht,  beaeiclinen  wir  mit  N^. 

Genau    dieselbe    Betrachtung,    die    wir   ftlr   s^s^S^  anstellten,    kBnnen 
wir  nun  anch  für  s^s^s^  machen. 

Wir  können   durch  jeden   Punkt  P,  von   P^   wieder   einen   und  nur 
einen  Kegelschnitt   des  Büschels  (PiPsPa^J  'ege°.   für   den  die  wie  oben 
beatimmteu  Pnnkte  Sj S^' S^   auf  einer  Geraden  «,'  liegen,  und  wenn  man 
-^    varlirt,    so   dreht   sich  n.'  um  eineu  Vuntt  N^  "la  4«  ^\i6iift,  -"Dad  ex   , 


I 


( 


I 
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Ut  Hj7\P^,  also,  da  auch  n^7\F^  ist,  n^7\n^.  Wenn  wir  also  N^  uxA  N^ 
rerbindeo,  so  erhalten  wir  die  gesuchte  Gerade  n,',  und  daher  masB  ihr 
auf  p^  beidesnial  derselbe  Punkt  P^  entsprechen.  Mit  P^  ist  aber  ancb 
tp  gegeben.  Uan  braucht  ja  nnr  daa  zDgehOrige  Perspectiv itätscentrum  iTj^ 
zu  suchen,  das  natUt-lich  auf  n'  liegt,  and  dann  den  n'  zugeordneten  Eegel- 
Bcbnitt  des  BüBcheU  P^P^P^J'^  ic  der  Projectivitat ,  die  zwiacben  den 
Strahlen  des  Büschels  (/„)  und  den  Kegelschnitten  {P^P^P^P^)  besteht, 
die  Sauf  solche  Panlit6S,'A'%' abbilden,  deren  Perspectivitätscentrnm /,,  ist 

Man  kann  auch  folgende  Betrachtung  anwenden:  die  Flttchen  *j,  die 
S  auf  drei  in  einer  Geraden  liegende  Punkte  S,  S^  S^  abbilden  (und 
^N'QiQiQiPiPtPs  enthalten),  bestimmen  auf  §  ein  Büschel  von  Kegel- 
schnitlen,  von  dem  wir  drei  Gmndpunkte  PjP^P-j  kennen,  der  vierte 
ist  daher  linear  zu  finden,  und  die  gesucbte  Flüche  <!>  muss  ihn  ent- 
halten, nenn  anders  sie  S  auf  drei  in  einer  Geraden  liegende  Pnnkte 
S,'S^'Sg'  abbilden  soll,  Dasselbe  gilt  entsprechend  von  den  Flächen  (5, , 
die  zu  Cj  Qi  Qi  in  derselben  Beziehung  stehen  wie  '^^  zu  Q^  Q^  Q^.  Änch 
hier  kann  man  den  vierten  Grnndpunkt  des  auf  ö  bestimmten  Büschels 
linear  finden.  Damit  haben  wir  aber  fünf  Punkte  von  <p.  Ist  (p  bestimmt, 
so  kann  man  jeden  weiteren  Punkt  von  (P  in  bekannter  Weise  finden. 

Diese  Conslruction  unterscheidet  sich  dadurch  von  den  gebräuchlichen, 
dass  nur  in  einer  Ebene  conetruirt  wird.  Aus  der  Theorie  der  Flächen 
zweiten  Grades  wird  nur  der  Satz  gebraucht,  dafis  die  Polarebene  eines 
Punktes  fUr  ein  Büschel  sich  um  eine  Gerade  dreht, 

Jena  Dr.  H,  Liebuanh. 


Tm   Eine  neue  Formel  fUr  die  mittlere  Xrttmmnng 
und  das  ErünunungsmaaiB  einer  Fläche. 
Ist  eine  Fläcbeagleicbung  in  der  Form  gegeben  : 

1)  •-(«.»), 

)  dr&ckt  siob  ihre  mittlere  Krümmung  A  =  —  +  —  und  ihr  Krümmungs- 
1  *"■        *"" 

:  k^ bekanntlich  folge ndermassen  durch   die  partiellen   Ableit- 

Ijangen  erster  {p,  $}  und  zweiter  {r,  s,  t)  Ordnung  von  £  nach  x  und  t/  aus: 
^'  "-T.+r. (!+!.■+ s')l 

''  '       r,r,  -(l  +  p' 

Sind  nun  a,  b,  c  die  co^mu«  der  Neigungswinkel  der  Flächenuormaleu 
1  die  drei  ÄcbBen,  so  ist: 
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4) 


a  — 


(- 


g 

yi+p*+q* 

1 


yi+p'+^ 

Differepzirt  man  a  nnd  b  partiell  nach  x  und  y,  bo  erhilt  man: 

da  _  r(l  +  3*)  —  pqs 

8i         il  +  p'+9*)i  ' 


5) 


86       8(l  +  j>*)-j>gr 

ay""  (i+i>*  +  g*)f ' 

da       8{l  +  g^)  —  pqt 

sy  "  "äTFTäÖT' 


a6 
Sy 


t{l+p*)  -pqs 


(H-P*+««)I 

Eine  ganz  einfache  Rechnung  ergiebt  nun ,  dass  die  Werthe  fttr  h  und  k 
in  2)  und  3)  sich  durch  die  partiellen  Ableitangen  von  a  und  b  so  ausdrucken: 


6) 


Ä--  +  --  —  +  — 


7) 


r,       r, 

1      dx   ' 
da  da 

dy 

1 

dx  dy 

• 

»•i»-« 

dl   db 
dx  dy 

) 

Aehnliche  Formeln  ergeben  sich,  wenn  die  Gleichung  der  Fläche  in  der  Form : 

8)  f(x,  y,  0)  -  0 

gegeben  ist  Sind  /^,  f^,  f^  die  partiellen  Ableitungen  erster,  /^^,  f^^^  f^^^ 
/st«  ^ss)  /ss  ^^®  zweiter  Ordnung  von  f(x,y^B)  nach  x,  y,  j»,  und  setzt 
man  zur  Abkürzung  y^^  ft  i  fi  i  f% 

so  ist: 

9) 


a--f    .--f 


V 


Die  Uanptkrflmmungsradien  bestimmen  sieb  dann  bekanntlich  als  die 
Wnrzeln  der  quadratischen  Gleichung  in  q: 


10) 


^"  +  7 
h 


Uz 
Uz 


f 


« 


u 


0. 
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Man  findet  hieraas  für  h  nnd  h  die  Werthe: 


...1 


f.      r. 


^-fii(f,*+f,*)-fu(f>*+fi)-fs,(fi'+ft*)^Witfif,+fnftf»+f»if»fi) 


12) 


/ii 

As 

fxz 

fi 

1       1 

fn 
m 

ft 

fz 

/i 

U 

/•« 

0 

Bildet  man  nun  wieder  die  partiellen  Ableitungen  von  a,  &,  c  nach 
X,  y,  j9,  80  erhält  man: 


13) 


da 

3y 


v'^  y*dy~  F» 

gfl  /•.»  ,    fi^y      -fxtif%+ft)  +  fxf%fn  +  fxhfn 


36 

n 

de 


V    •    V*  dB 


F» 


-  hx  W  +  fi')  +  ftfifxi  +  ftfxfxx 

F» 


/m   .    ft  gy  ,-/•»(/•«'+  /"i*)  +f,ftfu+  UfxUx 


F  "^  F*3y 

iM4.A!r 
F  "^  F»  3« 


F» 


-  ^«(/i*  +  fx')  +  hftfn  +  ftfxftx 


!i»_/k4.A^  -  /•m(/'i'  +  f^)  +  fxhfxx  +  /^f«/"« 

dx            y^  V*  dx  F»                         ' 

!ü  _  _  4  4.  ij.  ^  -  fn(fi*  +  A*)  +  fx  f,f,x  +  f,f»fn 

8.»            V  "^  V*  dv  F» 


ö«  F  "^  F»  dy  F» 

Man  sieht  nan  leicht,  dass  der  Werih  von  A  in  11)  sich  durch  diese 
partiellen  Ableitungen  so  ausdruckt: 


14) 


,        1,1      da   ,  db   ,  de 
T]       r,      dx       oy       oy 


126 


Kleinere  Mittheilungen. 


um  h  auszudrücken,  lOst  man  9)  and  13)  nach  f^^  f^^  f^  besw.  /'jp 
A«»  /isi  /w»  ^88»  ^8»  a^f.  8ö***  *^80: 

/i  —  aF  u.  s.  f. 

da       f,   dV 

Geht  man  mit  diesen  Werthen  in  den  Ausdruck  für  k  in  12)  ein,  so 
erhftlt  man: 


*""f* 


-( 


F  3a;/     V    dy^VdyJ     \    de^  V  de/ 


db 

dx 


7'^+'" 


Y  dx 


)-{^:^^^D-( 


-   -aF 


a«^  F  a« 


)- 


6F 


\    dx 


'  V  dx 

-aV 


+ 
-bV 


h  »n 


)x)     \    dy^  V  dy)     \    de 


'    V  deJ 
-eV 


0 


Dieser  Aasdrnok  läset  sich  leicht  ttberfOhren  in: 


15) 


"»•i»"»" 


da 

dx 

86 

dx 

de 


dx 
a 


da 

dy 

dy 

de 
dy 

b 


da 

de 

db 

de 

de 

de 


a 


0 


Die    Bedingungsgleichnng    />  =  0    für    MinimalflSchen    ergiebt    nach 
6)  bezw.  14) : 


16) 


dx^  dy        ' 

dx      dy       de 


0. 


Diese  Gleichung  zeigt  eine  bemerkenswerthe  Aehnlichkeit  mit  der 
Bedingungsgleichung  für  die  Bewegung  einer  incompressibeln  Flüssigkeit 
in  der  Ebene  und  im  Raum.  Sind  u^  v^w  die  Geschwindigkeitscomponenten, 
so  müssen  diese  bekanntlich  der  Gleichung  genügen: 


bezw.  im  Räume : 


Gm  und. 


^«  +  ?*'  -  0 

dx      dy         ' 

du      dv       dw      ^ 
dx       dy       dz 


\)t.N .  ^ouuiEajfi:vAi^« 
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IX.  üeber  einige  nnendliche  Produote  und^Beihen. 

In  dem  Abscbnitte  „de  partitione  nnmerorum"  seiner  Introdnctio  in 
anal.  inf.  hat  Eni  er  mehrere  unendliche  Produote  in  Reihen  verwandelt^ 
wie  z.  B.  für  3*<  1  und  w  —  1,  2,  3, . . . 

{n(3i»  — 1)  fi(8i«  +  l)l 

andererseits  hat  Jaoobi  viele  derartige  Produote  durch  elliptische  Integrale 
au8gedrtLokt|  z.  B.  (Fundamenta  nova,  p.  89) 

zur  numerischen  Rechnung  eignen  sich  beide  Formen  aber  nur  bei  kleinen  g, 
liegt  dagegen  q  der  Einheit  nahe,  wie  z.  B.  2""0,  9,  so  lassen  sich  schon  fünf 
lichtige  Decimalen  nur  mit  Mühe  erreichen.  Unter  diesen  CFmstSnden  ist 
wohl  der  Nachweis  nicht  überflüssig,  dass  man  leicht  Gleichungen  bilden 
kann,  die  zwar  keine  absolute  Genauigkeit,  wohl  aber  eine  sehr  grosse 
Annäherung  bieten. '  Das  Mittel  hierzu  liefert  die  Summenformel  von  Mac 
Laurin: 

f{u)  +  /•(2u)  +  /•(3u)  + . . .  + /^(pu) 


worin  jB^,  J?g,  jBg  etc.  die  Bernoulli'schen   Zahlen  -^i   ^K*    äc%  ®^-  ^®' 
zeichnen  und  2^«  das  Ergänzungsglied  ist.* 
Es  sei  zunSchst 

nach  gehöriger  Reduction  erhält  man  für  j?  »  oo  und 


0 

die  Formel: 


J}(\-e-^)dx (1,  +  ^,  +  ^^  +  ...) 


TT« 


*  Eine  ausführliche  Discussion  der  obigen  Summenformel  und  des  zugehörigen 
Restes  enthält  der  Abschnitt:  „Die  Bernoulli 'sehen  Functionen  und  die  halb- 
convergenten  Reihen**  S.  210 — 242  in  Bd.  II  des  Verfassers  ,,Gompendium  der 
höheren  Analysis"  (auch  unter  dem  Titel  ,,  Vorlesungen  über  einz^ltvA  TbAÜ&  d&x 
Höheren  Analogie**),  4.  Aufl.,  Braunschweig  bei  Yieweg,  1%^^. 
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l[(l  -  «-»)(!  -«-«»)(1  -  «-»») . . ,] 
«       ««1   /2«\ 

24  ~  e^i  +  2 'VV/ "  ^'- 

Der  Best  Iftsst  sich  unter  der  Form 

^""^  2n  \6  ■*"47tV1.2...(2n^2y 

darstellen,  beträgt  aber  meistens  sehr  wenig.     Beispielsweise  ergiebt  sieb 
für   u  —  ^  nnd  bei  Weglassnng  des  Bestes 

(1  _  e-o,  i)(i  -  C-«.  «)(1  -  e-^^) 0,000000 1807 . . ., 

wo  der  Fehler  <  10-"  ist. 

Fflr  6""  =  4  and  bei  Weglassung  von  R%n  hat  man 


woraus  z.B.  ftlr  4  =  0,4  derselbe  Produotwerth  0,451861    folgt  wie  aus 
der  Eul  er 'sehen  Formel. 

Als  zweite  Anwendung  der  allgemeinen  Formel  diene 

es  ergiebt  sich  dann  bei  Weglassung  des  Bestes: 

?[(1 -e--')(l -«-*«')(!-«-»"'). •O-'fj')--^«'. 

<i-4-=+4=+    U  + 2,61227 

yv      ^2"      1/3» 

nnd  daraus  wieder  für  «""'  =  3:  

Eine  ganz  analoge  Behandlung  gestattet  die  allgemeinere  Annahme 

deren  weitere  Ausführung  dem  Leser  überlassen  bleiben  möge. 

SCHLÖMILOH. 


VIL 

Die  geometrisohen  Constmotionen  dritten  und 
vierten  Grades,  ausgeführt  mittelst  der  geraden 
Linie  und  einer  festen  Curve  dritter  Ordnung.* 

Von 

Dr.  Franz  London 

in  Breslau. 


Einleitung. 

Jedes  Constructionsproblem,  welches  die  Auffindung  nur  eines  un- 
bekannten Elementes  erfordert,  iSsst  sich  bekanntlich  mit  alleiniger 
Hilfe  des  Lineals  ausführen  und  wird  deshalb  als  ein  ,, lineares**  be- 
zeichnet Bei  Aufgaben,  welche  die  Auffindung  zweier  unbekannter 
Elemente,  z.  B.  *eines  Punktepaars,  verlangen,  den  quadratischen  Con- 
structionen,  hat  man  ausser  dem  Lineal  noch  den  Zirkel  zu  Hilfe  zu 
nehmen;  dabei  hat  Steiner  in  seiner  klassischen  Abhandlung:  nUeber 
die  geometrischen  Constructionen,  ausgeführt  mittelst  der 
geraden  Linie  und  eines  festen  Kreises^  (1833)  gezeigt,  dass  sich 
die  Anwendung  des  Zirkels  auf  ein  Minimum  beschränken  lasse,  indem  er 
bewies,  dass  alle  quadratischen  Constructionen  mit  alleiniger  Hilfe  des 
Lineals  ausführbar  werden,  falls  in  der  Ebene  der  Zeichnung  ein 
fester  Kreis  ein  für  alle  Mal  gezeichnet  vorliegt.  Für  die  Con- 
structionen, bei  denen  es  sich  um  die  Auffindung  dreier  unbekannter 
Elemente  (z.  B.  dreier^Pankte)  handelt,  die  sogenannten  cubischen  Con- 
structionen, wurde  die  Frage  nach  den  zu  ihrer  Ausführung  erforderlichen 
Hilfsmitteln  erledigt  gelegentlich  der  Beantwortung  der  von  der  Berliner 
Akademie  für  die  St  einer -Stiftung  im  Jahre  1868  gestellten  Preisaafgabe. 
Wie  nämlich  Steiner  in  der  oben  citirten  Abhandlung  für  die  qua- 
dratischen Constructionen  die  zu  ihrer  Ausführung  erforderlichen  Hilfsmittel 

*  Die  den  folgenden  Betrachtungen  zu  Grande  liegenden  Gedanken  waren 
Gegenstand  eines  Vortrags  auf  der  Versammlung  deutscher  Naturforscher  und 
Aerzte  in  Lübeck  1895;  ein  Referat  über  diesen  Vortrag  findet  sich  im  Jahres- 
bericht der  deutschen  Mathematiker -Vereinigung  IV  ^\Ä^4|^b^  ^.  \^^— \^Ti 

ZeiiBobritt  f.  Mathematik  a.  PbjBik.  41.  Jahrg.  18D6.  S.  Heft.  ^ 


angegeben  hatte,  so  verlangte  die  Akademie  für  die  cobtschen  ConatruclioDen 
die  analoge  Behandlung ,  oämlic!)  die  Angabe  mßglicliBt  eiafacber  fester 
Curven  und  möglichst  weniger  Zeichen-Instrumente,  deren  Anwendung  die 
Auaführang  der  cubiscben  Constructionen  ermöglicht.  Die»  beiden  preia- 
gektönlen  Arbeiten  von  Herrn  Kortum*  und  von  Stephen  Smith**  ge- 
langten zu  den  nämlichen  constructiveD  Hilfsmitteln;  es  wurde  nämlich 
in  ihnen  gezeigt,  dass  sieh  alle  cubiachen  Constructionen  mit 
alleiniger  Hilfe  von  Zirkel  und  Lineal  auafUhren  lassen,  wo- 
fern in  der  Ebene  der  Zeichnung  ein  fester  Eagelschnitt —  der 
aber  kein  Kreis  sein  darf  —  gezeichnet  vorliegt.  Es  wird  aUo 
als  Constructionscurve  ein  allgemeiner  Kegelschnitt,  als  Zeicben- 
Instrumente  Lineal  und  Zirkel  erfordert.  Es  ist  die  Frage,  ob  diese 
von  Smith-Kortnm  angegebenen  Hilfsmittel  für  cnbische  Constmctionen 
die  einfachsten  sind,  and  es  liegt  der  Gedanke  nahe,  xu  untersuchen, 
ob  die  Ausfahrung  der  cubischen  Constructionen  nicht  auch 
mit  alleiniger  Hilfe  des  Lineals  gelingt,  falls  eine  feste  Curve 
dritter  Ordnung,  und  zwar  eine  möglichst  specielle  und  einfach 
herstellbare,  gezeichnet  vorliegt.  Eine  derartige  Bebandlnng  der 
cubischen  Constructionen  erscheint  angemessener  und  einfacher  als 
die  bisherige;  angemessener,  weil  dann  eine  völlige  Analogie  mit  der 
Steiner'schen  Behandlung  quadratischer  Aufgaben  erreicht  ist,  denn,  wie 
dort  die  quadratischen  Constructionen  mittelst  einer  festen  specielten  Curve 
zweiter  Ordnung,  so  werden  hier  die  cubischen  Constructionen  mittelst 
einer  festen  speciellen  Curve  dritter  Ordnung  und  alleiniger  Hilfe  des  Lineals 
bewältigt;  einfacher,  weil  man  nunmehr  den  Zirkel  ganz  entbehren  kann, 
wobei  zwar  an  Stelle  der  festen  Cnrve  zweiter  Ordnung  (die  aber  kein 
Kreis  sein  durfte)  eine  feste  Curve  dritter  Ordnung  tritt,  diese  aber  mög- 
lichst Bpeciell  und  so  einfach  gewühlt  werden  kann,  dass  ihre  Ileratellnng 
keine  grösseren  Schwierigkeiten  verursacht,  als  die  einer  allgemeinen 
Curve  zweiter  Ordnung.  In  den  folgenden  Untersuchungen  soll  nun  in 
der  That  gezeigt  werden,  dass  sich  die  cubischen  Constructionen  mit  den 
genannten  Hilfsmitteln  bewältigen  lassen;  gleichzeitig  ist  aber  damit  auch 
fflr  die  biquadratiechen  Aufgaben,  das  heisst  für  Aufgaben,  bei  denen 
vier  unbekannte  Elemente  aufzufinden  sind,  das  Nämliche  erwiesen,  da  diese 
sich  auf  Aufgaben  uiedereu  Grades  zurUckfübren  lassen. 

Im  ersten  Paragraphen  wird  die  allgemeine  Formuliruog  cabischer  und 
biquadratischer  Aufgaben  gegeben  und  gezeigt,  dass  sich  alle  diese  Auf- 
gaben zurückfuhren  lassen  auf  eine  der  beiden  Aufgaben:  Wenn  tos  swat 


•  Kortum:   „Oeber  geometrische  Aufgaben  dritten   und  vierten  Qcodei",  I 
Bonn  18S9. 

•*  Smith:   „Mömoire  aur  quelques  problömes  cubiquea  et  biquadratiquea", 
Anoali  da  matemitjn»,  8er.  II.  Tom,  3. 
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KSgebenen  Kegelscbnitten  ein  Schnittpunkt  bekannt  ist,  die 
leisten  Schnittpnnkte  derselben  cn  constmiren;  oder:  die 
fdrei  dreifachen  Elemente  einer  gegebenen  cubischen  Involution 
Stnfe  zu  constniiren.  Diese  beiden  Aufgaben,  obgleich  sie 
selbst  wieder  anf  einander  zarückfUhrbar  sind,  werden  sodann  wegen  des 
hSnfigen  Vorkommens  jeder  von  ihnen  und  wegen  ihrer  Wichtigkeit  einieln 
behandelt.  Im  zweiten  Paragraphen  wird  daher  gezeigt,  wie  man  die  drei 
letzten  Schnittpunkte  zweier  gegebener  Kegelschnitte  construiren  kann  mit 
Jiiger  Hilfe  des  Lineals,  wenn  eine  feste  Curve  dritter  Ordnung  ge- 
pben  ist,  im  dritten  Paragraphen  wird  das  Nämliche  fUr  die  drei  drei- 
lohen  Punkte  einer  cnbiscben  Involntion  zweiter  Stufe  dargetban,  wobei 
luf  verschiedene ,  an  sich  interessante  Eigenschaften  der  auf  der 
tationalen,  ebenen  Curve  dritter  Ordnung  befindlichen  cubiachen  Involutionen 
'  geführt  wird.  Der  letzte  Paragraph  ist  der  Anwendung  unserer  Methode 
auf  metrische  Aufgaben  gewidmet,  wobei  sich  eine  Methode  der  graphischen 
AuflSsung  der  numerischen  cobischen  Gleichungen  mit  unseren  Hilfsmitteln 
ergieht;  als  Beispiele  werden  schliesBlicb  die  altherQhmten  cnbiscben  Pro- 
bleme der  Vervielfachung  des  Würfels  und  der  Trisection  des  Winkels  be- 
handelt. 

Als  ein  für  alle  Mal  feste  Constractione curve  dritter  Ordnung  kann 
jede  beliebige  Curve  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt  gewühlt 
werden;  besonders  einfach  gestaltet  sich  jedoch  die  Ausführung,  wenn  der 
Doppelpunkt  ein  Rückkehrpunkt  ist,  so  dass  wir  diesen  Fall  stets 
besonders  berücksichtigt  haben.  Für  die  praktische  AusfUbrung  haben  wir 
als  Constractionscurve  die  Cissoide  gewählt,  einmal,  weil  dieselbe  ausser- 
ordentlich einfach  sowohl  punktweise,  als  auch  dnrch  einen  schon  von 
Newton  angegebenen  Mechanismus  in  einem  Zuge  herstellbar  ist,*  so- 
dann weil  derselben  die  unendlich  fernen  Ereispunkto  angehören,  und  sie 
daher  denselben  Vorzug,  wie  der  Kreis  bei  qnadraÜscben  Aufgaben  dar- 
bietet, dass  sie  nämlich  die  absolute  Involntion  und  daher  rechte  Winkel 
linear  za  construiren  gestattet. 

^ft  g  1.   Fixirnng  der  Aufgabe. 

Eine  geometrische  Constmctionsaufgabe,  bei  welcher  gefordert  wird, 
aus  gewissen  gegebenen  Stücken  drei  resp.  vier  unbekannte  Elemente  zu 
construiren,  nennen  nir  eine  cubische  resp.  biqnadratiscbe  Aufgabe, 
wofern  die  Beziehung  zwischen  den  gegebenen  und  den  gesuchten  GrDssen 
eine  algebraische  ist,  dos  heisst  durch  Cur ven  und  Flächen  von  beliebig 
hoher,  aber  endlicher  Ordnung  vermittelt  wird.  Fassen  wir  die  gesuchten 
Elemente  als   Punkte  auf,  so   lässt  sich  jede  cubische  und  biquadratische 


Fiedler;  „HChere  ebene  Curven",  U.  Ka^.  kx^^US^^^ 


Conatruction  analytisch  folgendennassen  formnliren:  Die  homogenen  Coordi- 
naten  x,,  X},  x,,  x^  der  geaachten  Punkte  eind  rationale,  gan^e  Functionen 
einea  Parametera  i ,  welcher  seinerseita  einer  Gleichung  dritten  resp,  vierten 
Gradee  genügen  aoll,  so  dass  also; 

1)  QXi^yjaak''     (i  =  l,2,3,4) 

{q  ist  Proportionalitätsfactor) ,  wo  i  der  Gleichung: 

2)  fW  =  fl«  +  a,i  +  a,!^  +  «,1^  +  ö^A*  =  0 
genügen  soll;  je  nachdem  a,  =  0  oder  ^  0  ist  das  Problem  ein  cnbischea 
oder  bi quadratisches.  Die  CoefEcienten  an,  ag,  a,,  Oj,  dg,  a^  eind  dabei 
auB  den  Datia  der  Aufgabe  hei'ütellbare  Grösaen.  Geometrisch  interpretirt 
stellen  die  Gleichangen  1)  eine  rationale  Curve  R  dar.  Die  Gleichung  2) 
stellt  das  System  der  vier  resp.  drei  Punkte  auf  R  dar,  deren  Parameter  l 
die  Wurzeln  dieaer  Gleichung  sind.  Fassen  wir  zunächst  die  biquadratischen 
Aufgaben  (a^  >  0)  ina  Auge  und  bilden  wir  die  gemischte  Polargleichung 
der  Gleichung  2): 

ao+j»ia  +  f  +  *'  +  ö+^o»(V  +  i''  +  U  +  ff+*'l  +  »'l) 

Interpretiren  wir  die  Variablen  k,  fi,  v,  |  als  Punkte  der  rationalen 
Cnrve  R,  so  wird  jedes  Punkt-System  l,  n,  v,  |,  welches  dieser  ge- 
mischten Polargleichung  genügt,  durch  irgend  drei  seiner  Punkte  ein- 
deutig bestimmt;  jedes  solches  System  von  vier  Punkten  soll  ein  Quadrupel 
beissen,  es  eziatiren  j.^  Quadrupel,  deren  Gesammtheit  wir  eine  biqua- 
dratiscbe  Involution  dritter  Stufe*  nennen  und  durch  J',  bezeichnen. 
Diese  J^i  ist  durch  die  Coefficienten  von  2)  gegeben,  Fragen  wir  nach 
den  Quadrupeln,  deren  Punkte  sich  in  einem  einzigen  vereinigen,  so  erhült 
man  dieselben,  wenn  man  k  ^=  fi^  v  =^^  setut,  es  giebt  deren  mithin  vier, 
welche  durch  die  ursprüngliche  Gleichnng  2)  definirt  werden;  diese  vier 
Punkte,  in  welchen  je  ein  Quadrupel  von  J^^  vereinigt  ist,  nennen  wir 
die  Kernpunkte  von  J^^  und  wir  können  somit  jede  bi quadratische  Auf- 
gabe aaf  folgendes  Problem  zurückfuhren ;  Gegeben  ist  eine  rationale 
Curve  B  und  auf  ihr  eine  biquadratische  Involution  dritter 
Stufe(/'(),  es  sollen  für  diese  Involution  die  Kernpunkte  con- 
slrnirt  werden.  Denken  wir  uns  die  Punkte  von  li  auf  die  Punkte 
einea    beliebigen    Kegelschnittes    projectiv    bezogen,    so    entsprechen    den 

*  cf.  Emil  Weyr:  „lieber  involiitionen  nt"»  Grade«,  i'«  Stufe",  Sitxnngs- 
bencbte  der  Wiener  Akademie  1819,  Bd.  19,  U.  ' 
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^■Qnadnipelii  von  J\  auf  B  Systeme  Ton  je  vier  Fonkten  aof  K,  die  eben- 
falls  eine  J'^  bilden;  den  Eernptinkten  der  J\  auf  B  entsprechen  die 
Kernpunkte  der  J\  auf  K\  mit  den  letzteren  sind  eomit  auch  die  erateren 
aufgefunden.      Die   vier    Kernpunkte   einer  J^^   auf    einem   Kegelschnitt  K 

»lassen  siclr*  aber  dnrcb  einen  mittelst  J^^  linear  coDatnilrbaren  Kegelachaitt 
VHS  K  ansschneiden.  Jede  biqnadratiache  Constrnction  ISsst  sieb 
somit  auf  die  Construction  der  vier  Schnittpunkte  zweier  ge- 
gebener Kegelschnitte  znrUckfUbren,  was  acbon  von  Deacartea 
in  seiner  „G^om^trie"  angegeben  wurde.  Dieae  vier  Schnittpuakte  er- 
geben sich  aber,  wie  man  unmittelbar  erkennt,  mittelst  quadratischer  Con- 
tstructionen,  wenn  man  das  gemeinsame  Polardreieck  der  beiden  Kegelschnitte 
fonstruiren  kann.  Dieses  letztere  wiederum  erfordert  eine  cabiache  Con- 
■troction.  Daraus  ergiebtaicb,  daas  sich  die  Constructionen  vierten 
Grades  auf  Constructionen  niedrigeren  Grades  rednciren 
lassen.  Wir  werden  uns  somit  mit  den  biqnadrattachen  Constructionen 
nicht  weiter  zu  beschäftigen  haben. 

Haben    wir    eine    cubiscbe   Construction    auszofllhren ,    so    wird    die 
Gleichung  2)  zu: 
2)  ao+o,i  +  fl,i»+aBi'  =  0 

md  ea  sind  die  drei  Punkte  der  durch  1)  gegebenen  rationalen  Curve  R 
I  construiren,  deren  Parameter  die  Wurzeln  von  2}  sind.  Die  gemischte 
^largleicbnng  von  2)  lautet  hier: 

Jedes  System  von  drei  Punkten  auf  S,  deren  Parameter  X,  (t,  v  dieser 
'olargleichung  genUgen ,  ist  durch  irgend  zwei  seiner  Punkte  eindeutig  be- 
stimmt; jedes  solches  System  von  drei  Punkten  soll  ein  Tripel  heissen,  es 
eiiatiren  oo*  solcher  Tripel,  deren  Qesammtbeit  wir  eine  cubische  In- 
volution zweiter  Stufe**  nennen  und  durch  J'g  bezeichnen.  Dieae  J^, 
ist  durch  die  Coefficienten  von  2)  gegeben.  Es  existiren  drei  Tripel,  deren 
drei  Elemente  eich  in  einem  Punkte  von  2f  vereinigen,  dieselben  erhält 
man,  wenn  man  A  =  fi  =  v  setzt,  ihre  Parameter  gendgen  der  Gleichung  2). 
Diese  drei  Funkte,  welche  wir  wieder  ala  die  Kernpunkte  von  J*,  be- 
zeichnen, sind  alao  die  drei  gesuchten  Punkte  einer  cubischen  Aufgabe,  so 
dass  wir  erkennen:  Jede  cubische  Constrnction  Usst  sich  auf  die 
Construction  der  drei  Kernpunkte  einer  auf  einer  rationalen 
Cnrve  R  gegebenen  J\  zurückführen.  Denken  wir  uns  wieder  die 
Punkte  von  R  auf  die  Punkte  eines  Kegelschnitts  K  projectiv  bezogen,  so 
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*  cf.  PanI  Serret:  Comptes  rendus  ST,  3. 
•*  of.Bmil  Weyr  le 


«ntsprechen  den  Tripeln  Ton  J\  anf  B  Systeme  von  je  drei  Punkten  aat  K, 
welche  ebenfalls  eine  iT',  bilden.  Den  Kernponlcten  der  J\  auf  B  ent- 
sprechen die  Kernpunkte  der  t^*g  aaf  £";  mit  den  letzteren  sind  mithin  auch 
die  erateren  aufgefanden.  Die  drei  Kernpankte  einer  J^^  atif  einem  Kegel- 
schnitt K  werden  aber*  aus  K  ausgeschnitten  durch  einen  öit  J\  ge- 
gebenen Kegelschnitt,  von  dem  ein  Scbnittpunkt  mit  K  bekannt  ist.  Somit 
lUsst  sich  jede  cabische  Conetruction  auf  die  Aufgabe  surU ck führen : 

Wenn  von  zwei  gegebenen  Kegelacbnitten  ein  Schnittpunkt 
bekannt  ist,  die  drei  letzten  Schnittpunkte  zu  constrniren. 

Dies  ist  auch  das  Problem,  auf  welches  in  den  beiden  oben  cttirten 
Preiaacbriften  Stepben  Smitb  und  Herr  Eortum  alle  cubiacben  Anf- 
gaben  zurückgeführt  haben.  Die  beiden  Aufgaben  der  Conatruction  der 
Kernpunkte  einer  J^^  and  der  drei  letzten  Schnittpunkte  zweier  Kegel- 
schnitte sind  also  äquivalent,   sie  sind  auch  leicht  auf  einander  teducirbar. 

Wollen  wir  nun  mit  Hilfe  einer  festen  Constructionscarve  dritter  Ord- 
nung unter  alleiniger  Anwendung  des  Lineals  die  cnbiscben  Constructionen 
ausfuhren,  so  haben  wir  eine  dieser  beiden  eben  angegebenen  Aufgaben, 
anf  welche  alle  cubischen  Constructionen  in  letzter  Instanz  zurückkommen, 
mit  diesen  Hilfsmitteln  auszuführen.  Wir  wollen  jedocb  jede  dieser  beiden 
Aufgaben  in  der  angegebenen  Weise  behandeln,  da  man  bei  Constructionen 
dritten  Grades  ebenso  h&ufig  auf  die  eine,  wie  anf  die  andere  dieser  Auf- 
gaben geführt  wird ,  und  weil  die  Behandlung  dieser  beiden  Probleme 
höchst  verschieden  sich  gestaltet  und  wir  in  beiden  Fällen  anf  intereaaanta 
Fragen  geführt  werden. 

Wir  denken  uns  demnach  in  der  Ebene  der  Zeichnung  ein  fOr  alle 
Mal  eine  Curve  dritter  Ordnung  C  hergestellt;  wir  denken  uns  dieselbe 
mit  einem  Doppelpunkt  verseben,  was  aicb  für  den  gedachten  Zweck 
als  notbwendig  beransstellen  wird,  im  üebrigen  ist  jede  beliebige 
rationale  Curve  dritter  Ordnung  fttr  unsere  Methode  verwendbar. 
In  der  Regel  werden  wir  C  einen  Eückkehrpunkt  ertbeilen,  weil  dann 
die  Constructionen  sich  ganz  besonders  einfach  gestalten.  Ftlr  metrische 
Constructionen  und  wegen  der  sehr  einfachen  Herstellung  empfiehlt  es  sich, 
den  einen  unendlicti  fernen  Punkt  mit  dem  Wendepunkt,  die  beiden  an- 
deren mit  den  □nendltcfa  fernen  Kreispunkten  zusammenfallen  zu  lassen,  die 
so  entstehende  Curve  wird  die  Cissoide  dea  Diocles,  deren  zeichnerische 
Herstellung  sicher  nicht  grösaere  Arbeit  verursacht,  als  die  einer  all- 
gemeinen Curve  zweiter  Ordnung,  welche  bei  der  Smith-Kortum'schen 
Methode  erforderlich  iat. 

*  cf.  Le  Paige;  „Easai  de  gfomi5trie  lupörieuro  du  lU'*""  ordre."    Mdm.  i 

la  aoc.  den  Bcienc.  de  Liege  Sär.  II,  Toin.  10,  p.  85.   —    Ilenno   Kleini    „llieortej 
c/fr  Miiiiear-i/iunietrischcuEleuientargebilde."  JIarburgerHabilitationBechri(tl8ai, 
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m  §  2.    Conitrnctian  der  drei  letztes  SohDlttpunkte  zweier 

m  ^egebenei  Kegelschnitte,  von  welchen  ein  Schtüttpankt 

■  bekannt  ist. 

B  1.  Seien  K  und  K'  znei  durch  eine  hinreichende  Anzahl  von  Fuuliten 
gegebene  Kegelschnitte,  und  sei  einer  ihrer  Schnittpunkte  P  bekannt;  es 
sollen  die  drei  letzten  Schnittpunkte  X,  T,  Z  von  K  urnJ  E'  construirt 
werden  und  Kwar  mit  alleiniger  Hilfe  dea  Lineals  und  einer  in  der  Ebene 
der  Zeichnung  befindlichen  rationalen  Corve  dritter  Ordnung  C,  der  go- 
genannten  Conatructionscurve,  von  der  wir  annehmen  wollen,  dass  sie 
einen  RUckkehrpunkt  B  besitze*  Die  ConstrucUon  der  drei  gesuchten 
Punkte  Xf  T,  Z  wird  sich  offenbar  voll zi eben  lassen,  wenn  es  gelingt,  eine 
geometrische  Verwandtschaft  V  so  zu  construiren,  dass  zu  jedem  Funkte 
der  entsprechende  linear  gefunden  werden  kann,  und  in  welcher  dem  Kegel- 
schnitt K  die  feste  Curve  C,  dem  Kegelschnitt  E'  aber  eiue  Gerade  G  ent- 
spricht. Ist  n&mlich  eine  solche  Verwandtschaft  V  hergeateHt,  und  denkt 
man  sich  die  dem  Kegelschnitt  E'  entsprechende  Gerade  G  conatruirt,  so 
sind  die  drei  Punkte  X',  T',  Z',  welche  G  aus  der  Conetructionscurve  C 
ausschneidet,  die  den  drei  gesuchten  Funkten  X,  Y,  Z  in  Bezug  auf  V 
entsprechenden  Punkte,  und  daher  X.  Y,  Z  gefunden,  wenn  man  in  Bezug 
auf  V  zu  X',  Y',  Z'  die  entsprechenden  linear  construirt.  Die  einzige  er- 
forderliche cubische  Operation  besteht  darin,  mittelst  der  linear  construirten 
Geraden  G  die  drei  Punkte  X',  Y',  Z'  aus  der  festen  Constructionscurve  C 
auszuschneiden ,  und  diese  wird  mit  alleiniger  Hilfe  des  Lineala  vollzogen, 
wenn  C  gezeichnet  vorliegt  Die  ganze  Schwierigkeit  besteht  demnach  in 
der  Auffindung  der  geometrischen  Verwandtschaft  V,  welche  K  in  C,  K' 
in  G  Überfuhrt,  und  gleichzeitig  linear  conatrnirbar  sein  muss,  das  beiaat 
zu  jedem  Punkt  den  entsprechenden  mit  alleiniger  Hilfe  des  Lineals  auf- 
zufinden gestalten  lassen  muss.  Offenbar  wäre  es  am  einfachsten,  wenn 
sich  Fala  eine  birationale  quadratische  Verwandtschaft  bestimmen 
liesse;  wir  worden  dies  in  der  Tbat  ausführen,  und  zwar,  indem  wir  Y 
ans  zwei  hintereinander  angewendeten  Verwandtschaften  T,  und  F,  zusammen- 
setzen werden;  dabei  bedeutet  F,  eine  quadratische  Verwandtschaft,  welche 
E  in  eine  beliebige  Catve  dritter  Ordnung  mit  Btlckkehrpunkt  (C),  E'  in 
eine  Gerade  {G')  überfuhrt,  während  F|  eine  lineare  Verwandtschaft 
(Collineation)  bedeutet,  welche  C  in  die  feste  Constructionscurve  C  trans- 
formirt,  durch  F,  wird  dann  auch  G'  wieder  in  eine  Gerade  G  übergeführt 
werden,  so  dass  in  der  Tbat  die  aus  Fj,  F,  zusammengesetzte  Verwandt- 
schaft, die  wir,  wie  üblich ,  symbolisch  durch  Fa ,  F,  =  F  bezeichnen  wollen, 
E  in  C,  K'  in  G  überführt,  so  dass  also  F  das  GewUnscbte  leistet.  Die 
'erwandtachaft  F,  welche  durch  An  feinander  folge  einer  quadratischen  Ver- 


E 


>  Wir  denken  uns  R   und  ehenao  die  Tangente  in  R  bekannt, 
linear  ootiatrairbarcD  Wendepunkt  W  und  eeine  'C&agbuXß. 
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wandtscbaft  F,  und  einer  linearen  F^  entsteht,  ist  wieder  eine  quadratisch» 
VernandtBchaft. 

3.  Lineare  Conatraction  der  quadratischen  Verwandt- 
schaft 7|.  Es  eoli  Vj  linear  so  hergestellt  werden,  dasa  der  Kegelschnitt  K 
in  eine  beliebige  Curve  dritter  Ordnung  mit  EUckkebrpankt(C'),  der  Kegel- 
schnitt £'  in  eine  Gerade  (C)  Übergeführt  wird.  Damit  £  in  eine  Curve  dritt«r 
Ordnung  übergehe,  mnas  einer  der  drei  Hauptpunkte  der  quadratischen  Ver- 
wandtschaft F,  sich  auf  K  befinden ,  damit  K'  in  eine  Garade  übergebe, 
mllBsen  alle  drei  Hauptpunkte  von  F,,  welche  sich  in  der  Ebene  vonX,  K"  be- 
finden, anf^'  liegen,  daher  ist  einer  dieser  drei  Hauptpunkte  gleichzeitig 
auf  £  und  K'  gelegen;  nun  ist  uns  der  eine  Schnittpunkt P  von  K  anAK'  be- 
kannt, in  ihn  verlegen  wir  somit  einen  Hauptpunkt  von  T^;  die  beiden 
anderen  Hauptpunkte  N  und  0  sind  auf  K'  zu  wühlen;  nimmt  man  sie 
daselbst  beliebig  an,  so  trifft  ihre  gerade  VerbindungBÜnie  NO  den  Kegel- 
schnitt Sin  zwei  getrennten  Punkten  Jf , ,  M^,  welchen  in  Bezug  auf  F, 
derselbe  Punkt  P'  entspricht,  da  allen  Punkten  der  Hanptlinie  SO  in  Bezug 
auf  Fj  ein  und  derselbe  Hauptpunkt  P'  des  anderen  Punktfeldes  entspricht; 
dieser  Punkt  P  wird  somit  Doppelpunkt  der  Curve  dritter  Ordnung  0', 
in  welche  der  Kegelschnitt  K  mittelst  Fj  transformirt  wird.  Den  beiden 
Geraden  PMi  und  PM^  entsprechen  in  Bezug  auf  F,  die  beiden  Tangenten 
im  Doppelpunkt  P'  von  C  Der  Doppelpunkt  P'  von  C  wird  somit  dann 
und  nur  dann  ein  EUckkehrpunkt  sein,  wie  es  die  Aufgabe  erfordert,  wenn 
PJtf,  und  P3f,,  das  heisst  Jlf,  und  M^  zusammenfallen,  dos  heisst,  wenn 
die  dem  Hauptpunkt  P  gegen  Ob  erliegen  de  Hauptlinie  den  Kegelschnitt  E 
berührt;  ist  JU,  =  M^  =  -Sf  der  Berührungspunkt,  dann  ist  die  der  Geraden 
PM  in  Bezug  auf  Fj  entpsrechende  Gerade  die  Rdckkehrtangeute  von  C. 
Wir  haben  also  in  der  Ebene  von  K  und  K'  das  Hauptdreieek  von  Fj  so 
zu  wählen,  das»  der  bekannte  Schnittpunkt  F  von  K  nnd  E'  ein  Haupt- 
punkt wird,  die  diesem  gegenüberliegende  Hauptlinie  NO  den  Kegelschnitt 
K  berührt.  Wtthlen  wir  daher  eine  beliebige  Tangente  von  E  aus,  deren 
Berührungspunkt  M  sei,  und  welche  K  in  N,  0  achneidet,  so  ist  N,  O,  P 
das  in  der  Ebene  von  K  und  K'  befindliche  Hauptdreieck  von  F,;  andere 
Voraussetzungen,  als  diese  Wahl  des  Hauptdreiecks ,  brauchen  wir  für  F| 
nicht  zu  machen;  jede  7,,  welche  ein  so  gewähltes  Hauptdreieck  besitzt, 
wird  K  in  eine  Curve  dritter  Ordnung  mit  KUckkebrpnnkt,  K'  in  eine 
Gerade  transformiren.  Wir  dllrfen  daher  F,  noch  sehr  specielL  n&hlen, 
z.  B.  als  eine  Steiner'scbe  Verwandtschaft*,  welche  ^OP  als  PuudamentAl- 
dreieck  besitzt,  und  in  welcher  sich  je  zwei  Punkte,  welche  in  Bezog 
anf  ein  Kegels chnittbüschel  conjngirt  sind,  entsprechen;  das  Fnndamental- 
dreieck  NOP  ist  das  gemeinsame  Poldreieok  der  Kegelschnitte  des  BOscbelB,. 


1 


*  ct.  Steiner-SchrOtei:  „Die  Eegeliohuitte"  etc.  2.  Auflage. 
S.  301,  302. 
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Kiocb  einen  der  vier  gemeinsamen  Punkte  des  Büschels  willkOr- 
.  dann  erst  ist  das  BQscbel  und  damit  die  Verwandtschaft  V, 
vollkommen  bestimmt  und  in  einfacher  Weise  linear  conab-airbar.  Es 
kSnnte  scheinen,  als  ob  zar  Herstellung  dieser  Verwandtschaft  eine  quadra- 
tische Construction  erforderlich  wäre,  Indem  nämlich  die  beiden  Funda- 
mentalpunkte U  und  0  von  der  in  dem  beliebigen  Punkte  M  von  S  con- 
atrairteu  Tangente  aus  K'  ausgeschnitten  werden ;  die  Construction  von  N 
und  0  würde  in  der  That  eine  quadratische  Operation  erfordern ,  jedoch  sind 
N  und  0  gar  nicht  selbst  herzustellen  nöthig,  es  genügt  zur  linearen  Con- 
struction von  Tg,  wie  eine  leichte  Ueherlegung  ergiebt,  yollständig,  wenn 
man  die  Involution  kennt,  deren  Doppelpunkte  N  und  0  sind;  diese  In- 
volution jedoch  ist  linear  construirbar.  Ist  F,  in  der  angegebenen  Weise 
hergestellt,  so  construiren  wir  die  Gerade  G',  welche  dem  Kegelschnitt  K 
entspricht,  sowie  die  Curve  dritter  Ordnung  C',  in  welche  K  transformirt 
wird,  der  Bückkehrpunkt  E'  von  0'  ist  unmittelbar  gegeben,*  die  RUck- 
kehrtangente  ist  die  Gerade,  welche  der  Geraden  PM  entspricht,  wo  M 
der  Berührungspunkt  der  Fundamentallinie  NO  war;  von  C  können  wir 
uns  eine  hinreichende  Anzahl  von  Punkten  mittelst  der  Transformation  Y^ 
verschaffen,  und  kSnnen  dann  auch  den  Wendepunkt  W  von  C  und  seine 
Tangente  linear  construiren. 

S.Herstellung  der  linearen  Verwandtschaft  7,.  Es  bleibt 
jetzt  nur  noch  Übrig,  die  lineare  Verwandtschaft  F,  (Collineation) ,  welche  C 
in  die  ein  für  alle  Mal  gezeichnete  Constractionscnrve  C  überführt,  herzu- 
stellen. Durch  jede  Collineation  wird  C  wieder  in  eine  Curve  dritter  Ord- 
nung C"  mit  BUckkehrpnnkt  übergeführt,  und  zwar  entsprechen  dem  Rück- 
kehrpunkt  und  Wendepunkt  von  C  der  Rückkehrpunkt  und  Wendepunkt 
von  C",  ebenso  entsprechen  der  Rückkehr-  und  Wendetangente  von  C 
Rückkehr-  und  Wendetangente  von  C".  Damit  nun  C'  in  die  feste  Con- 
Btructionscarve  G  übergehe,  haben  wir  die  lineare  Verwandtschaft  T,  so  zu 
wählen,  daaa  in  ihr  entspricht,  der  Rückkehrpunkt  B'  von  C  dem  Rück- 
kehrpuükt  B  von  C,  der  Wendepunkt  W  von  C  dem  Wendepunkt  W  von 
C,  und  dass  ferner  der  Schnittpunkt  von  Rückkehr-  und  Wendetangente  in 
beiden  Curven  einander  entsprechen,  so  dass  in  Bezug  auf  F,  die  beiden 
Dreiecke,  deren  Ecken  von  Rückkehrpunkt,  Wendepunkt  und  Schnittpunkt 
von  Rückkehr-  und  Wendetangente  gebildet  werden,  einander  entsprechen. 
Ltlsst  man  noch  einen  beliebigen  Punkt  Q'  von  C  einem  beliebigen  Punkte 
Q  von  C  entsprechen,  so  sind  vier  Paare  entsprechender  Punkte  von  Fj 
bekannt,  und  damit  Fj  eindeutig  bestimmt  und  linear  construirbar,"  In 
der  That  leistet  die  gefundene  Collineation  F,  das  Gewünschte,  dass  sie 
nämlich  C  in  C  Überführt,    denn   die  in   Bezug  auf  F,  der  Curve  C  ent- 


•  Bei  Verwendung  obiger  Steiner'icher  Verwandtschaft  ist  es  der  Punkt  P. 
**  cf.  Reje:  „üeontetrie  der  Lage",  11.  Thei\,  eiatei  N otlCT,%. 


sprechende  Cnrra  iet  voa  der  dritten  Ordnung,  beeiizt  einen  B&ckkehrpntili 
und  hat  mit  C  dEie  vom  Rückkebrpunkt,  Wendepunkt  und  Schnittpnnkt  t 

Rückkehrtangente  und  Wendetangente  gebildete  Dreieck  gemeinsam,  aa^Ber- 
dem  aber  uoub  den  Funkt  Q.  Zwei  Curven  dritter  Ordnung  und  dritter 
Klaaae,  welche  in  Bezug  auf  RUckkehrpunkt,  Wendepunkt,  BUckkebr- 
tangente  und  Wendetangents  und  noch  einen  weiteren  Punkt  fibereinstimmeo, 
Bind  identisch;*  aleo  ist  0  die  der  Cnrve  C  in  Bezug  auf  F,  entsprechende 
Curve.  Die  Gerade  G'  wird  durch  F,  wieder  in  eine  Gerade  ff  Übergeführt. 
Die  Verwandtschaft  F,  leistet  also  das  Gewünschte  und  ist  linear  conatmirbar. 
4.  Die  aus  Fj  und  F,  znaammengcBetzte  Verwandtschaft 
FjF,  =  F.  Denken  wir  nun  die  beiden  Verwandtschaften  Fj  und  F,  nach 
einander  angewendet,  indem  wir  zu  einem  Punkte  S  zunächst  iu  Bezug  auf 
F,  den  entsprechenden  S',  sodann  za  S'  den  ihm  in  Bezug  auf  F,  ent 
sprecbendeu  <S"  constrniren,  die  Funktepaare  5,  S"  bilden  dann  Paare  ent- 
sprechender  Punkte  in  Bezug  auf  eine  quadratische  Verwandtschaft,  welche 
wir  die  aus  F^  und  F,  zusammengesetzte  Verwandtschaft  nennen  und  durch 
Fg  .F,  =F  bezeichnen.  Die  quadratische  Verwandtschaft  F  ist  linear  con- 
struirbar,  da  F,  und  F,  es  sind,  in  ihr  entspricht  dem  Kegelschnitt  iC  die 
feste  Constructionacurve  C,  dem  Kegelschnitt  K'  die  Gerade  ff,  welche 
linear  construirbar  ist,  und  den  drei  letzten,  gesuchten  Schnittpunkten 
X,  Y,  Z  von  E  und  E'  die  drei  Punkte,  welche  G  aus  C  ausschneidet. 
Schneiden  wir  nun  ff  mit  der  Conatmctionscurve  C  in  den  drei  Punkten 
X',  Y\  Z'  —  dies  ist  die  einzige  erforderliche  enhische  Operation  —  und 
construiren  wir  diejenigen  drei  Punkte  X,  Y,  Z,  welchen  in  Bezug  auf  F 
resp.  X',  Y',  Z'  entsprechen,  so  sind  die  so  construtrten  Punkte  X,  Y,  Z 
die  drei  gesuchten  letzten  Schnittpunkte  von  K  und  E',  sie  sind  alas  J 
mit  alleiniger  Hilfe  des  Lineals  und  der  festen  ConstrnctionB*^ 
ourve  C  construirt  worden.  —  Da  nun  jede  cubische  ConstrucMon^ 
auf  die  Construction  der  drei  letzten  Schnittpunkte  zweier  gegebenen  Kegel* 
schnitte  zurückkam,  so  lassen  sich  alle  cubiachen  Anfgabei 
alleiniger  Hilfe  des  Lineals  und  einer  festen  Constructions 
dritter  Ordnung  ausführen. 


§  3.   Die  cubiscben  Involutionen  zweiter  Stufe  auf  der  rationalen  Curre 
dritter  Ordnung. 
\.  Obwohl  wir  im  vorigen  Paragraphen  vollständig  den  Nachweis  ge- 
führt haben,  dass  sich  die  cubiachen  Constructionen  mit  den  von  uns  Tor-. 


*  Denn  macht  man  das  mehrfach  genannte  Dreieck  zum  Coordiaatendreiw 
■o  dass  der  Rückkehrpunkt  liie  Coordtuaten   2^  =  0,  iCi  =  0,  ir|:=l,  der  Wend»  J 
pankt   die   Coordinaten  :);,=  1,  irt  =  0,   x,  =  0,   der  Scbuittpuukt  von  RQckkehi^ 
tangente  und  Wendetangente  die  Coordinaten  x,  =  ü,  !c,  —  \,  Ki  =  0  hat,  und  wählt 
Q  als  Einbeitapaakt,  so  haben   beide  Curven   die  Qleicbiing  x',  —  3;*i  Xj  =  0   (cf. 
~'ebgob-Lin  demann,  Vorlesungen  übet  Geoin6tnB\,S.tft\l ,  *wi4  ■aiwi  \&»;a^^slikt,_ 
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gescblageaeii  constructivBii  Hilfemittelii  aoBfUhren  lassen,  so  wollen  wir  in 

den  folgenden  Betraohtangen  doch  noch  zeigen,  wie  die  Grnndaufgabe, 
auf  welche  wir  KunSchst  die  cnbiacben  Aufgaben  zurQckfUbrten,  nämlich  die 
Constructiou  der  Kernpunkte  einer  cubischen  Involution  zweiter  Stufe,  sich 
mit  der  Constractionscarve  C  und  dem  Lineal  allein  erledigen  lässt.  Wir 
fügen  diesen  Nachweis  hinzu,  weil  es  auch  bei  matheniatiachen  Be- 
tracbtnngen  sicher  von  Yortbeil  ist,  denselben  Gegeoätand  von  verschiedenen 
Seiten  zu  betracbten,  sodann  aber,  weil  die  auf  diesem  Wege  erlangten 
Constructionen  einfacher  und  kürzer  eich  gestalten,  weil  ferner  sehr 
viele  cnbiscbe  Aufgaben  sich  direct  auf  die  Conatruction  jener  Kernpunkte 
zurückführen,  uad  weil  schliesslich  die  dabei  zu  erlangenden  Resultate  an 
sich  nicht  ohne  Interesse  sind.  Zu  diesem  Zwecke  wird  es  erforderlich  sein ,  die 
cubischen  InvotutioneD  zweiter  Stufe  auf  der  rationalen  Cnrve  dritter  Ord- 
nung naher  zu  studiren.  Wir  verstehen  nach  Emil  Weyr*  unter 
einer  cubischen  Involution  zweiter  Stufe  eine  derartige  Be- 
ziehung zwischen  den  Elementen  eines  rationalen  TrSgers, 
duss  durch  zwei  Elemente  x,,  x^  ein  drittes  ig  eindeutig  be- 
stimmt ist,  so  zwar,  dass  zwischen  drei  in  dieser  Art  zusammen- 
geh firigen  Elementen  x,,  x^,  x^  vollständige  Vertauschunga- 
ffihigkeit  herrscht.  Wir  bezeichnen  eine  solche  Involution  durch  das 
Zeichen  J\  und  nennen  drei  in  Bezug  auf  J\  in  der  gekennzeichneten  Art 
zusammengehörige  Elemente  nCin  Tripel  von  J^',  so  dass  wir  eine  J'% 
auch  de&niren  kSuneu  als  eine  zweifache  Mannigfaltigkeit  von  Ele- 
mententripeln,  von  denen  jedes  durch  irgend  zwei  seiner 
Elemente  eindeutig  bestimmt  ist.  Analytisch  wird  die  J^^  dar- 
gestellt durch  eine  trilinear-sjmmetriscbe  Gleichung  von  der  Form: 

ao+  fl.  G  +  fi  +  v)  +  a-  (ift  +  ftv  +  vk)  +  a^lf^v  -  0;* 
wie    man    aas  dieser  analytischen  Darstellung    siebt,  esistiren  drei  Tripel, 
deren   drei   Elemente   in   einem   einzigen   sich   vereinigen,   sie   werden  er- 
halten aus  der  cnbischen  Gleichung: 

«o-f  3o,i+  3agA»+  flai'— 0, 
welche  resnlürt,  wenn  man  it  ^^  fi  °=  v  setzt.  Diese  drei  Elemente,  in 
deren  jedem  ein  Tripel  von  J\  vereinigt  ist,  bezeichneten  wir  als  die 
Kerselemente  der  J'^  und  sahen,  dass  jede  cnbisclie  Construction 
schliesBlicb  auf  die  Constrnction  der  drei  Kemelemente  einer  J\  zurück- 
kam. Wir  wollen  zeigen,  wie  sieb  diese  drei  Kernelemente  mittelst  unserer 
CönatracüonBcurre  C  and   dem  Lineal  allein  auffinden  lassen.     Dazu  wird 

•  cf  Weyr;   „Deber  Involutionen  n*"  GradeB  k^"  Stufe";    Sitzonga berichte 
der  Wiener  Akademie  1879,  Bd.  TQ,  II. 

••cf,    Benno    Klein:    „Theorie     der    trilinear-Bjmmetri sehen     Elementar- 
gebUde",  Marborger  HabilitationsBchrift  1881.  —  Femac;  Le  Paiget 
lagäomätrie  Bup^rieure  du  troisiäme  ordre";  mäm.  de  \&  bog.  &e&  bc\%u^6 k\ivb^ 
KtSär.,  Tom.  10. 
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es   erforderlich   sein,   die   auf  der  rationalen   Cnrve  C  selbst  beSndlichn 
J%  etwas  nSber  zu  sttidirea. 

2.  Die  anf  C  befindliche  fandamentale  J*,.  Wir  setzen  öl 
KunScbet  als  eine  allgemeine  rationale  Cnrve  dritter  Ordnung  Torans,  dersR  J 
Doppelpunkt  D  zwei  getrennte  Tangenten  besitzt.  Jede  Gerade  G  echneidrt 
C  in  einem  Punkttripel,  welches  wir  als  ein  „gerades  Tripel" 
zeichnen  wollen.  Die  Gesammtheit  der  geraden  Tripel  bildet  eine  J*^ 
denn  durch  zwei  Beiner  Pankte  ist  ein  gerades  Tripel  eindeutig  bestimmt^] 
diese  J\  ist  für  die  Geometrie  auf  der  rationalen  Curve  dritter  Ordnung  vos'l 
grundlegendster  Bedeutung,  wir  nennen  deshalb  diese  J*^  die  fundamen-j 
tale  Tripelinvolution  von  C  und  geben  ihr  das  Zeichen  J.  Die  Eiges-fl 
Schäften  der  allgemeinen  J^^  auf  J  angewendet  ergeben  die  wBBentlichstenl 
Theile  der  Geometrie  anf  der  rationalen  ebenen  Curve  dritter  Ordnung.'^ 
Die  drei  Kernpunkte  von  /  aind  die  diei  Wendepunkte  Ton  C,  sie  liegen 
iu  einer  Geraden,  weil  das  Kern  punkttripel  einer  j\  der  J*^  angehört.** 
Das  neutrale  Punktepaar,***  welches  gebildet  wird  von  den  beiden  Punkten, 
welche  mit  jedem  anderen  Punkte  des  Trägers  ein  Tripel  eines  J\  bilden, 
wird  für  die  fundamentale  Involution  gebildet  J  von  den  beiden  im  Doppel- 
punkt vereinigten  Punkten;  es  sei  mit  D,  D  bezeichnet.  Unter  den  Punkte- 
paaren, welche  einen  Punkt  P  von  C  zu  einem  Tripel  von  J  ergänzen, 
und  welche  von  den  Strahlen  durch  P  aus  C  ausgeschnitten  werden,  giebt 
es  zwei'l',  welche  in  je  einem  Punkt  vereinigt  sind,  nSmlich  in  jedem 
der  beiden  Berührungspunkte  P\  P"  der  von  P  an  C  gehenden  Tangenten, 
die  Paare  P',  P"  bilden  eine  quadratische  Involution,  deren  Doppelpunkt- 
paar  das  neutrale  Paar  D,  J3  ist.  —  Wird  der  Doppelpunkt  B  ein  Büok- 
kehrpuokt,  so  ändert  sich  die  Natur  der  fundamentalen  Involution  J;  denn 
alsdann  fallen  zwei  der  Wendepunkte  mit  7>  zusammen,  so  dass  J  zwei 
in  D  zusammenfallende  und  nur  einen  einfachen  Kernpunkt  besitzt,  welcher 
in  dem  einen  nur  noch  vorhandenen  Wendepunkt  sieb  befindet.  Die 
Punktepaare,  welche  einen  beliebigen  Punkt  von  C  zu  einem  Tripel  von  J 
ergänzen,  bilden  eine  Involution,  für  welche  ein  Doppelpunkt  in  D  sich 
befindet,  während  der  andere  der  Berührungspunkt  P'  der  einzigen  von  P 
an  C  gehenden  Tangente  ist.  Das  neutrale  Paar  besteht  jetzt  ebenfalld 
nur   aus    einem    einzigen,    doppelt  zählenden  Punkte,  dem  Eückkehrpunkt. 

3.  Die   Darstellung   der   allgemeinen  t/'^  anf  C.     Ausser   der 
fundamentalen   Involution  J   sind    auf    C    noch     andere  j'g    in    dreifacher 

*  cf.  Emil  Wejr;  „Ueber  die  Abbildung  der  ebenen  rationalen Curre  dritter 
Ordnung  auf  einem  Eegetscbuitt";  Sitzungsberichte  der  Wiener  Akademie  Bd.  79,  IL  ■ 
••  cf.  Le  Paige,  I.  c.  p.  53. 
••*   cf.     Emil    Wejr:     „Ueber    Involutionen    n'er  Ordnui 
Sitxaagaberiohte  der  Wiener  Akademie  Bd.  19,11. 
f  cf.  Benno  Klein,  1.  c.  §  15,  16, 


Maimigfaltigkeit  vorhanden;  irgend  drei  Punkte  Ton  C  kann  man  will- 
kürlich aaanäblen,  sie  beBtimmen  eindeutig  eine  </*3,  welche  diese  drei 
Funkte  za  Kernpunkten  hat,  und  umgekehrt  gehört  jede  J*j  einem  solchen 
Ponkttripel,  ihrem  Kernpunkttripel,  zu;  die  fundamentale  J\  ist  dadurch 
obarakterisirt,  dass  ihr  Eempunkttripel  von  den  Wendepunkten  gebildet 
wird.  Wir  wollen  nunmehr  die  von  J  verschiedenen  J"*^  auf  C  unter- 
suchen, and  zunächst  eine  gemeinsame  Erzeugung  derselben  betrachten. 
Der  grosseren  Einfachheit  wegen  setzen  wir  voraus,  dass  der  Doppelpunkt  D 
ein  Rtlokkehrpunkt  sei.  Ist  N  ein  beliebiger  Funkt  von  C,  und  M 
ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene,  ausserhalb  C,  dann  schneidet  jeder  Kegel- 
schnitt K  durch  die  drei  Punkte  B,  N,  M  die  Curve  O  —  ausser  in  D 
und  A'  —  noch  in  drei  weiteren  Paukten  P,,  P,,  P^;  alle  so  entstehen- 
den Pnnktlripel  bilden  eine  zweifache  Mannigfaltigkeit,  jedes  Tripel  ist 
durch  zwei  seiner  Punkte  eindeutig  bestimmt,  so  dasa  (cf.  §  3,  l)  die 
Gesammtheit  dieser  oo*  Tripel  eine  J^j  constituiren.  Zwei  Paukte  P,,  P^ 
von  C  werden  durch  denjenigen  i.  Ä.  eindeutig  bestimmten  Punkt  Pj  zu 
einem  Tripel  ergänzt,  in  welchem  der  Kegelschnitt  durch  Z),  N,  M,  P^,  F^ 
die  Curve  C  noch  schneidet.  Sind  J*/;,  K^  die  beiden  Punkte,  in  welchen 
die  Gerade  NM  die  Curve  C,  abgesehen  von  N,  noch  schneidet,  so 
bildet  jeder  beliebige  Punkt  von  C  mit  J?,,  N^  ein  Tripel  der  J^,  da 
durch  die  fUnf  Punkte  D,  N,  M,  JV",,  N^  mehr  als  ein  Kegelschnitt  ge- 
legt werden  kann;  jede  Gerade  durch  £>  bildet  nSmlich  mit  der  Geraden 
NM  einen  solchen,  so  dass  in  der  That  die  obige  Consfruction  des 
Punktes,  welcher  «wei  Punkte  von  C  zu  einem  Tripel  der  J\  ergUnzt, 
angewendet  aaf  die  beiden  Puukte  N^ ,  N^  ihre  Eindeutigkeit  eiubüsst 
und  jeden  beliebigen  Punkt  von  C  dem  Pnnktepaar  A', ,  JV,  luorUnet. 
Mithin  Bind  (cF.  §  3,  2)  -.\,  iV,  die  beiden  neutralen  Punkte  von  J%. 
Also  gilt:  Die  oj*  Kegelschnitte  durch  den  Rückkehrpunkt  D, 
einen  beliebigen  Punkt  N  der  Curve  und  einen  beliebigen 
Pankt  M  der  Ebene  schneiden  die  Constructionscnrve  C  noch 
tu  fXJ*  Punkttrtpeln,  welche  eine  J\  bilden,  für  welche  die 
beiden  Pankte  JV',,  N^,  welche  die  Gerade  MN  noch  aas  C  aus- 
schneidet, das  neutrale  Paar  durstelleu. 

Auf  diesem  einfachen  Wege  kann  man  somit  eine  unbegrenzte  Menge 
von  J\  auf  C  erhalten,  jedem  Punktepaar  N,  M,  wo  N  auf  C  gelegen 
ist,  entspricht  eine  J*^,  im  Ganzen  erhält  mau  daher  eine  dreifache 
Mannigfaltigkeit  solcher  J'^.  Andererseits  lässt  sich  jede  beliebige  J*^ 
auf  diesem  Wege  herstellen;  denn  ist  N\,  Nf  das  Paar  der  neatialen 
Elemente,  und  N  der  dritte  Schoitlpunkt  der  Gemden  N„  N\  mit  C,  ist 
ferner  P,,  P^,  Pj  irgend  ein  Tripel  der  betrachteten  J*^,  so  schneidet 
der  eindeatig  bestimmte  Kegelschnitt  durch  ß,  N,  P^,  P,,  P^  dv«  Gatad« 
^,  abgesehen  von  N,  noch  in  einem  zweiten  Pant^.e  M.   \>\si  ^"  '^%'fe^- 
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schnitte  durch  D,  N,  M  schneiden  nach  dem  Vorigen  ans  C  die  Tri] 
einer  J*,  aus,  welche  mit  der  betrachteten  J*^  das  neutrale  Paar  N^, 
sowie  das  Tripel  Pj,  P,,  Pj  gemein  hat,  also  mit  ihr  identisch  ist.*  Dem- 
nach kann  man  jede  J^^  aaf  C  in  der  angegebenen  Weise  erzeugen,  in- 
dem man  nUmlich  die  Tripel  von  .7^^  aus  C  ansacbneiden  Uset  durch  die 
CO*  Kegelschnitte,  welche  durch  D,  einen  Punkt  N  von  C  und  einen 
Punkt  M  der  Ebene  hindurchgehen.  Die  Pnnkte  N  und  M  sind  für  jedi 
J^j  eindeutig  bestimmbar,  so  dass  jeder  J^,  ein  solches  Dreieck  DNM 
zugehört,  während  andererseits  aucb  jedem  derartigen  Dreieck  eine  J\ 
geordnet  ist.  Wir  bezeichnen  das  Dreieck  DMN  als  das  charaktsr- 
iatische  Dreieck  der  J\. 

4.  Construction  des  für  J\  cbarakteriatiachen  Dreiecks, 
von  einer  -/'g  das  neutrale  Paar  N^^,  N^  gegeben,  nnd  ausserdem 
Tripel,  so  ist,  wie  die  Betrachtungen  im  vorigen  Artikel  lehren,  das 
cbaraktertBtieche  Dreieck  unmittelbsj-  construirt.  Aber  auch  in  dem  Falle, 
wo  iV,,  Ni  nicht  bekannt  sind  und  J^j  etwa  durch  drei  seiner  Tripel 
P,,  Pj,  Pjj  ^1,  Öa.  fti  -ßi)  -ßa.  ^3  gegeben  ist,  Ittsst  sich  das  Dreieck 
jDitf^  linear  construiren.  Denn  in  diesem  Falle  kann  man  die  Involution, 
welche  das  neutrale  Paar  Ii^,  N^  zum  Doppelpunktpaar  besitzt,  linear 
auffinden.**  Die  Strahlen  durch  N  ferner  schneiden  aus  C  Punktepaare 
einer  quadratischen  Involution  ans,***  von  welcher  der  Eilckkebrpunkt  D 
und  der  Berührungspunkt  N'  der  von  N  ausgehenden  Tangente  die  Doppel- 
punkte sind.  Das  neutrale  Paar  J^,,  N^  gehört  dieser  Involution  an; 
mithin  wird  D,  ü'  durch  A'„  iV^  harmonisch  getrennt  und  mithin  ist  in 
Bezug  auf  die  bekannte  quadratische  Involution,  welche  .N, ,  A'j  t\i  Doppel- 
punkten hat,  JV'  der  dem  Rückkehrpunkt  D  entsprechende  Punkt. 
durch  wird  N'  linear  consti-uirbar,  und  ebenso  sein  Tangen tialpunkt 
Die  Ponbtepaare  auf  C,  welche  mit  N  in  gerader  Linie  liegen,  werden 
durch  denjenigen  Punkt  0  von  C  zu  einem  Tripel  von  J*^  ergSnzt,  in 
welchem  die  dem  Paukte  N  gegenüberliegende  Seite  DM  des  filr  J\ 
charakteristischen  Dreiecks  die  Cuive  C  schneidet.  Da  man  nun,  wenn 
die  J^^  durch  eine  hinreichende  Anzahl  von  SestimmungsstUcken  —  etwa 
durch  drei  Tripel  —  gegeben  ist,  zu  jedem  Punkiepaar  linear  den  Punkt 
construiren  kannj-,  welcher  das  Punktepaar  zu  einem  Tripel  von  J\  er- 
gUnzt,  so  wird  der  Punkt  0  linear  construirbarj  dann  ergiebt  sich  der 
dntte  Eckpunkt  M  des  gesuchten  Dreiecks  als  Schnittpunkt  von  DO  mit 
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c.  p.  *2;  Le  Paige,  1.  c.  p.  80. 
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Gebilde";  Leipzig  1869 
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dem  Kegelschnitt,  welcher  i>,  N  mit  einem  Tripel  P,,  Pj,  P,  von  J', 
verbindet, 

5.  Die  geraden  Tripel  einer  auf  C  befindlichen  J\.  Ist 
DNM  dos  xa  einer  gegebeneu  17'^  gehörige  charakteristische  Dreieck,  so 
schneidet  jeder  diesem  Dreieck  UNM  umschriebene  Eegelschnitt  ein 
Tripel  von  J\  aus.  unter  diesen  Kegehchnitten  giebt  es  eine  einfache 
Mannigfaltigkeit  von  Kegelschnitten,  welche  in  Geradenpaare  degenerirt 
sind,  die  von  diesen  ausgeschnittenen  Tripel  von  J'^  sind  von  besocderer 
Wichtigkeit.  Die  in  Geradenpaare  zerfallenden  Kegelschnitte  werden  ge- 
bildet von  den  Geradenpaaren,  welche  bestellen  ans  einer  Seite  des  Dreiecks 
IlMN  nnd  einer  Geraden  durch  die  Gegenecke  dieser  Seite.  Somit  er- 
balten wir,  den  drei  Seiten  entBj<rechend ,  drei  Büschel  solcher  Geraden- 
paare. Betrachten  wir  erstens  die  zerfallenden  Kegele chnitte,  welche  aas 
der  Seite  Mlf  nnd  einer  Geraden  durch  den  Doppelpankt  D  bestehen, 
so  werden  die  von  diesen  ans  C  ausgeschnittenen  Punkttripel  gebildet  durch 
das  neutrale  Paar  N^ ,  N^  und  einen  beliebigen  Punkt  von  C,  nie  wir 
schon  (§  3,  3)  erkannten,  —  Die  Geradenpaare  zweitens,  welche  von 
der  Geraden  DM  und  einer  Geraden  durch  N  gebildet  werden,  sebneiden 
aus  C  Tripel  ans,  welche  bestehen  aus  dem  Punkt  0,  in  welchem  DM 
die  Cnrve  C  nochmals  schneidet,  und  einem  mit  N  in  gerader  Linie  befind- 
lichen Punktepaar;  diese  Punktepaare,  welche  die  Strablen  durch  N  aus  C 
noch  ausscbneideu ,  bilden  daher  die  zu  0  in  Bezug  auf  J\  gehörige 
quadratische  Involution  der  Punktepaare,  welche  0  zn  einem  Tripel  er- 
gSnzen.  —  Drittens  betrachten  wir  diejenigen  /erfallenden  Kegelschnitte, 
welche  gebildet  werden  von  der  Seite  DN  und  den  Geraden  durch  Jlf, 
welcbe  aus  C  (abgesehen  von  D  und  N)  drei  Punkte  einer  durch  M 
gehenden  Geraden  ausschneiden;  diese  Tripel  sind  demnach  die  der  J\ 
angehörigen  geraden  Tripel  oder  die  der  J\  mit  der  fundamentalen 
Involution  J  gemeinsamen  Tripel;  andererseits  geht  offenbar  jedes  zu 
J%  gehörige  gerade  Tripel  durch  M,  so  dass  sich  ergiebt:  Ist  auf  einer 
rationalen  Curve  dritter  Ordnung  eine  J\  gegeben,  so  befinden 
sich  die  in  J\  enthaltenen  geraden  Tripel  auf  den  Strahlen 
eines  Strahlonbiiscbels,  dessen  Scheitel  diejenige  Ecke  des 
charakteristischen  Dreiecks  ist,  welcbe  sich  nicht  auf  der  Curve 
befindet.    Daraus  ergiebt  sich  weiter  der  für  das  Folgende  wichtige  Satz: 

Sind  auf  einer  ebenen  rationalen  Curve  dritter  Ordnung 
zwei  iT"*,:  /*,  J"  gegeben,  so  wird  das  ihnen  gemeinsame  gerade 
Tripel  ausgeschnitten  von  der  Yerbindnngslinie  derjenigen 
beiden  Ecken  der  zn  J\  J"  gehörigen  charakteristischen  Drei- 
ecke, welche  sich  nicht  auf  der  Cnrve  befinden.     Oder: 

Zwei  auf  einer  ebenen  rationalen  Curve  dritter  Ordnung 
^katindlicbe   J\:   J ,   J '    und     die    fundameula.\6   \ti.'( o\w\Äö'tt 


haben  ein  gemeinBsmes  Tripel*,  welcbea  sich  befindet  auf  dei 
VerbindnngBlinie  der  beiden  nicht  auf  C  befindlichen  Ecken 
der  zu  J\  J"  gehörigen  charakteriHtiEchen  Dreiecke. 

6.  Die  geradkernigen  J'^.  unser  Endziel  ist,  za  zeigen,  dass 
sich  die  drei  Kernpunkte  einer  auf  C  befindlichen  J'j  durob  das  Lineal 
allein  ans  C  ansachneiden  lassen,  das  wird  jedoch  nnr  dann  der  Fall  sein 
kSnnec,  wenn  diese  drei  Kernpunkte  in  einer  Geraden  liegen;  bei  einer 
allgemeinen  j\  wird  das  nicht  stattfinden,  da  drei,  nicht  in  einer 
Qeraden  befindliche,  beliebige  Punkte  von  C  als  Kernpunkte  einer  J\ 
gewählt  werden  können.  Die  J\  auf  C,  deren  Kernpunkte  auf  einer 
Geraden  liegen,  bilden  also  eine  besondere  Klasse  von  J\,  welche  wir 
als  „die  geradkernigen  J\"  bezeichnen  wollen.  Wir  wollen  die  noth- 
wendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  aufsuchen  dafür,  dass  eine  J\ 
geradkernig  sei.  Wenn  J\  geradkemig  ist,  so  ist  das  Kemtripel  ein 
gerades  Tripel,  also  der  von  den  geraden  Tripeln  gebildeten  fundamentalen 
Involution  J  angehörig.  Nun  gilt  aber  der  wichtige  Satz:  „Sind 
■Pi.  J'n  ^a!  Öl,  Qi,  Qs  2wei  beliebige  Punkttripel  eines  rationalen 
Tragers,  und  gehört  §,,  Ö„  (?g  derjenigen  J'3  an,  welche  P,,  P,,  P, 
zu  Kernpunkten  hat,  so  gehört  umgekehrt  auch  P,,  Pj,  P,  der- 
jenigen  J\  an,  welche  Ci,  (?ä,  Q^  zu  Kernpunkten  hat.»*  OdaiJ 
mit  anderen  Worten:  Gehört  ein  Punkttripel  einer  J\  an,  so  g*^ 
hören  ihre  Kernpunkte  derjenigen  J\  an,  welche  jenes  Tripel  ' 
zu  Kernpunkten  bat.  Da  nun  das  Kemtripel  jeder  geradkemigen /*, 
der  fundamentalen  Involution  J  angehört,  so  gehört  das  Kemtripel  von  J 
jeder  geradkernigen  J\  an,  and  umgekehrt  ist  stets  in  diesem  Falle  J\ 
geradkemig.  Also  ergiebt  sich;  Damit  eine  J\  auf  C  gerad- 
kernig sei,  ist  noth wendig  und  hinreichend,  dass  das  Kem- 
tripel der  von  den  geraden  Tripeln  gebildeton  fundamentalen 
Involation  J  der  J\  angehört.  Das  Kemtripel  vou  J  wurde  aber, 
im  Falle  die  Tangenten  des  Doppelpnnktea  D  von  C  getrennt  verliefen, 
von  den  drei  Wendepunkten  von  C  gebildet  (tf  §  3,  2),  im  Falle 
die  Tangenten  von  D  sich  vereinigen,  D  also  ein  Eüokkehrpunkt 
wird,  BO  vereinigen  sich  zwei  Punkte  dieses  Kemtripels  in  D,  der  dritte 
lag  in  dem  einen  in  diesem  Falle  vorhandenen  Wendepunkt.  Somit  1 
giebt  sich;   Eine  auf  einer  rationalen  Cnrve  dritter  Ordnung  bS' 
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•  of.  Le  Paige,  I.  t.  p.  63. 
**  cf.  Benno  Kleine  „Theorie  der  Elemententripel  eines  einstufigen  Ornnd- 
gebildcH";  Annali  di  matematica  Serie  II,  T.  18.  Analytiach  ergiebt  aicii  der 
Sati  unmittelbar  aus  der  Thatsache,  daas  für  die  beiden  cubiscben  Formen, 
welche  resp.  P, ,  P, ,  P,  und  Q^,  Q,,  Q,  reprüsentiren ,  die  lineare  aimultane 
lamnante  verflcbwindet,  dieselben  „conjugirt"  aind,  und  diese  Beziehnnng  eine 
reciproko  ist. 


finiJliohe  J\  ist  dann  and  nur  dann  geradkernig,  wenn  das 
Tripel  der  drei  Wendepunkte  der  J*^  angehört;  besitzt  die  Curve 
einen  Rückkehrpnnkt,  so  ist  J^j  dann  und  nnr  dann  gerad- 
kernig, wenn  zwei  in  RUckkehrpnnkt  vereinigte  Punkte  and  der 
Wendepunkt  ein  Tripel  von  J'^^  bilden.  Es  bilden  somit  die  gerad- 
kernigen  j\  auf  C  ein  Z^^- System,  welches  ein  gemeinsames  Tripel  be- 
sitzt, ein  i7'g-Netz.  Eine  geradkernige  J\  ist  daher  dnrch  zwei  Tripel 
eindeutig  bestimmt. 

7.  Construction  der  Eeinpankte  einer  geradkernigen  J*^ 
mittelst  des  Lineals  und  der  festen  Constmctionscurve  C.  Sei 
eine  geradkernige  J\  auf  0  durch  zwei  ihrer  Tripel  P„  Pj,  Pj  und 
^11  Qti  Qi  gegeben;  wir  wollen  die  Gerade  linear  constmiren,  auf 
welcher  sich  die  drei  Kernpunkte  befinden;  diese  Qerade  schneidet  dann 
ans  der  festen  Co nstructions curve  C  die  drei  gesnchten  Kernpunkte  aus. 
Da  das  Tripel  Pj,  Pj,  Pj  der  vorgelegten  J*g  angehört,  so  wird  das 
Kernpunkttripel  von  /*j  nach  dem  (§  3,  c)  eitirten  Satze  derjenigen  J'j 
angehSren,  welche  P^,  Pj,  P^  zu  Kernpunkten  hat;  dasselbe  wird  aber 
auch  aus  demselben  Grunde  derjenigen  J^^  angehören,  welohe  Q^,  Q^,  Q^ 
zu  Kernpunkten  hat;  schlieBSlicb  aber  gebSrt  es,  als  gerades  Tripel,  der 
fundamentalen  Involution  J  an;  demnach  ergiebt  sich:  Das  Eerntripel 
einer  geradkernigen  J*^,  welcher  die  Tripel  P,,  Pj,  Pj  und 
9i>  ^ai  '?3  angehören,  ist  das  gemeinsame  Tripel  derjenigen 
beiden  J'g,  welche  P,,  Pj,  Pj  resp.  9,,  Q^,  Q^  zu  Kernpunkten 
haben,  nnd  der  fundamentalen  Involution  J  der  geraden  Tripel. 
Durch  ihre  Kernpunkte  Pi,  Pj,  Pj  resp,  ö,,  Öj,  Q^  sind  diese  beiden  J\ 
eindeutig  bestimmt;  wir  haben  aber  (§  3,  5)  gezeigt,  dass  das  gemeinsame 
Tripel  zweier  J^^  und  der  fundamentalen  Involution  J  eich  befindet  auf 
der  linear  constnürbaren  Verbindungslinie  der  beiden  nicht  auf  C  befind' 
lithen  Ecken  der  zu  den  beiden  J*^  gehörigen  charakteristischen  Dreiecke. 
Damit  ist  aber  gezeigt,  wie  man  die  Gerade  construirt,  welche  die  Kern- 
punkte der  dnrch  die  beiden  Tripel  P,,  P,,  P,;  Qy,  Q^,  Q^  bestimmten 
geradkemigen  J^,  entbült.  Man  bat  nur  nach  §  3, 4  die  beiden 
charakteristischen  Dreiecke  zu  construiren  für  diejenigen  beiden  J\,  welche 
P,,  P,,  P3  resp.  §|,  9j,  ^5,  zu  Kernpunkten  haben,  die  Verbindungslinie 
der  beiden  nicht  auf  C  beündlicheu  Ecken  ist  die  gesuchte  Gerade. 

8.  Construction  der  Kernpunkte  einer  allgemeinen,  auf 
irgend  einem  rationalen  Träger  befindlichen  J\  mittels  der 
Constructionsourve  O  und  alleiniger  Zuhilfenahme  des  Lineals. 
Ist  nun  auf  irgend  einer  rationalen  Curve  R  eine  J\  durch  eine  hin- 
reichende Anzahl  von  B e st immungs stücken,  etwa  durch  drei  ihrer  Tripel 
*ii  ^j,  %i  Ol.  ^2>  ^si  ^i-  ^i,  3*3   gegeben,   so  kliunea  -«h  4*  Clti^- 

ition  ihrer  Kernpunkte   stets  auf  die  im  Voügeu  geVüiViB  k\A?p!a%  är>^ 

ttrabrin/.  Malbemmik  a.  ebytUi.  4l.J»big.  18H6.  S.Heft.  W 


146     Die  gaometrischen  Constraotionen  dritten  and  yierten  Grades  etc. 

Constmotion  dsr  drei  Eempuubte  einer  aof  C  befisdlioben  gendkemigen 

ZTirUckf Uhren.  Penken  wir  nämlich  die  rationaJe  Cnrve  R  auf  die  CoD? 
Btractionficnrve  C  projectiv  benogen  dadurch,  dass  wir  sie  projectiv 
ziehen  auf  den  SfrahlenbüBchel  durcb  den  Doppelpunkt  D  von  (7,  drfj 
seinerseits  projectiv  auf  C  bezogen  ist,  dann  wird  jedem  Punkt  von  a\ 
eindeutig  ein  Punkt  von  C  entsprechen,  und  nmgekehrt;  den  Tripels. 
von  /'g  werden  Tripel  auf  C  enteprechen,  die  ebenfalls  einer 
gehören.  Wir  kennen  aber  die  projective  Beziehung  von  2f  and  C  8t«ta 
so  wlbien,  dass  die  auf  C  befindliche,  der  ursprünglichen  J\  auf  R  ent- 
sprechende J^^  geradkernig  ist,  dazu  ist  nnr  nJitbig  (cf.  §  3,  6),  dass 
das  Kerntripe!  der  fnndaraentalen  J  auf  C  der  auf  C  befindlichen  J*j  an- 
gehört,  in  welche  wir  die  ursprüngliche  J'*^  transformirt  haben.  Besitat 
also  der  Doppelpunkt  von  C  getrennte  Tangenten,  so  haben  wir  die  pro- 
jective Beziehung  zwischen  den  Punkten  von  R  und  C  so  zn  wählen,  dass 
einem  Tripel  der  gegebenen  J'j  das  Tripel  der  Wendepunkte  entspricht, 
was  wir  erreichen,  wenn  wir  diese  ProjectivitUt  so  wählen,  daiSS  z.  B.  den 
drei  gegebenen  Punkten  SU,,  JRj,  !Rj  die  drei  Wendepunkte  von  C  lu- 
geordnet  werden,  wodurch  dieee  Projectivitüt  eindeutig  festgelegt  ist. 
Besitzt  hingegen  C  einen  RUckkehrpunkt,  so  mnss  (cf.  §  3,  g)  dasjenige 
Tripel,  welches  aua  dem  Wendepunkt  und  zwei  im  Rüekkehrpunkt  ver- 
einigten Punkten  besteht,  der  transforniirten  J^.^  angehören.  In  diesem 
Falle  versebaffen  wir  uns  von  der  gegebenen  J*^  ein  Tripel,  bei  welchem 
zwei  Punkte  vereinigt  liegen,  was  wir  Bohr  einfach  dadurch  erreichen, 
dass  wir  zu  9t,  noch  ein  zweites  —  von  9),,  5Rj  verscbiedenes  —  Punkto- 
paar SR'j,  ffCj  construiren,  welches  31,  zu  einem  Tripel  von  J'g  erg&nzt, 
was  auf  linearem  Woge  mSglicb  ist*;  die  sämmtlichen  Punktepaare  der 
durch  9tj ,  9t, ;  9i', ,  9i'g  bestimmten  quadratischen  Involution  ergänzen 
dann  SH,  zu  einem  Tripel  der  gegebenen /'j,  und  mithin  auch  das  Punkte- 
paar, welches  aus  9tj  und  dem  ihm  in  dieser  Involution  entsprechenden 
Punkte  ffl',  besteht,  so  dass  also  das  Tripel  JR,,  3),,  St",,  bei  welchem 
zwei  Punkte  in  SH,   vereinigt  liegen,  ein  Tripel  von  J*^  bildet. 

Beziehen  wir  nun  die  Punkte  von  R  piojectivisch  so  auf 
Punkte  der  Constructionscurve ,  dass  31,  dem  Rüekkehrpunkt,  Sf,  dem' 
Wendepunkt  entspricht,  so  wird  die  gegebene  J*,  in  eine  J\  anf 
C  transformirt,  fUr  welche  der  Wendepankt  und  zwei  im  RUckkehrpunkt 
vereinigte  Punkte  ein  Tripel  bilden,  welcher  somit  das  Kerntripel  der 
fundamentalen  J  angebSrt,  so  dass  diese  transformirt«  i/*g  (cf.  §  3,  6) 
geradkernig  ist.  Bezeichnen  wir  mit  Ky,  £,,  K^  die  drei  Kernpunkte 
dieser  transformirten  J\,  so  haben  wir  (§3,  7)  gezeigt,  dass  man  Kt 
K^,  K^  aua  0   mittelst    einer  Huear   construirbaren  Geraden 
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^■|HU>t  80  dass  also  JT,,  £^,  K^  mit  alleiniger  Hilfe  dea  Lineals  constrairt 
^r werden,  wenn  die  Cnrve  G  als  ConstroctionBcnrve  fest  geieicbnet  vor- 
liegt. CoDstruiren  wir  non  in  Bezog  auf  die  Projectivität ,  mittelst  deren 
die  Punkte  von  C  auf  die  Punkte  von  Jt  bezogen  sind,  die  zu  E^,  K^,  K3 
entäprechenden  Punkte  S^,  £, ,  S^,  viaa  auf  linearem  Wege  möglieb  ist, 
ao  bilden  ß, ,  S,,  S^  die  gesuchten  drei  Kernpunkte  der  auf  E  gegebenen 
J'y  Mithin  lassen  sieb  die  Kernpunkte  jeder  auf  einer  rationalen  Curve 
befindlicben  i^'j  mit  den  angegebenen  Hilfsmitteln  constrairen,  and  da  wir 
(§  ))  sahen,  dass  jede  cubiscbe  und  bi quadratische  Couatruction  auf  die 
Conatruction  solcher  drei  Kernpunkte  sich  zurllck fuhren  lüsst,  so  ergiebt 
sieb  auch  hier,  was  wir  schon  §2,4  erkannten,  dasa  sich  alle  Auf- 
gaben dritten  und  vierten  Grades  mit  alleiniger  Hilfe  des 
Lineals    ausfuhren  lassen,    wenn  eine   ein  für  alle  Mal  gezeich- 

IBflte  rationale  Curve  dritter  Ordnung  vorliegt. 
I  §  4,    Hetrisohe  Probleme  und  graphische  Anflöanng 

m  samemcher  cabiacher  Oleiohungen. 

l  1-  Behandlung  metrischer  Probleme  mittelst  der  Ciasoide 
iils  Constructionscurve.  Hat  man  eine  metrische  cabiache  Con- 
stractionsaufgabe  zu  behandeln ,  so  ist  stets  eine  Strecke  als  Masseinheit 
gegeben,  in  Bezag  auf  welche  man  drei  unbekannte  Strecken  aufzufinden 
bat;  denkt  man  sich  die  Masaeinbeit  auf  einer  Geraden,  von  einem  be- 
stimmten Nullpunkt  nach  einer  bestimmten  Riebtang  aufgetragen,  so  ent- 
spricht jedem  Punkt  der  Geraden  eine  bestimmte  (positive  oder  negative) 
im  Nullpunkt  beginnende  Strecke  nebst  ihrer  Mosszahl  und  umgekehrt  jeder 
vom  Nullpunkt  ausgebenden  Strecke  eine  bestimmte  Masszabl  und  ein  be- 
stimmter Punkt.  Eine  metrische  cubische  Aufgabe  wird  dann  durch  eine 
nnmerische  cubische  Gleichung  gegeben: 

und  es  sind  die  drei  Punkte  der  Geraden  zu  construiren,  welche  den  drei 
Wurzelwerthen  dieser  Gleichung  entsprechen.     Bekanntlich  läset  eich  durch 

die  Substitution:  x=i  — ^—  die  Gleichung  auf  die  sogenannte  redncirte 
Form: 

bringen.  Sind  die  drei  Punkte,  welche  den  Wurzeln  dieser  reducirten 
cubischen  Gleichung  entsprechen,  gefunden,  so  taseen  sich  mittelst  der  Be- 
ziehung a;  =  i  —  "5 —  die  der  ursprünglichen  linear  eonatruiren.    Wir  wollen 

nun  zeigen,  wie  sich  die  drei  Wurzelpunkte  der  reducirten  Gleichung  mit 
alleiniger  Hilfe    des  Lineala    und    unserer  festen  Constructionscurve  dritter 
rdnnn^  aofBndeo  lassen. 


^^dnn 
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Wir  wählen  als  Constractionscarve  eine  zunächst  beliebige  Cnnre  dritter 
Ordnung  mit  Bttckke hrpunkt,  dann  ist  die  Gleichung  dieser  Garve,  wenn 
wir  den  Einheitspunkt  beliebig  auf  der  Curve  annehmen  und  als  Coordinaten- 
dreieck  das  von  der  Bückkehrtangente ,  Wendetangente  und  der  Verbindungs- 
linie von  Rückkehrpunkt  und  Wendepunkt  gebildete  Dreieck  wählen; 

1)  ic«ia;8-»*,  =  0.* 

Setzen  wir  x^,  x^^  x^  resp.  proportional  der  0.,  1,  3.  Potenz  einer 
und  derselben  Grösse  A,  also:  Xii  x^i  x^='l:k:k\  so  wird  die  Gleichung  2) 
identisch  für  jedes  X  erfüllt,  so  dass  wir  in: 

2)  (»a?i  =  li     ^«8=X,     QX^^l^ 

wo  Q  einen  Proporiionalitätsfactor  bedeutet,  die  Parameterdarstellung  der 
Constructionscurve  haben.  Wir  wollen  nun  die  Constructionscurve  speciali- 
siren**,  indem  wir  einen  ihrer  drei  unendlich  fernen  Punkte  mit  dem  Wende- 
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punkt,  die  beiden  anderen  mit  den  beiden  unendlich  fernen  Kreispunkten 
zusammenfallen  lassen,  dadurch  bekommt  einmal  die  Curve  die  Bückkehr- 
tangente zur  Symmetrieachse  I  femer  steht  die  Rückkehrtangente  senkrecht 
auf  der  Wendetangente  und  der  zu  dieser  parallelen  Verbindungslinie  von 
Bückkehrpuukt  und  Wendepunkt,  und  es  wird  dadurch  die  absolute  In- 
volution linear  construirbar,  so  dass  man  die  metrischen  Aufgaben,  welche 
sich  auf  rechte  Winkel  bezieben,  linear  construireu  kann  in  analoger  Weise, 
wie  beim  Steiner'schen  Constructionskreis.  Wählen  wir  noch  als  Punkt 
der  Curve  einen  der  beiden  Punkte,  welche  von  den  Seiten  des  Coordinaten- 
dreiecks  gleichweit  entfernt  sind,  etwa  den  Punkt  J^ (Fig.  1),  und  nehmen 


*  cf.  Clebsch-Lindemann:  „Vorlesungen  über  Geometrie",  Bd.  I,  S.  591. 
**  Die   SpecialisiruDg  der  Constructionscurve  geschieht  nur,  um  die  prak- 
tiBche  AaBfQhrung  der  Constructionen  zu  erleichtem,  principiell  thut  jede  Carve 
dritter  Ordnung  wit  Rückkehrpunkt  denselben  Dv^ns^i. 
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diesen  als  Einheitspankt,  dann  verhalten  sich  bekanntlich  die  drei  Coordi- 
naten  eines  Ponktes:  x^ix^ix^^^xiy  i  e, 

wo  0?,  y^  B  die  resp.  Abstftnde  des  Punktes  von  den  drei  Seiten  a?i  =  0, 
d^)  =s  0,  0^  =  0  des  Coordinatendreiecks  bedenten.  Die  Gleichnng  unserer 
Carve  Iftsst  sich  somit  schreiben: 

««0  +  ^3=0, 

and  da  y  +  0  constant  gleich  dem  Abstand  08  der  Wendetangente  von  der 
ihr  parallelen  Verbindungslinie  vom  Wendepunkt  und  Rttckkehrpunkt  ist, 
so  wird,  falls  wir  08  gleich  der  Längeneinheit  machen,  ^-{-5^=1,  also 
5  =  l  —  ^1  und  es  ist  die  Gleichung  der  Cnrve  bezogen  auf  das  recht- 
winklige Coordinatensystem,  welches  den  Bückkehrpunkt  0  zum  Coordinaten- 
anfang,  die  Rückkehrtangente  zur  ^- Achse,  die  Parallele  durch  0  zur 
Wendetangente  zur  o;- Achse  hat: 

*»(!-») -y»  =  0, 

das  ist  die  Gleichung  einer  Cissoide.* 

Wir  wfthlen  mithin  als  Constructionscurve  eine  Cissoide,  bei  welcher 
der  Abstand  08  des  Rückkehr punkts  von  der  Wende tangente  gleich  der 
Längeneinheit  ist  (Fig.  1).  Diese  Wahl  hat  den  Vortheil,  dass  sich  diese 
Curve  besonders  einfach  herstellen  lässt,  sowohl  punktweise,  als  auch 
mittelst  eines  Mechanismus  in  einem  Zuge*»  als  auch,  weil  wir  sofort  er- 
kennen werden  I  dass  der  Parameter  der  Curvenpunkte  eine  sehr  einfache 
Interpretation  gestattet.  Es  war  nämlich,  wenn  wir  wieder  zur  homogenen 
Gleichung  1)   7?^x^^  ofi^^O  zurückkehren,   die  Parameterdarstellnng  2) : 

mithin  ist  ^       .. 

x^       X 

Ziehen  wir  nun  durch  den  Punkt  oo  der  positiven  o?- Achse,  für  welchen 
Og)=1  ist,  eine  Parallele  l  zur  Rückkehrtangente  und  projiciren  den 
Cissoidenpunkt  P  mit  den  Coordinaten  0?^,  «g,  x^  aus  dem  Rückkehrpunkt  0 
auf  l  nach  n;,  so  ist:  —       y       ^2       , 

Of)9S   ^  —  =  —  s=  A. 

X         Xi 

Mithin  ist  der  Parameter  iL  eines  Punktes  P  der  Cissoide 
gleich  dem  Abstand  seines  Projectionspunktes  n  von  09.  Die 
Punkte  P  der  Cissoide  werden  somit  eindeutig  in  ihre  Projectionspnnkte 
n  auf  I  abgebildet;  dem  Punkte  n  auf  l  mit  dem  Abstände  l  von  00  ent- 
spricht der  Punkt  P  auf  der  Cissoide  mit  dem  Parameter  A. 

Es  sei  nun  eine  reducirte  cubische  Gleichung  gegeben: 
3)  ai  +  a^k  +  a^k^=^0, 

wir  interpretiren  X  als  den  Abstand  der  Punkte  der  Geraden  l  vom  Null- 
punkte (0  aus ;  es  sollen  die  drei  Wurzelpuukte  der  Gleichung  3)  construirt 


•  cf.  SAlmon-Fiedler:  „Höhere  ebene  Curven",  ü,  k\Ä.  ks\..'tVb, 


werden.  Die  drei  Punkte  anf  der  Cissoide,  in  welche  die  drei  geaacbten 
Punkte  ans  0  projicirt  werden,  haben  als  Parameter  die  drei  Wurzeln 
von  3] ;  betrachten  wir  nun  die  Gerade 

«1 K,  +  tij  a;,  +  OgXg  !=  0 , 
80    Bchneidet   diese    die  CisBoido   in    drei    Punkten,  deren   Parameter   dar 
Gleichong  genügen  mÜEsen,  die  wir  erbalten,  wenn  wir 

gx,  =  l,     gXf=  ij,  e«a=  *' 
setzen,  das  beisst  der  Gleichung: 

mithin  haben  die  drei  Schnittpunkte  der  Geraden 

a,Xf  +  a,X;  + 0^X3=0 

die  Wurzeln  der  reducirten  cnbischen  Gleichung: 

0, +  %l  +  o,l*=0 
zu  Parametern,  und  umgekehrt  werden  die  drei  Punkte,    deren  Parameter 
die  cubische  Gleichung  a,  +  afl  +  Oji^  =  0  befriedigen ,  durch  die  Gerade: 

njX,  +  d,a;,-f  0^X3  =  0 
BUB  der  Curve  ausgeschnitten.    Den  Pnnkttripeln  von  l,  welche  durch  eins 
reducirte   cubische  Gleichung  3)  definirt  werden,  entsprechen  also  auf  d«r 
Cissoide  die  geraden  Tripel  und  umgekehrt,     um  mithin  das  durch 

definirte   Punkttripel  von  I  zu  oonetruiren,  constrniren  wir  di«- 

was  linear  möglich  ist,  wenn  die  Coefficienten  «,,  »,,  o,  nume- 
risch gegeben  sind,  bestimmen  die  Schnittpunkte  dieser  Ge- 
raden mit  der  ConstructionscurTe  uud  projiciren  dieselben  auf 
die  Gerade  l;  das  so  erhaltene  Punktetripel  ist  das  gesuchte, 
welches  durch  die  obige  cubische  Gleichung  dargestellt  wird. 
Somit  ergiebt  sieb,  dass  man  alle  metrischen  cubisuben  Probleme  in 
höchst  einfacher  Weise  mit  Hilfe  unserer  Constrnctionacurve  und  alleiniger 
Anwendung  des  Lineals  lösen  kann,  womit  auch  gleichzeitig  eine  graphische 
Anflßsung  der  cubischen  Gleichungen  mit  den  angegebenen  Hilfsmitteln 
gegeben  ist.  —  Wir  wollen  zum  Schluss  diese  Methode  noch  auf  die  beiden 
schon  im  Alterthum  berühmten  cubischen  Probleme  der  Vervielfachung  des 
Würfels  und  die  Trisectiou  des  Winkels  anwenden. 

2.  Die  Vervielfachung  des  Würfels  (Fig.  2).  Es  soll  die  LRuge  1 
der  Seite  eines  Würfels  gefunden  werden,  welcher  das  a- fache  eines  ge- 
gebenen Würfels  ist;  nehmen  wir  die  Seite  des  gegebenen  Würfels  als  LSngen- 
einheit,  so  ist  X  durch  die  cubische  Gleichung  i'^a  oder  o—  l'  =  0 
bestimmt,  die  sich  bereits  in  der  reducirten  Form  beSndet;  in  nnserem  Falle 
ist  aj=:a,  a^=  0,  a^=  —X,  und  mltiim  ax^—  Xj=Q  Sw^a^Ä.«,  '«%\sÄ 


%\siV^_ 
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aas  der  Cissoide  die  Punkte  ausschneidet,  deren  Projectionen  auf  I  die 
gesachten  Punkte  sind.  Setzen  wir  an  Stelle  von  x^^  x^^  x^  die  ihnen  pro- 
portionalen Abstände  x^  y^  »  des  betreffenden  Punktes  von  den  Seiten  des 
Coordinatendreiecks ,  so  ist:  ao;  —  0  <=  0,  und  da  y  +  ^  =  1  ist,  so  wird: 

aa?  +  y  —  1  ==  0 

die  Gleichung  der  betreffenden  Geraden  in  rechtwinkligen  Coordinaten. 
Diese  Gerade  enthält  den  Punkt  o;  =  0,  j^  «=  1,  das  ist  der  Punkt  8  (Fig.  2), 
sowie  den  Punkt:  a?»l,  yeal— a;  dieser  Punkt  r  wird  erhalten,  wenn 
man  auf  l  von  a  aus  nach  00  hin  ar  =  a  abträgt.  Die  Verbindungsgerade 
8%  ist  die  gesuchte;  sie  trifft  die  Cissoide  in  einem  Punkte,  welcher  auf 
l  von  0  projicirt,  den  Punkt  q  liefert ,  dessen  Abstand  qo}  von  oo  die  ge- 
suchte Strecke  ist,  ^  =  ya.    Man  hat  also  nur  a  von  c  aus  nach  oo  hin 

Fig.  %, 


abzutragen,  so  dass  ar  =  a,  dann  8t  mit  der  Cissoide  zu  schneiden  und  den 
Schnittpunkt  aus  0  auf  l  nach  q  zu  projiciren ;  die  Strecke  mq  =  ya  ist 
die  gesuchte;  der  Würfel,  welcher  diese  Strecke  zur  Seite  hat,  ist  das 
a- fache  des  gegebenen  Würfels,  dessen  Seite  gleich  der  Längeneinheit 
08  ist 

3.  Die  Trisection  des  Winkels.  Es  soll  ein  gegebener  Winkel  a 
in  drei  gleiche  Theile  getheilt  werden;  wir  dürfen  unbeschadet  der  All- 
gemeinheit 0  <  a  <  90^  annehmen,  dann  wird 


0<  J<30». 

und  es  ist  -5-  bekannt,    wenn  sein  Sinus  bekannt  ist;    dieser  Sinus  steht 
o 

aber  znm  Sinus  des  ganzen  Winkels  in  der  Beziehung: 
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Setzen   wir   sina^ay  8in^  =  k^  so  erhalten  wir  flir  ü  die  cnbiache 
Gleichung:  a-3A  +  4X»  =  0. 

Diese  Gleichung  hat  nicht  nur  k^ssin-^  zur  Wurzel,  sondern  noch 

o 

,       .    «  +  2n       „       .     «  +  4» 
Ac=sm — K — »    A=^m ^ 5 

die  Wurzel  sin-^  =^k   ist   aber  —  und   daran  ist  sie  zu  erkennen  —  die 

o 

kleinste   positive  Wurzel  obiger  Gleichung.     Wir  wollen  die  drei  Strecken 

auf  der  Geraden  l  construiren,  welche  von  od  um  diese  Wurzel werthe  entfernt 

sind;  damit  ist  dann 

,   et       .     a  +  2«        .     a  +  4w 
****a'  «n ö >  sin 5 

gefunden  und  damit  auch  die  Winkel  selbst  Die  drei  Punkte  der  Con- 
structionscissoide,  welche  die  drei  Wurzeln  zu  Parametern  haben,  werden 
(nach  §4,1)  ausgeschnitten  von  der  Geraden: 

aa?j  —  3a?2  +  Ax^  =  0, 

oder,  wenn  wir  statt  x^^x^^  x^  die  diesen  Grössen  proportioualen  senkrechten 
Abstände  x^  y^  B  des  betreffenden  Punktes  von  den  Seiten  des  Goordinaten- 
dreiecks  setzen:  a«  -  3y  +  4i»  =  0, 

und  da  j^  +  isr  =  1  ist,  so  wird  in  rechtwinkligen  Coordinaten: 

a»  —  7y  +  4  =  0 

die  Gleichung  der  gesuchten  Geraden.     Diese  Gerade  iSsst  sich  leicht  con- 

4 

struiren  (indem  man  z.  6.  die  beiden  ihr  angehCrigen  Punkte  a?  »  0,  y  ==-7 

11 
und  0?  s=  —  ^9  ^  ^  "o  construirt).  Bringt  man  diese  Gerade  mit  der  Gissoide 

zum  Schnitt,  construirt  die  drei  Punkte,  in  welche  diese  drei  Schnittpunkte 
aus  dem  Bückkehrpunkt  auf  die  Gerade  l  projicirt  werden ,  so  sind  die 
Abstände  dieser  drei  Punkte  von  00  resp. 

.    ©        ,    a  +  2n       ,    a  +  47r 
sm-^i  8tn — ^ — >  8%n — 0 — 

und  zwar  ist  sin-^  die  absolut  kleinste  dieser  drei  Strecken.  Liegt  die 
Strecke  as=  sina  gezeichnet  vor,  so  macht  die  Constrnction  der  obigen 
Geraden  und  damit  von  sin^  keine  Schwierigkeit. 


Ueber  Steiner'sche  Kugelketten, 

Von 

Dr.  K.  Tb.  Vahlen 


Im  Folgenden  soll  eiu  Gegenstand  seine  Erledigung  finden,  auf  den 
Steiner  durch  wisderbolt  vorgelegte  Acfgaben  und  za  beweisende  Lehr- 
sätze die  Aufmerksamkeit  der  Geometer  zu  lenken  suchte.*  Diese  mehr- 
fachen Aufforderungen  hatten  meines  Wissens  nur  den  Erfolg,  dass 
Clansen  die  einfachsten  dieser  Steiner'schen  Blitze  und  auch  diese  nur 
vermittelst  einer  neitlftufigen  analytischen  Methode  herleitete,  die  dem 
einfachen  Gegenstande  wenig  angemessen  erscheint.** 

1.  Tier  Punkte  einer  Geraden  seien  mit  0,  1,  2,  3  der  Belbe  nach 
so  bezeichnet,  dass  (01)>(23)  ist.  Wir  beschreiben  über  den  Durch- 
messern (03)  — 2B3,  (12)  =  2R,  in  derselben  Ebene  zwei  Kreise  mit 
den  Mittelpunkten  M^,  M^,  dem  Centralabstand  M^Mj^-A.  In  den  Bing 
zwischen  diesen  beiden  Kreisen  (Mf)  und  (_M^)  legen  wir  eine  Beibe  von 
Kreisen  mit  den  Mittelpunkten  m,  m',  m"...,  und  den  Radien  r,  r',  r"..., 
von  denen  jeder  Ereis  den  Torhergehenden  und  die  beiden  gegebenen 
Kreise  (3f()  und  (M^)  berührt. 

Wir  suchen  die  Bedingung  dafür,  dass  diese  Kreiskette  sich  schliesse, 
das  heisst,  dass  nach  u  Umläufen  der  n'°  Kreis  den  ersten  berühre.  Dass 
dabei  3u<n  sein  mnas,  sei  gleich  hier  angemerkt. 

Wir  bilden,  wovon  die  Möglichkeit  leicht  einzusehen  ist,  uneere  Figur 
durch  reciproke  Badien  so  ab,  dass  die  beiden  gegebenen  Kreise  (Jlf,},  {M^) 


*  Thäor^mes  k  dgmontrer  et  problämes  ä  resoudre.  Gergonne,  Annales 
de  Mathematiques,  tome  XVIII,  Steinet,  Werke  Bd.  I,  S.  225-227.  —  Ueo- 
metriEche  LehrBitze.  Crelle'a  Journal  Bd.  II,  S.  192.  Werke  Bd.  I,  S.  136.  — 
Vorgelegte  Lehrsätze.  Crelle's  Journal  Bd.  II,  S.  160.  Werke  Bd.  I,  S.  160.  — 
Aufgaben  und  Lehrsätze,  eretere  auFziilöBen,  letztere  zu  beweisen.  Crelle's  Jour- 
nal Bd.  II,  S.  96  Werke  Bd,  1,  S.  127,  -  Einige  geometrische  Betrachtnugen. 
Crelle's  Journal  Bd,  I,  S.  266.  Werke  Bd.  1,  8.48,  —  SyslematiBche  Entwicklung 
der  Abhängigkeit  geometriecher  Gestalten  von  einander.  Aufgaben  und  Lebr- 
«atae  eO-84.    Werke  Bd.  I,  S,  455— 46S. 

•*  Claueen,  CreJJes  Journal  ßd.  VI,  8,  M  a.'VD.,  5.  ai. 
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in  zwei   concentrische  übergehen.     Für  diesen  Fall  ist  die  SchliesBungs- 
bedingnng  offenbar: 

^   n      BjJJ,'  ^  ''""*       (03) -(23) 

Da  bei  unserer  Abbildung  das  Doppelverhftltniss  der  vier  Pankte 
0,  1,  2,  3  unverändert  bleibt ,  so  ist  die  Bedingung  allgemein: 

u«_((n). (21)^ 

^    n      (03) '(23) 

Sind  tn^f  9^2  1^1,  ^  die  Mittelpunkte  von  Kreisen  über  den  Dnrcb- 
messem  (23)  -  2r^,  (Ol)  =  2r^,  (13)  =  2^^,  (02)  -  2^„  so  Iftsst  sieb 
die  Bedingung  in  folgende  sechs  Formen  setzen: 

^  «UTK       B^Ra  «UTC        piO,  .   «  UTT       RB^ 

cotg*  —  ■=»  — i^ —  »    cosec*  —  —  ^^^^  i  casttr  —  —  -i— ^  • 
n        r^r^  n       r^r^  n       q^q^ 

Berücksichtigt  man  die  Identitäten: 

^«  -  ^1 "-  ^a—  »"i -  M^M^^'Ä, 
^  +  i^i  —  ^2  +  Pi  —  »ig  »ii  —  a, 

so  lässt  sich  die  Bedingung   durch   die  zwei  Badien  jedes  der  drei  Kreis- 
paare und  den  betreffenden  Gentralabstand  ausdräcken;  z.  B.  wird: 

in  welcher  Form  die  Relation  bei  Steiner  steht;  oder  es  wird: 

2u7i      2ä  iL  -  2r.r.      q\  +  g\  -  a* 
C08 "  o ^^—         o     ' 

woraus  hervorgeht,  dass  dem  einen  Schuittwinkel  der  beiden  Kreise  (fi|) 

und  (jjL^  gleich  sein  muss.     Also: 

Eine  beliebige  zwischen (itf^)  und  (M^)  gelegte  Kreiskette (m),  (fn!\  (m"), . . . 
schliesst  sich  oder  nicht,  je  nachdem  der  Schnittwinkel  der  Kreise  (f«J 
und  (^)  ein  rationaler  ist  oder  nicht. 

Die  beiden  Kreise    (m^),   (m^)   geben   zu   einer  zweiten   Schaar  von 

Kreisketten  Anlass.     Ist  -rz,  deren   Schliessungsverbältniss,   so   muss  — ^ 

dem  anderen  Schnittwinkel  der  Kreise  (fi^),  (/l^)  gleich  sein.     So  ergiebt 
sieb  zwischen  den  beiden  Sclilie8a\mg&vQx\i\S\lma&«ii  ^<^  ^\&\iQiv\ 


N      2 

anf  die  wir  später  zuiilckkommen  werden. 

Alle  diese,  wie  auch  die  folgenden  Betrachtangen  lassen  sich  einerseits 
dadurch  ergänzen,  dass  man  die  nicht  reellen  Kreisreihen  in  Betracht 
zieht,  au  denen  die  Kreise  (fii),  ((4)  Anlass  gehen,  andererseits  dadurch, 
aber  nnr  unwesentlich,  verallgemeinem,  dass  man  statt  der  Berährangen 
durchgehends  das  Schneiden  unter  gegebenen  Winkeln  setzt. 

2.  Bilden  wir  unsere  Figar  durch  reciproke  Badien  ah,  dann  geht 
die  Gerade  0123  in  einen  Kreis  Über  und  es  ergiebt  sich  der  Satz: 

I  Bestimmen  zwei  Kreise  (-3f])  und  (Jüg)  eine  geschlossene  Kreis* 

kette,   Bo   sind   auch   die  durch  zwei  Berdbrungs kreise  von  (Af[) 
und  (Jfg)   bestimmten   Kreisketten    geschlossen,    wenn    die    vier 
Berührungspunkte   0,  1,  3,  3    aof  einem   Orthogonalkreise   von 
{M^')    und    (3f,)   liegen.      Und    zwar   enthalten    beide   Schaaren 
geschlossene    oder    nicht    geachloasene   Krebketten,   je    nachdem 
sich    die    dnrch    (0, 2)   und    (1, 3)    gelegten    Berübmngskreise 
von  (Jtf,)  und  {M^)  in   einem  rationalen  Winkel  schneiden   oder 
nicht. 
3-  Wir  constmireu  eine  der  Figur  von  (1.)  genau  entsprechende  and 
prechend    bezeichnete    sphSrische  Figur  und    suchen    die    Schliessungs- 
bedingnng. 

Projiciren  wir  diese  Figur  etereographisch  von  einem  Punkte  des  Haupt- 
kreises  0123  in  eine  Ebene,  so  ist  dos  Doppelverhältniss  der  vier  Punkte 
0,  1,  2,  3  der  Projection  dem  DoppelverhiUlniss  der  vier  Projections- 
strahlen  gleich.     Demnach  wird  die  Bedingung: 

IjMTi       «rtr,.si»rä       cos A  —  cos {R,  —  Rj)  « 
l  ^    n"  ~  si«  B, .  sin  Jl,  2  sin  E,  mm  Jl\ 

L  Alle  übrigen  SStze  sind  wQrtüch  za  übertragen. 
j  4.  Wir  kehren  zu  der  ebenen  Figur  zurück. 
I  Der  Mittelpunkt  m  eines  Kreises  der  Kette  liegt  auf  einer  Ellipse 
BÜt  den  Brennpunkten  Mi  nnd  M^  und  der  Hauptachse  mMi-\-mM^  —  R^-\- R^. 
Die  beiden  Berührungspunkte  von  (tw)  mit  JH,  und  ü/j  liegen  mit 
dem  inneren  Aehnlichkeitspunkt  S  von  {Mi)  und  {M^)  in  einer  Geraden. 
Der  „poteuzhaltende"  Kreis  um  S  schneidet  jeden  Kreis  der  Kette  ortho- 
gonal, daa  heisst,  er  berührt  alle  Seiten  des  Polygons  mm'nt"... 

Lassen  wir  jeden  der  Kreise  (ifj),  {M^},  (tu),  (m')...  um  einen 
^wDoTchmesser  rotiren,  so  erbalten  wir  eine  Kugelkette  (m),  (»/)...  Die- 
^^Mbe    wird    von   jeder    durch    den   Kreis   {S)   gelegten   Kugel 

^^       •  B.  Steiner      a.  0 
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sphärischen  Ereiskette  geschnitten.  Diese  hängt  mit  der  ebenen  Kreis- 
kette  auch  durch  stereographische  Projection  zusammen:  man  hat  nur  die 
Ebene  des  Kreises  (5)  als  Projectionsebene  zu  wählen« 

Ebene  und  sphärische  Kreisketten  sind  also  nur  ebene  und  sphärische 
Schnitte  von  Kugelketten. 

5.  Auf  der  Ebene  der  ursprünglichen  Figur  stehe  eine  zweite  längs 
der  Geraden  0123  senkrecht.  In  dieser  mögen  die  Mittelpunkte  3f,  ^'... 
von  Kugeln  liegen,  welche  die  Kugeln  (m^)  und  (vn^)  gleichartig  berühren. 
Die  Mittelpunkte  M  liegen  auf  einer  Hyperbel  mit  den  Brennpunkten  m^ 
und  nij  und  der  Hauptachse  Mvn^  —  Mm^  ■»  f,  —  r^. 

Diese  Hyperbel  (m^n^)  und  jene  Ellipse  (M^M^)  sind  conjugirte 
Kegelschnitte,  das  heisst;  irgend  zwei  Punkte  des  einen  haben  in  Bezug 
auf  den  anderen  die  Focaleigenschaft.  In  der  That  ist  der  Abstand  eines 
Punktes  (xj  y)  der  Ellipse: 

^'  ,     y'       1 

von  einem  Punkte  (Z,  1")  der  Hyperbel:    . 

x^       r«       1 

gleich 


y^x^xy+Y^+y'^ 


Ä         a 

—  X r-X 

a        A 


woraus  die  Behauptung  folgt: 
Es  ist  also  z.  6.: 

das  heisst 

mM^B  +  r, 

oder  jede  der  Kugeln  (J(f)  berührt  jede  der  Kugeln  (m):  die  bekannte 
Eigenschaft  der  Dupin'schen  Cyklide,  von  zwei  Kugelschaaren  umhüllt  zu 
werden. 

6.  Construiren  wir  eine  Kugelkette  (^),  {J^)}  (•^")"-»  ^^  ^^ 
das  Polygon  dem  um  den  äusseren  Aehnlichkeitspunkt  8  der  beiden 
Kreise  (mj  und  (m,)  (der  zweiten  Ebene)  zu  schlagenden  potenzhaltenden 
Kreis  {$)  derselben  umbeschrieben. 

Der  Kreis  {S)  und  der  Kreis  (5)  sind  einander  conjugirt,  das  heisst, 
das  Doppelverhältniss  der  vier  Abstände  irgend  zweier  Punkte  des  einen 
von  irgend  zweien  Punkten  des  anderen  ist  der  Einheit  gleich. 

Sind  nämlich  p  und  q  der  grCsste  und  der  kleinste  Abstand  des 
Punktes  5  vom  Kreise  (iS),  P  und  Q  der  grösste  und  der  kleinste  Ab- 
stand des  Punktes  S  vom  Kreise  (5),  so  sind: 

j,«-(p^^)(a.-g)   und    Y«-(P-Z)(X-e) 

die  Gleichungen  von  (ß)   in   Bezug   auf  5   als  Anfang  der  rechtwinkligen 

Coordinaten  x,  y^  und   von   (i)  in  Bei:ug  ^u^   S  ^^   ksSASi%  dsc  recht- 
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winkligen  Coordinaten  XY.  Das  Abstandsquadrat  eines  Punktes  (x^  y) 
von  einem  Punkte  (X,  Y),  nftmlich: 

wird  wegen       .  p+Q         /p  -  o\* 

woraus  sich  die  Behauptung  ergiebt. 

u  U 

7.  Zwischen  den  Schliessungsverhftltnissen  —  und  —  der  Eugelketten 

(m),  (m')...,  und  (iKf),  (Jtf ')...,  besteht  nach  1.  die  Relation: 

u       F       1 

so  dass  insbesondere  beide  Eugelketten  gleichzeitig  geschlossen  sind  oder  nicht.* 

Die    einfachsten    Fälle    sind:    — -»  ä '  t;"=  tt  oder  umgekehrt,  das 

n       o    N      ^ 

heisst,  in  den  Baum  zwischen  drei  einander  berührenden  Kugeln  Iftsst  sich 

eine  Kette  von  sechs  Kugeln  legen. 

Dies  ergiebt  sich  auch  unmittelbar  durch  Abbildung  vermittelst  reci- 

proker  Radien  aus  dem  evidenten  Fall,  in  welchem  zwei  der  drei  Kugeln 

parallele  Ebenen  sind. 

Bei  einer  Kette  von  vier  Kugeln  besteht  auch  jede  Kette  der  anderen 
Schaar  aus  vier  Kugeln. 

8.  Zwischen  den  beiden  Kugeln  (^1)  und  {M^  lassen  sich  nicht  nur 
die  Kugelketten  (n»),  (m')...,  sondern  noch  auf  mannigfaltige  andere  Art 
Kugelketten  legen. 

Eine  beliebige  solche  Kugelkette  berührt  die  Kugeln  (üfi)  und  (^f,) 
längs  zweier  Kreise.  Durch  diese  Berührungskreise  lässt  sich  eine  Kugel 
legen,  welche  {M^  und  (Ji,)  unter  demselben  Winkel  q>  schneidet.  Die 
Abbildung  lehrt,  dass  die  Schliessungsbedingang  ausser  von  J^^-iZ,,  A^ 
nur  noch  von  q>  abhängen  kann.     In  der  That  ergiebt  sich  leicht: 

j  un       R\  +  R\  -  2B^B^  sin*q>  -  Ä^ 

Die    in   1.  angegebene  Bedingimg  folgt  aus  dieser  für  9  —  ^  1  erhält 

aber  je^t  die  allgemeinere  Bedeutung  als  Schliessungsbedingung  für  eine 
Kugelkette,  deren  zwei  Berührungskreise  nicht  speciell  in  einer  Centralebene, 
sondern  allgemeiner  in  einer  Orthogonalkugel  7on  (M^)  und  (M^)  liegen. 

*  8.  Steiner  a.  a.  0. 
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9.  In  den  Bamn  zwischen  den  beiden  Engeln  {M^)  und  (JU^)  legen 
wir  eine  Bertthrongskngel  {(i)^  mit  dem  Mittelpunkt  (i  und  dem  Badios  q. 
Wir  suchen  die  Schliessungsbedingung  fELr  eine  Kette  von  Kugeln,  welche 
die  drei  Kugeln  (M^)^  (J^)i  (f^)  berühren. 

Für  den  Fall  concentrischer  Kugeln  (M^)  und  (Jtf,)  ergiebt  die  unter 
2-  gegebene  Bedingung  unmittelbar: 

,  U7t       sinr .  sinr  1 

n       sinr.sindr      3  — 4sin*r 


wo  5tn  r  — 


2 

einzusetzen  ist.     Die  Bedingung  wird  daher  zun&chst: 

also  allgemein:  j    .  2  **^      (ßi  +  •^)' ""  -^^ 

so  dass  sich  die  um  (fi)  gelegte  Kugelkette  unabhängig  von  der  Lage  der 
Kugel  (ß)  schliesst  oder  nicht  schliesst.* 

Für  —  —  7j  eririebt  sich  daraus: 
n      6      ^ 

das  heisst,  alle  drei  Kugeln  (M^)^  {^1)1  (f^)  müssen  einander  berühren,  um 
zu  einer  Kette  von  sechs  Kugeln  Anlass  zu  geben.     Wie  unter  5. 

Für  —  —  ö  ergiebt  sich: 

die  Bedingung  dafür,  dass  sich  zwischen  zwei  Kugeln  vier  einander  be- 
rührende Kugeln  legen  lassen.^ 

10.  Ist  die  unter  9.  gegebene  Bedingung  erfüllt,  so  lege  man 
um  {(i)  eine  Kette  yon  nKugeln,  um  jede  dieser  Kugeln  eine  ebensolche 
Kette,  die  aber  (ji)  enthalten  möge.  Fährt  man  so  fort,  so  entsteht  die 
Frage,  ob  diese  Doppelkette  von  Kugeln  sich  schliesst  oder  nicht. 

Die   Abbildung   l&sst   ohne  Weiteres   erkennen ,   dass   ein    Schliessen 

dann    und    nur   dann    stattfindet,    wenn    ein    reguläres    Trigonalpoljeder 

u  * 

existirt,  dessen  Ecke  die  Schliessungszahl  —  besitzt,  das  heisst,  in  dessen 

Ecken  iiDreiecke  zusammenstossen,  welche  uümlSufe  bilden. 


*  8.  Steiner  a.  a.  0. 
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Ist  das  SchliessungsyerhUltniss  ein  solches,  so  ist: 

die  Bedingonff  dafür,  dass  sich  zwischen  den  beiden  Engeln  {M^)  und  {M^) 
von  jeder  Berührangskngel  {(i)  ausgehend  geschlossene  Doppelketten  von 
Berührungskogeln  legen  lassen. 

Der  Tetraederfall  Yon  vier  Kugeln,  —  *  ö«  ^^t   schon   in  9.  erwähnt. 

fi       o 

FCbr  den  Oktaederfall  von  sechs  Engeln,  —  *  -t-i  ist  die  Bedingung:* 

u      1  od.  2 
Für  den  Ikosaeder-  und  Stemikosaederfall  yon  zwölf  Kugeln,  —  —  — ^ — i 

^''''^''  (R^---B,y^Ä*      3^1/5 

4:BiB^         "      2 

11.  Zwischen  die  Kugeln  (M^)  und  (M^)  werden,  von  der  Berührungs- 
kugel (|m)   ausgehend,    Kugelketten   gelegt,   die   aber  nicht,    wie   in   10., 

das  Schliessungsverhältniss  » f    sondern    allgemeiner    das    Schliessungsver- 

t  *^ 

u 

hftltniss    -7   haben  mögen.     Je  zwei  dieser  Kugelketten  mögen  ausser  der 

Kugel  {(i)  noch  eine  diese  berührende  Kugel  gemein  haben.  Wir  suchen 
die  Bedingung  dafür,  dass  nach  u  Umläufen  die  n^  dieser  Kugelketten  sich 
an  die  erste  anschliesse. 

In  dem  Fall  concentrischer  Kugeln  (M^),  (Jlf,)  werden  die  Kugelketten 
Yon  der  um  M^  -»  M^  gelegten  Kugel  mit  dem  Badius  Yb^R^  in  sphäri- 
schen Ketten  von  Kreisen  geschnitten,   deren   sphärischer  Badius    gleich 

yRi  &  UTT  u'tc 

arc  cos    ^  ,  Sr     ist.     Die  Winkel  —  und  —7-    sind    die    Winkel    eines 

~2~ 

sphärischen  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  eine  Kathete  jener  Radius  ist. 

So  ist  also:  ,  u'n        .  «u^    (-Ri  +  -Ra)* 

n  n        AR^R^ 

demnach  allgemein:  .  ^  ^^ 

,  m'jt  ""         4BiRa 
cos^ — r 
n 

u'       1 
Für  —,  *  ö-  erhält  man  die  Relation  in  9. 
n       0 


♦  8,  Steiner  a.  a.  0. 
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12.  Wie  unter  10.  kann  man  nun  weiter   schliessen:   die    obige  Be- 
dingung  ist  asugleich  die  Bedingung  dafür,  dass  es  eine  Doppelkette  von 

u  u' 

Kugeln  giebt,  die   einem   Polyeder  mit  den  Schliessungszablen  —  und  -, 

analog  gebildet  ist,  falls  ein  regul&res  derartiges  Polyeder  «ipstirt. 

^.     ^  ,,     tt'       1     u       1     1     1     2      .  ^      ^  X       n         ^    iA 

Die  Fälle  -7  —  ö'— ""ö't»^'  e    sind    oben    unter    9.    und  10. 
,,.  ^  n'ow      3455 

erledigt.  u'       1     u       1 

Für  den  Hexaederfall  von  acht  Kugeln,  ~  ~  j»  ""  ~  0    bört®^*  ^i® 

Bedingung: 

Für  den  Dodekaederfall  und  den  Sterndodekaederfall  von  20  Kugeln, 


u' 
n' 

locl.2 
-      5     ' 

u      1 

erhalt  man: 

9tV5 
2 

Für    die 

beiden 

anderen    Stemdodekaederfölle 

von 

zwölf 

Kugeln, 

locl.2 
=    -5     ' 

u      2od.  1         .  , .    .  , 
-  «  — = — »  ergiebt  sich: 
n          5 

AB^R^         "      2 

Damit  sind  alle  Fälle  erschöpft. 

13.  Das  Polygon  min'in'\..  in  1.  ist  einer  Ellipse  mit  dem  Para- 
meter 2>  ein-,  einem  Kreise  mit  dem  Radius  r  umgeschrieben.  Als  Be- 
dingung dafür,  dass  es  sich  schliesst,  ergiebt  sich  leicht: 

un       r 
cos  —  —  — . 
n       p 

Setzt  man  an  Stelle  der  Bei*ührungen  der  Kreise 

(jif,),  W.  K  (»»').  (»»")  •  •  • 

das  Schneiden  unter  constanten  Winkeln  und  verallgemeinert  die  ganze 
Figur  projectiv,  so  eigiebt  sich  das  Polygon  mm'm",.,  als  einem  Kegel- 
schnitt ein-,  einem  anderen  umgeschrieben.  Um  jedoch  auf  diesem  Wege 
zu  dem  Po ncele tischen  Theorem  und  der  zugehörigen  Schliessungsbedingung 
zu  gelangen,  müssten  die  so  erhaltenen  beiden  Kegelschnitte  sich  wirklich 
in  allgemeiner  Lage  befinden.  Dieselben  befinden  sich  aber  in  derjenigen 
speciellen  Lage,  dass  sie  sich  in  zwei  concentrische  Kreise  projiciren  lassen. 


Kleinere  Mittheilungen. 


X.  Funktionalgleiohangen  mit  drei  von  einander  unabhängigen 

Veränderlichen. 

Im  Y.  Kapitel  seiner  Analyse  alg6briqne  von  1821  hat  Canchj  be- 
kanntlich eine  Anzahl  von  Functionalgleichangen ,  in  welchen  x  nnd  y 
vorkommen,  ohne  Anwendung  von  Differentialrechnung  aufgelöst.  Abel 
hat  dann  1827  in  Crelle's  Journal  II,  386 — 394  in  dem  Aufsatze  „lieber 
die  Functionen,  welche  der  Gleichung  q){x)  +  9>(y)  =  ^[^•/'(v)  +y*/'(^)] 
genugthun^  gezeigt,  wie  solche  Aufgaben  mit  Hilfe  von,  wenn  nöthig, 
wiederholten  partiellen  Differentiationen  nach  x  und  nach  y  zu  behandeln 
sind.  Schon  im  I.  Bande  von  Crelle's  Journal  hatte  Abel  seine  „Unter- 
suchungen der  Functionen  zweier  unabhängigen  veränderlichen  Grössen  x 
und  y  wie  f{x^  y)f  welche  die  Eigenschafb  haben,  dass  f[e^  f{x^  y)]  eine 
symmetrische  Function  von  x,  y^  e  ist**  veröffentlicht.  Seit  der  Zeit  sind 
die  Cauchy'schen  Beispiele  bald  ohne,  bald  mit  Differentialrechnung  be- 
handelt mehrfach  in  Lehrbücher  und  üebungsbttcher  übergegangen.  Bei- 
spiele tthnlicher  Aufgaben  mit  mehr  als  zwei  von  einander  unabhängigen 
Variabein  sind  uns  dagegen  in  der  Literatur  nicht  begegnet.  Vielleicht 
sind  deshalb  folgende  beide  sehr  einfache  Fälle  der  Veröffentlichung  werth. 

I.  Welche  Function  genügt  der  Gleichung 

1)  <p{x,  y)  +  q>(y,  e)  =  tp^x^  0)? 
Wird  in  1)  für  y  der  Werth  x  gesetzt,  so  entsteht: 

2)  9(a?,  a?)  =  0. 
Nimmt  0  in  1)  den  Werth  o?  an,  so  entsteht: 

3)  v(y,  «?)  =  — g>(i»iy). 

Wird  nach  diesen  Vorbemerkungen  1)  partiell  nach  0  differentirt,    so 

®°*«^^*  dq>(!f,0)  ^  dg>(x,0)  ^ 

d0       '^       d0       ' 

das  heisst,  jeder  dieser  Differentialquotienten  enthält  ausschliesslich  0  und 
weder  x  noch  y.    Letztere  Grössen  können  nur  in  Q«^\;dX\»  ^^il  ^\^  «OLVit 

Z0it§9hxin  £.  M»tbem»tik  a.  PhjBik.  41.  Jfthrg.  1896.  8.  He!V  \V 
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Fanction  von  e  [etwa  zu  ^M]  addirten  Fnnctionen  [fp{x)  oder  ^(jjf)]  Tor- 
kommen,  das  heisst  man  hat 

4)  9(«»^)=  *(«)  +  zW- 
In  Folge  dieser  Gleichung  moss  anch  sein: 

40  9{'ffX)^^{0)  +  %{x). 

Wegen  3)  ist  aber 

9,(5,  a?)  =  -  g>(rc,  i?)    oder    ^(5)  +  x(»)  =-  ^(a?)  -x(ir), 
beziehungsweise 

5)  *(a:)  +  x(a:)  =  -[«W  +  zW] 

und  5)  kann  nur  erfttllt  werden,  wenn 

z(«) «  -  -*(«) .    z W  =  -  ♦  W. 

So  geht  4)  über  in    ^(^^  ^j  _  ^^^j  _  ^^^j 

und  die  Aufgabe  hat  als  einzige  Lösung: 

[riß  ix)  -  ^(y)]  +  [if^(y)  -  t^  W]  =  [tlß{x)  -  if^(ir)]. 

II.  Welche  Function  genügt  der  Gleichung  1): 

g>(a?,  y).9>(y,  iP)  =  9>(«,  iP)? 
Wird  in  1)  für  y  der  Werth  x  gesetzt,  so  entsteht 

also:  9>(«>  x)  .  q>{x,  z)  =  q>{x,  5), 

2)  q>{x,  x)  =  1. 

Nimmt  ir  in  1)  den  Werth  a?  an,  so  entsteht: 

viPt  y)  •  7>(y,  «)  =  9>(i»,  «)  =  1» 
also:  . 

3)  9(y, «)  = 


Bringt  man  jetzt  1)  in  die  Form 


,       ;  =  mx.  y) 


und  differentirt  partiell  nach  g^  so  erhSlt  man: 

(fe  cz 


beziehungsweise  1         dg>{x,  z)  ^       1        gy(y,ig)^ 

^x                                dlogq>(x,z)  __  dlog(p{y,z) 
'  dz  dz 

Die  beiden   Ausdrücke  rechts  und  links  vom  Gleichheitszeichen  in  4) 
kOnnen  offenbar  weder  x  noch  y  enthalten ^  sondern  sind  ausschliesslich  Ton 
ß  abbftngig,    etwa  =  f{z).     Die  Constante   der   noch  z   zu   Tollziehenden 
Integration  von: 
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di ^^'^ 

wird  allerdings  x  noch  enthalten  können ,  z.  B.  log  ^  (x)  sein.     Das  heisst 
jene  Integration  liefert: 

logq>{x,  e)  =  log^{x)  +ff(z)dg  =  logHf{x)  +  logi{e) 
und 

5)  9>(«.  «^)  =  *(«).  XW- 

Ebenso  wttrde  man  erhalten  müssen: 

5')  7>(^i«)  =  *W-x(«)- 

Wegen  3)  ist  1 

ond  ^W.XW        ^(,).3^(^) 

Das  kann  nnr  stattfinden,  wenn 

V/(rc).x(ic)  =  *W.xW  =  ±  1» 
also  1 


zW  =  ± 


ist,  beziehungsweise  ^^^^ 

Die  letztere  Annahme  erfüllt  aber  1)  nicht,   ist  also  unstatthaft,    und 
die  einzige  LOsnng  der  Aufgabe  besteht  in: 

^(y)    ^W       ^W  M.  Cantok. 


XI.  Ueber  Modellinmg  von  Isogonalfläohen. 

(Hierzn  Tafel  II,  Fig.  1-4.) 

In  einem  Aufsatz  „üeber  gewisse  Flächen  vierter  Ordnung  (Isogonal- 
flächen)** habe  ich  auf  eine  Art  von  Flächen  aufmerksam  gemacht,  die 
einem  äusserst  einfachen  Problem  entspringen,  aber  nichts  desto  weniger 
interessante  Formen  aufweisen.  In  Verfolgung  des  letzteren  Gesichtspunktes 
will  ich  in  den  nachstehenden  Zeilen  angeben ,  wie  man  von  diesen  Flächen- 
formen ein  anschauliches  Bild  gewinnen  kann,  und  die  hierzu  construirten 
Modelle  und  Apparate  beschreiben. 

Isogonalfläche  eines  Punktes  und  einer  Geraden. 

Da  die  Isogonalfläche  zweier  Punkte  (a.  a.  0.  §  1)  einfach  durch 
Rotation  eines  Kreises  um  eine  seiner  Sehnen  entsteht  ^  beginnen  wir  so- 
gleich mit  der  Isogonalfläche   eines  Punktes  A  und  einer  Geraden  g  und 


•  CrelJe'fl  Journ.  Bd.  115  (1895)  8.  Iflg. 
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wfthlen  den  Winkel  der  isogonalen  Zuordnung  q>  =  60^.  Nimmt  man  dann 
die  Gerade  als  ^- Achse  und  den  Abstand  des  auf  der  d;- Achse  liegenden 
Punktes  Ä  von  ^,  p  =  10  cm ,  so  ist  die  Gleichung  dieser  Flftche  (a.  a.  0.  §  2) : 

Diese  Flftche  kann  so  erzeugt  werden,  dass  eine  Ebene  um  die  Ge- 
rade g  rotirt  und  bei  jeder  Lage  ihr  zu  A  und  dem  Winkel  tp  =:  60® 
gehöriger  Neigungskreis  (der  Schnitt  der  Ebene  mit  dem  Botationskegel, 
dessen  Spitze  Ä  und  dessen  Seitenlinien  mit  der  Ebene  den  Winkel  60® 
bilden)  construirt  wird.  Die  Gesammtheit  dieser  Kreise  bildet  die  Flftche. 
Diese  kann  deshalb  durch  ein  Modell  veranschaulicht  werden,  bei  dem  eine 
Anzahl  jener  Kreise  aus  Cartonscheiben  hergestellt  ist.  Die  letzteren  werden 
dadurch  zusammengehalten,  dass  jeder,  in  zwei  Halbkreise  zerschnitten, 
von  beiden  Seiten  auf  die  ebenfalls  ans  Carton  gebildete,  durch  A  senk- 
recht zu  g  gelegte  Ebene  geklebt  wird. 

Figur  1  zeigt  ein  nach  solchem  Cartonmodell  hergestelltes  Gypsmodell 
der  in  Bede  stehenden  Fläche  vierter  Ordnung.  Punkt  A  liegt  vom,  die 
Gerade  g^  Iftngs  deren  die  Flftche  sich  selbst  durchsetzt,  vertical  auf  der 
Basis  hinten. 

Isogonalflftche  zweier  Geraden. 

Die  Isogonalflftche  zweier  unter  dem  Winkel  er  gekreuzten  (Geraden  g^g^ 
für  Winkel  9  (a.  a.  0.  §  3)  ist  eine  Begeliiftche  vierter  Ordnung,  deren 
Gestalt  wesentlich  davon  abhftngt,  ob 

Gerade  der  Grenzfall ,  ct^=^g>,  lässt  sich  verhftltnissmftssig  am  ein- 
fachsten im  Modell  darstellen  und  bietet  dann  zugleich  einen  Anhaltspunkt 
ftir  die  Vorstellung  der  Flachengestalt  in  den  beiden  anderen  FftUen. 

Wir  wählen  wieder  « =  9  =  60*^,  die  kürzeste  Verbindungslinie  von  g^ 
und  g^  als  ^- Achse,  den  Abstand  der  beiden  Geraden  vom  Nullpunkt 
p  =  3  und  die  Halbirungsebene  ihres  stumpfen  Winkels  als  d;y- Ebene. 
Dann  lautet  die  Gleichung  der  Flftche: 


2) 


r       Ä*      2  1« 


Der  Schnitt  der  Fläche   mit  der  xj^ -Ebene  besteht  aus  der  2; -Achse 
als  einer  Doppelgeraden  und  aus  der  Ellipse: 

^>  ^  +  -24=^- 


Folgltcb  kann  die  Fläche  auch  durch  eins  Gerade,  die  bestSudig  an 
den  beiden  festen  Geraden  g^g^  und  an  dieser  EUipae  entlang  gleitet,  or- 
te ugt  werden. 

Es  eiod  daher  bei  dem  in  Figur  3  abgebildeten  Modell  die  Geraden 
jTt^a  dnrcfa  StahlsiBbe,  die  Ellipse  E  durch  einen  Ifessingring  und  die 
Erzeugenden  liurch  Setdenf^den  dargestellt,  welcbe  gleichzeitig  an  den 
beiden  Stuben  und  an  dem  Measingring  aniiegen,  bezn.  bei  hinreichender 
Verlängerung  anliegen  würden.  Denn,  am  das  Bild  der  Fläche  über- 
sicbtlicb  za  erhalten,  ist  immer  nur  da§  Stück  jeder  Erzeugenden,  welches 
von  ffi  und  ffj  begrenzt  wird,  angebracht.  Eine  Ausnahme  davon  machen 
natQrlicb  die  ebenfalls  durch  Fäden  angedeuteten  Erzeugenden,  welcbe 
zu  9,  oder  g^  parallel  sind.  Die  beiden  Se haaren  von  Erzeugenden, 
S,,  Sf,  sind  durch  Fäden  von  verschiedener  Farbe  gekennzeichnet;  eie 
bilden  die  beiden  Mäntel  der  Fläche,  welcbe  in  der  Doppel ■  Erzeugenden 
(der  kürzesten  Verbindungslinie  von  g^  nnd  g^)  zusammenstossen  und  dort 
lagleicb  stetig  in  einander  Übergehen, 

»Isogonalkegel. 
Schneiden    sich    die    beiden    Geraden  ^,^j.    so    ist    ihre  Isogonalfläcbe 
eme   KegelQäcbs    vierter  Ordnnng,    ihr  Isogonalkegel   (a.  a.  0.  §  43-    Seine 
Gleichung  lautet  bei   derselben  Wahl   des  Coord in aten Systems   wie  vorhar, 
wobei  also  nun  um  9,  und  g^  in  der  $s-Ebene  liegen: 

i 


a  =  (yj.    C=cosq>, 


der  Winkel  von  g^   und  g^,    <p    derjenige    der  isogonalen  Zuordnung  ist. 

Diese  laogonalkegel  lassen  sich  fUr  jeden  Winkel  «  und  jeden  Winkel  q> 
dnrch  den  in  Figur  3  abgebildeten  Apparat  veranschaulichen. 

An  einer  horizontalen  kreisförmigen  Messingacheibe  (i/e-Ebene)  sind 
die  Geraden  g,g^  als  zwei  Durchmesser  dargestellt,  deren  einer  (9,) 
nm  den  Mittelpunkt  M  drehbar  ist  und  mit  Hilfe  einer  am  Rand  der 
Scheibe  angebrachten  Gradeintheilung  unter  jedem  beliebigen  Winkel  a 
gegen  g,  mittelst  Klemmschrauben  an  seinen  Enden  festgestellt  werden 
kann,  üra  jede  der  Geraden  g,g^  dreht  sich  eine  Ebene,  dargestellt  dnrch 
einen  halbkreisförmigen  Stahldraht  iTj ,  E^.  Endlich  können  diese  beiden 
Ebenen  gezwungen  werden,  bei  ihrer  Bewegung  stets  denselben  und  zwar 
ganz  beliebigen  Winkel  <p  mit  einander  zu  bilden.  Hierzu  dient  ein  kleiner 
Schlitten,  der  aus  zwei  unter  beliebigem  Winkel  q>  gegen  einander  fest- 
zustellenden Schenkeln  S^S^  besteht.  Indem  jeder  dieser  Schenkel  anf  einem 
jener  Halbkreise  gleitet,  werden  deren  Ebenen  beatUndig  unter  demselben 
Winkel  9)  gehalten.     Ein   Kantflcbjl^fadgn  g  T8l\^iäS^.  ^<i^  ^'^'^'•^'Srin^M 


dea  Schlittens  mit  dem  Scboittpunkt  M  von  17,  nnd  g^,  stellt  daher  die 
Schoittgerade  der  beiden  Ebenen  durch  ;,  und  g^  dar  und  beschreibt  bei 
der  Bewegang  den  Isogonalkegel. 

Um  jedoch  von  der  Geatalt  der  Isogonal kegel  auch  ein  fixirt«s  Bild 
zu  erhalten,  dient  eine  Yorricbtung ,  welche  gestattet,  die  auf  einer  con- 
centrischeu  Kugel  von  der  KegelfiHche  ausgeschnittenen  Curven  an fzn zeichnen. 
Nach  Äushäugnng  des  Kautschukfad  eng  setzt  man  auf  die  Kreisscbeibe  eine 
Halbkugel  ans  Messingblech,  sodass  ihr  Mittelponkt  mit  Jtf  zusammennilt 
Wird  die  Halbkugel  berusBt  oder  mit  irgend  einem  feinen  Pulver  bestaubt, 
so  zeichnet  bei  der  Bewegung  des  Schlittens  ein  genau  unter  seinem  Scheitel 
befindlicher  Schreibstift  St  auf  ihr  die  genannten  Cuftbd  auf.  die  hinlSng- 
licb  sauber  ausfaiten ,  um  von  der  Gestalt  der  zugehörigen  KegelßSchen 
ein  anschauliches  Bild  zu  geben.  Nur,  wenn  die  Curven  in  die  Nlihe  des 
höchsten  Punktes  der  Halbkugel  kommen  —  was  also  eintritt,  wenn  a 
und  tp  Kehr  wenig  verschieden  oder  einander  gleich  sind  —  wird  ihr  Ver- 
lauf etwas  unsicher  durch  den  Apparat  gegeben,  weil  hier  schon  eine 
minimale  Aenderung  von  ip,  die  auch  nach  fester  Ginstellang  des  Scblitten- 
winkels  unvermeidlich  ist,  eine  erhebliche  Abweichung  der  Curven  herbtö^S 
fuhrt.  B 

Figur  4  —  die  in  etwas  greiserem  Massstab  als  Figur  3  wieder- 
gegeben ist  —  zeigt  die  so  auf  der  berusaten  Kugel  aufgezeichneten 
Kegelflfichen.  wenn  a  =  60**  und  ij?  der  Beihe  nach  (von  unten  an  im 
Bilde)  =  120",  UO",  IW,  90°  (der  orthogonale  Kegel),  80",  700,  m" 
(der  Grenzfall  ti  =  qo),  50",  40"  genommen  ist.  Die  Curven  filr  ijj  =  60° 
und  q)  :=  120"  z.  B.  stellen  also  zusammen  einen  Kegel  vierter  Ordnung 
dar,  von  dem  noch  der  symmelrische  auf  einer  unteren  Halbkugel  aus- 
geschnittene Tbeil  zu  ergänzen  wäre.  Man  erkennt  aus  diesen  Curven 
sofort  den  wesentlich  verschiedenen  Charakter  der  Kegelflitchen,  je  nachdem 


ist,  während  der  Fall  o  =  gi  den  üebergang  von  der  einen  zur  anderen 
Form  bildet.  Ist  o  <  y,  z.  B.  ip  =  70",  so  besteht  der  Kegel  vierter  Ord- 
nung aus  zwei  getrennten  Mänteln,  die  sich  in  g^  und  j^  gegenseitig  durch- 
setzen; ist  o^qp,  z.  B.  flj  =50"  (wobei  die  nicht  mehr  gezeichnete  Curve 

,p  =  1800-50"=  130" 
leicht  zu  ergänzen   ist),   so  besteht  der  Kegel  aus 
g^  selbst  durchsetzenden  Mantel,  während  der  Grenzfall,  91  =  60°,    in  dem 
einen  oder  anderen  Sinn  aufgefasst  werden  kann. 

Die  vorstehend  besprochenen  Apparate  sind  nach  meinen  Angaben 
von  Herrn  Mechaniker  Wilhelm  Schmidt  (Giesaen,  Seltersweg  30)  redit 
hübsch  hergestellt  worden  und  von  ihm 

den  37.  Januar  1890. 


i 


I 


F 
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ZU,  Kraftwirknng  eineB  Hafnets  auf  einen  anderen.* 
Der  Magnet  I   habe  dos  Potential  V,  aleo  daas  von  ihm  nach  den  drei 
Banm  rieht  Uli  gen  die  Feldstärken 

W  ""       dx'    '^~       dff'    ^~       Se 

*  ansgeUbt  werden   (oder   die    wirkliobeu   KrSfte  aar   einen  Einheitfipol  als 
Aufpunki). 

Magnet  II  befindet  sich  in  diesem  Felde;  er  sei  gegeben  durch  die 
magnetischen  Momente  A,  B,  C  der  Volumeinbeit ,  alao  die  Momente  des 
E lerne ntarqnadera  dr;  ij        pj        /ij 


dx  oder  dt/  oder  dt  a!a  Magnetachse  gilt;  oder  also  auch  durch  die 
I tischen  F].>ichendicbtigkeiten 

Adyde,    Bdedx,     Gdxdy .  .  .** 


■nagni 

^^f       Christiansen    nennt    in    dem    betreSenden    §  71    seiner    „Elemente" 
^Bl-fiC  die  Magnetisirungsconstanten ,    nnd    nimmt  dieselben  aach  weiterhin 
BttUhcbw eigen d    als   constant  an;   in  seinem  §  69    gelten   sie   noch  als  ver- 
änderlich, im  §  70  ausdrücklich  als  constant.    Nachdem  er  aber  aßy  inner- 
halb II  als  veränderlich  betrachtet,  wie  die  nachher  entwickelte  Gleichung 

jnigt,  musste  er  auch  -^  •  ■  ■  berücksichtigen,  wie  iob  nun  tbun  will.    Eb 
oat  dabei  die  magnetische  Ranindichte  f  inr  Geltung,  welche  im  §  68  als 


r  den  Quader  dt  abgeleitet  wird. 

Wir  setzen  also  die  FlSohendichten  eines  dx  an: 


^       /8A       dB      dC\ 
^~      \  3a!  **"  3y  """  5// 
sleitet  wird. 
1  FlSohendichten  eii 

-Ad!,de,     +(^A+  ^dx^dt/dt, 

-Bdzdx,     -l-(j5+  ^di^dsdx, 

-Gdxdy,     +(^  +  "17'*'')  ^''^^■ 


*  Nacbfolgeude  Alihandlaogen  wurden    auch  durch  ChriatianBen's  the( 
retiscbe  Physik  veranlasst,  wie  S.  111  — 130  dieees  Jahrganges  der  Zeitscfarift. 
•■  Im  Bache  ist  I  und  11  verwechselt  mit  den  Worten:  „es  eoli  «eine  (dea  1 
itkung  anf  den  enten  Magnet  ermittelt  werden". 
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Multiplicirt  man  die  erste  Colonne  durchgängig  mit  a  und  die  zweite 
beziehungsweise  mit 

{''+rx^y   i''+r/^y   {"^rM' 

so  haben  wir  sechs  nach  der  o?- Achse  gerichtete  wirkliche  Krftfte  (im  Sinne 
des  Prodactes  Yon  Masse  und  Beschlennignng).  und  als  siebente  kommt 
noch  Qdx,a  hinzu ,  so  dass  vermOge  e)  die  obige  Oleichung  a)  herTorgeht, 
mit  selbstverständlicher  VemachlSssigung  der  Qlieder,  welche  Producta 

dÄ  da    ^  , 
-r—  ^-«  aar. . . 

enthalten.  ^*  ^* 

Analog  X  ist  T  und  Z  zu  bilden  durch  Vertauschung  yon  a  mit  ß 
und  y.    Auch  kann  man  statt  a)  schreiben  (siehe  oben  V): 

und  fQr  T  und  Z  statt  x  das  y  und  5. 

Das  Gefundene  gilt  auch,  wenn  statt  I  mehrere  (active)  Magnete  das 
Feld  bilden,  auf  welche  insgesammt  sich  alsdann  das  V  bezieht.* 

Nun  zu  den  Momenten  L^  M,  N  der  Krttfte,  welche  II  um  die  Achsen 
der  xyg  zu  drehen  bestrebt  sind.    Um  die  jt- Achse  dreht  z.  B.: 

—  Bdzdx .  yy 

und 

+  Bäedxy(y  +  d.y). 

„Bei  VemachlSssigung  kleiner  Glieder  höherer  Ordnung  ist  das  re- 
snltirende  Moment«  Bdzdxrdy; 

ich  fCLhrte  diese  Worte  des  Buches  an,  weil  sie  auf  die  Zusatzglieder  in 

+  (^  +  ^Ay)  dBdx  (y  +  |l  dy)  (y  +  dy) 

passen,  welche  mit  den  Differentialquotienten  behaftet  sind,  deren  eines  ich 
und  das  andere  Christiansen  für  a)  berücksichtigt  haben.** 
Ebenso  dreht  noch  um  die  o?- Achse 

sodass  ^Cdxdy.ß.dz, 

c)  L^J{BY'-Cß)dz 

und  analog  M  und  N. 

Conseqnenter  Weise  könnte  oder  müsste  das  Buch  schreiben: 

L=^  Bfydx^-Cfßdt 
und  analog  für  M  und  2^. 

*  Der  Wortlaut  des  Buches  ist  so,  als  ob  b)  nur  für  mehrere  I  fi^te. 
*^  In  obigem  Znsammenhange  wäre  man  geneigt,  dy  gegen  y  wegsalassen 
und   bekäme   dann    L  =  0.     Dagegen   könnte   man  —Bdsdxyy  und  das  y  in 
(y+dy)  g&Dz  ersparen. 


!> 


Ab«r  cur  Anwendung  dient  in   demBelben  als  I  der  Erdmagnetismus, 
jrofttr  aaoh  aßy  constant  ganomiuen  werden,  so  dua  aus  a)  folgt: 

I  x=r  =  z  =  o. 

P       Wird  alsdann  das  magnetische  Moment  von  II  mit  M  bezeichnet  und 
Sie  Magnet-Acbse  durch  die  CosinasBe  Imn,  so  ist  beispielsweise 
Ml  =  Ajdz  (das  Buch  achreibt  jAdt) 
id  auch  aßy  treten  vor  das  Integralzeichen,  bo  dasa 

X  =  M(i.»»-|3«),     M^^Mian-yl),     N  =  fAißl  -  am). 
^^"^      La  +  Mß-^-Ny^O    und    Ll  +  Mm  +  Nn  =  0, 


das  beiast:  das  resultirende  Drehmoment  y^L^  +  Sf  +  N',  welches  IT  darCh 
I  erfahrt,  steht  sowohl  auf  der  Feldrichtung  von  I  als  auch  anf  der  MagDet- 
achse  von  II  senkrecht 

Wühlt  man  die  Inclinationarichtung  zur  Achse  der  X,  so  ist  a  die 
totale  Feldstärke  des  Erdmagnets  (|3  =  y  =  0],  nod  ist  der  Winkel  6, 
dessen  Cosinns  gleich  I,  in  der  xy-Tafel,  ao  ist  auch  n=  0  and 

d)  L=0,     3f=0,     N=  -Masind. 

Dann  geht  das  Buch  zur  Declinationanadel  Über,  wo  nur  statt  a  die 
boriiontale  Feldstärke  H  des  Erdniagnete  zu  setzen  ist;  die  rohende,  um 
die  verticale  Ächae  in  Schwingungen  veraetzbare  N'adel  hat  dann  daa  vorige 
(}  s=  0.  Erat,  wenn  sie  horizontal  ansgebeugt  wird  um  den  horizontalen 
Winkel  9  mit  H,  erfBhrt  sie  das  9  vermindernde  Drehmoment: 

e)  —  MHsine  =  J9, 

wo  J  das  Trägheitsmoment  und  ■&  die  Winkelbesohlennigung,  ao  dass  für 
kleine  9  {sin9  mit  dem  Bogen  verwecbselbar) 


|l 


*       '^V    MH 


Schwingnngsdauer  hervorgeht  (Schlnas  des  §71), 
Dreht  man  die  Nadel-Ebene  des  Inclinatoriuma  um  90",  bo  bekommt 
man  die  mit  der  "Vertical - IntensitHt  schwingende  Nadel;  und  im  Falle  von 
0°  (Ebene  des  magnetischen  Meridians)  die  von  der  vollen  Erästärke  in 
Schwingung  versetzte  Nadel.  Eine  in  den  Büchern  gewöhnlich  nicht  er- 
wähnte Astasie  (Z^=ilf=^  =  0)  erhält  man,  wenn  man  die  mechanische 
Drehachse  in  die  Inclinationsrichtung  bringen  kann. 


^P  ZUL  Potentielle  Energie  eines  Hagnets. 

Als  BeiBpiel  wähle  ich  die  DecliuatioDsnadel  und  schreibe  ihr  in  der 
Gleichgewichtslage  die  Energie  Null  zu;  um  90** ausgebeugt  in  der  Horizontal- 
ebene  bat  sie  alsdann  die  Energie: 
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M-ff, 

wo  M  ihr   magnetisches   Moment   und   H  die    horizontale   Feldstftrke  des 
Erdmagnetismus  bedeutet.    Die  hierbei  aufzuwendende  Arbeit  ist 

T 

ffAHsinBde, 

0 

wo  MjB  als  constant  gilt  und  0  der  jeweilige  Ausschlag  aus  dem  magneti- 
schen Meridian  ist. 

Christiansen  iSsst  im  Beispiel  seines  §72,  der  obigen  Titel  fahrt, 
die  Energie  in  der  Gleichgewichtslage  „eines  sehr  kleinen  Magnets«  der 
sich  in  der  Nfthe  eines  sehr  starken  Magnets  befindet*,  —MH  sein;  er 
schreibt 

c)  W=  lAHcosd 

und  also  Null  in  der  senkrechten  Stellung. 

Beide  Anschauungen  sind  im  Grunde  identisch,  da  es  sich  bei  W 
stets  nur  um  die  Differenzen  handelt:  die  Energie  in  der  senkrechten  Stellung 
ist  um  M^  grösser  als  in  der  Nullstellung.* 

Die  im  Buche  vertretene  Anschauung  der  üeberführung  des  kleinen 
Magnets  aus  dem  unendlichen  in  das  Feld  des  grossen  Magnets  vertrete 
ich,  statt  die  Formel  a)  oder  b)  dort  abzuleiten,  durch  die  Erklärung, 
dass  das  Verbringen  der  Nadel  aus  der  Unendlichkeit  in  die  Endlichkeit 
gar  keine  Arbeit  erfordert,  in  dem  die  dabei  von  Null  bis  j?  anwachsende 
Grösse  auf  beide  Nadelpole  jeweils  gleich  stark  und  entgegengesetzt  wirkt 
Befindet  sich  nach  dieser  Procedur  die  Nadel  in  der  senkrechten  Stellung, 
so  wird  sie  durch  H  in  die  Nullstellung  versetzt. 

Die  Gleichungen  a)  und  b)  hat  Maxwell  im  §  389.  Christiansen  ver- 
sieht sie  noch  mit  dem  Factor  x-)  indem  er  die  ursprünglichen  ,Magnetisirungs- 

componenten''  ABC^    welche    auch    in    meiner  vorigen  Notiz  vorkoomien, 
von  Null  bis  zxjl  ABC  anwachsen  iSsst,  so  dass  kommt 

e)  W=-^J{Au  +  Bß+Cy)dx 

in  den  Bezeichnungen  der  vorigen  Notiz.    „Dieselbe  Betrachtung  zeigt,  dass 

f)  W=^  l'aVdm  +  ]jrQVdx 

*  In  gleicher  Weise  setze  ich  die  potentielle  Energie  einer  „magnetischen 
Lamelle*'  (§  77)    gleich    Nall,   wenn    sie    sar    Richtung    des    Feldes  senkrecht 
steht,  and  gleich  ^N  in  der  um  90^  verdrehten  Stellung,  während  das  Bach  be* 
xlebuDgsweise  —  <PiV  und    still echY^eigend^  'S\)iV  ^uommmt. 
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ist**,  setzt  Christiansen  sogleich  bei;  hierbei  ist  a  die  magnetische  Dichte 
des  OberflSchen- Elementes  dca  des  passiven  Magnets,  wie  q  und  4 t  schon 
in  meiner  Torigen  Notiz  gebraucht  sind. 

Statt  hierbei  ÄBCf  tf,    ^  von  Null  an  wachsen  zu  lassen,  kann  man 

dies  auch  hinsichtlich  V  denken ,  so  dass  durchschnittlich  ^Fresultirt    Ein 

^  1 

lehrreiches   Beispiel    ist    die  Vernichtung    der   potentiellen  Energie  ^QK 

wenn  aus  einem  cjlindrischen  Geföss  Wasser  Q  durch  eine  Oeffnung  im 
Boden  sich  in  der  Bodenebene  verbreitet,   wobei  nicht  die  Wasserhöhe  hy 

TL 

sondern  -^  in  Rechnung  kommt.     Im  Buche  folgt  unmittelbar  nach  f): 
,Sind  V  und  die  ersten  Differentialquotienten  von  F  stetig ,  so  ist  (T= 0  und 


^-\ß 


Statt  dessen  sagt  Eirchhoff  in  seiner  XIV.  Vorlesung  §  1:  i,Der 
bequemeren  Darstellung  wegen  werde  angenommen ,  dass  jeder  Magnet  und 
jeder  Eisenkörper  stetig,  in  dünner  Schicht,  in  die  Luft  übergehe,  so 
dass  die  Potentiale  mit  ihren  ersten  Differentialquotienten  im  ganzen  Baum 
stetig  sind.  Die  üebergangsschichten  sollen  zu  den  Magneten  gerechnet 
werden.  ** 

Im  Texte  von  Christiansen  weiterfahrend  wird  aus  der  letzten 
Oleichung  mittelst  derjenigen  von  Laplace-Poisson  im  §  14: 

und  durch  theilweise  Integration  über  den  ganzen  unendlichen  Baum 
(weil  -T—  oder  —  o  und  analog  ß  und  y  im  unendlichen  Null  sind): 

„Für  die  dielektrische  Polarisation  gelten  ganz  ähnliche  Ausdrücke 
(§  61).  •     Schluss  des  §  72. 

Die  Gleichungen  d)  und  e)  finden  sich  nicht  in  Kirchhoff 's  Vor- 
lesungen; f)  aber  ohne  den  Factor^  bei  Maxwell  I.e.;  g)  betreffend  hat 

der  Herausgeber  Planck  von  Kirchhoff 's  Vorlesungen  1.  c.  in  Klammern 
beigesetzt  den  Ausdruck,  der,  wenn  man  k  gleich  Null  setzt,  welches  die 
Vertheilung  des  Magnetismus  in  „ Eisenkörpern **  betrifft,  mit  g)  über- 
einstimmt. Aber  unmittelbar  vorher  fügt  Planck  die  Note  bei,  dass  durch 
Kirchhof f's  Umformung  die  soeben  von  ihm  bewiesene  Eigenschaft  der 
fraglichen  Grösse  verloren  gehe. 

Ich  führe  das  an»  um  auf  das  Schwankende  und  Fragliche  in  der  Theorie 
hinzuweisen. 
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XIV.  Potential  einer  magnetischen  Kugel. 
Man  kennt  die  Baumpotentiale  einer  Volllnigel  (Christiansen  §  13): 

allgemein :  ^ 

a)  ^=/  l!. 

1.  Ist  die  Engel  ein  Stahlmagnet  und  denkt  man  sie  in  kleine  Quader 
zerschnitten,  welche  die  im  §  70  der  Elemente  Christiansen's  von 
mir  schon  gehranchten  Momente  ABC  aufweisen,  so  ist  nach  dem  Aus- 
drucke [§  69,  a)]  fflr  das  Potential  eines  Elementarmagnets 

COSÜ  =  

r 
und  beziehungsweise  v  —  «     z—  t 

also  nach  [§69, 6)]:  r     '       r     ' 

das   Potential    der    Magnetkugel,    wobei    ich,    weil   ABC   als    constant 
angenommen  werden,  dieselben  gleich  vor  das  Integralzeichen  setzte.    Oder: 


b) 


=  -(.l^  +  pl^  +  aif) 


Also  wird  aus  a)  für  einen  äusseren  Punkt  xyZy  wenn  von  jetzt  ab 
der  Ursprung  im  Kugelmittelpunkt  liegt, 

c)  ya=^n^{Ax  +  J5y  +  Ce) 
und  für  einen  inneren: 

d)  Vi^^{Ax  +  ByJtCz), 

Hat  die  Kugel  die  Magnetachse  mit  den  Cosinussen  Afiv  orientirt, 
welche  z.  B.  bei  einer  durch  den  Erdmagnetismus  temporSr  magnetisirten 
Eisenkugel  mit  der  Inclinationsrichtung  übereinstimmt,  so  ist 

A^JX,    B^Jii,     C  =  Jv, 
cosu  =  k  '  — hf*—  +  v— » 


al80: 


r  r         r 


'■  in  ihrem  Mittelpunkte  concentrirt  wäre  [siehe  die  auf  a)  folgende  Gleichung]. 

Kircbhoff  hat  in  seiner  XIII.  Vorlesung  §  3  die  Gleichung  h)  theil- 

weiae  integrirt,  wobei  nur  der  erste  Theil,   das  PlSchenintegral  verbleibt, 

weil  bei  der  „gleichmäesig"  angenommenen  Magnelieirung  {ABC  conatant) 

dae  Baumintegral  Null  wird: 


'cci{ni:)  +  B  I  -».(»>)  +  "  f''^ 


»(«') 


■cas{Jn)       (n  die  FtSchennormale). 


t  Diese  fOr  jeden  gl  eich  massigen  Magnet  (abgesehen  von  der  Kugelform) 
Itende  Formel  weist  auf  eine  einfache  Diehtigkeitsvertheilung  auf  seiner 
UberMche  hin ,  die  man  statt  des  Rörpers  substituiren  kann ,  nSmlich  diese 
Dichte  0  ist  proportional  dem  cos{Jn)  oder  cosB. 

Am  Nordpol  ist  die  Dichte  des  nordpolaren  Magnetismus  die  grCsste 
und  sie  nimmt  gegen  den  Aeqnator  des  Magnets  bis  zu  Null  ab.  Ver- 
schiebt man  den  Magnet  in  der  Richtung  von  J  nm  ein  kleines  Stück,  so 
kann  man  sieb  auch  den  am  Nordpol  zugelegten  Raum  mit  positiver,  den 
am  Südpol  verlorenen  Baum  mit  negativer  Flüssigkeit  gefüllt  denken.  Auch 
Christianfieu  schreibt  a^JcosOt  aber  der  RUckweis  auf  §68  ist  inso- 
fern anfechtbar,  als  dort  ABC  im  Allgemeinen  als  veränderlich  gelten. 

Die  FeldstSrke  der  Magnetkugel  ist  in  der  Richtung  der  Magnetachse 


4lE    .J        ^ 


M 


2-T 


)nd  unter  dem  Winkel  0  zur  Magnetachse  (Scheitel  im  Kugelcentrum) 

1  dieser  Richtung  von  r. 

Aber  die  dazu  senkrecht  gerichtete  Feldstärke,   das  ist  ali 


rechnet, 


■  Eunimmt,  ist  — 


wenn  ü 
sind  und  nicht,  wie  das  Buch  irrtbümlich 


1  auch  kein  besonderes  Interesse, 


da  man  alle  Feldstärken  wie  vorher  die  Flächen  dich  tigkeiten  0  proportional 
dsm  eosd  findet 
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trirkt  ia  <Ii^H 


1 


Aof   emen  Funkt   im    Innern    der  vollen  Magnetkngel   wirkt  i 
Richtung  von  r  und  9  die  Feldstärke  --^Jeosd,  alBo  wird  boi9<«6: 

positiver  magnetischer  Punkt  gegen  das  Kugel centrum  hingetrieben,  UDd 
zwar   gleichgiltig,    was  r  ist  (zwischen  Null   und  a).     Und  wenn  d  ^ -^i 

da  befindet  sich  der  bewegte  Einheitapol  (+)  in  der  magnetisch  südlichen 
Hälfte  der  Kugel    und  seine  Bewegnugsrichtung  ist  vom  Kugelcentrnm  ab- 
gewendet, also  im  Räume  die  gleiche  wie  vorhin.    Demnach  ist  diese  Feld" 
stfirke  nnr  in  Bezug  auf  r  conatant  und  nicht  durcliana,  wie  dos  Buch 
giebt  in  f),  wo  allerdings  0  =  0  angenommen  wird. 

Für  6  =  ^1  im  magnelieohen  Äequator  der  Kugel,   ist  die  Feldst9r] 

Null.    Kirchhoff  bespricht  auch  noch  die  Eohlkugel  mit  wenigen  Worten,- 

4 

im  C'entrnm.  Und  da  kann  man  auch  in  praktischer  Hinsicht  viel  eher  von 
einem  im  Innern  gelegeuen  +  Einheitspol  reden,  als  vorhin  bei  der  Voll- 
kagel.  In  der  Höhlung  ist  ^i  =  2n{a- —  a'j),  also  P(  gemSas  b)  gleich 
Null,  mithin  auch  die  Feldstärke  Null,  wie  in  der  Elektrostatik  (auf 
welche  Kirchhoff  verweist)  und  in  der  Gravitation. 

2,  Die  Magnetieiniiig  (temporär)  einer  Eisenkugel  behandelt  Kirch- 
hoff im  XIII,  §4  mittelst  Kugelfunctionen ,  Christiansen  als  Beispiel 
dea  §73;  er  verweist  auf  die  [im  vorletzten  Absätze  angegebene]  Gleichung  f], 
wo  die  FeldatSrke  in  der  Inclinationsrichtimg  der  Erde  für  das  Kugel- 
innere mit ^J  bezeichnet  wurde.    Da  er  diese  Richtung  jetzt  zur  Achse 

der  X    maobt,    ao    kommt    statt  J    nunmehr  A    im    früheren   Sinne    die^ies 
Buchstabens.     Und  statt  der  vollen  Feldstarke  der  Erde  will  ich  nunmehr  ] 
das  J  als  Änfangabuchataben  der  Inclination  setzen. 
Seit  Poiason  gut  fUr  die  Vertheilung 

A^ia,    B  =  kß.     C=ky. 
das  heisst,  dass  die  temporäre  Magnetiai mag  der  gesammten  Feldstärke  an 
der  fraglichen  Stelle  proportional  angenommen  wird;   also  kommt  für  den 
Nordpol  der  Magnetkugel  /        4n 

worans  ]ij 


I 

1 
1 

d 


(vergl.  Kircbhoff  XTII,  §5). 

Irgend  ein  magnetischer  Funkt  unterliegt,    wenn  er  in  der  NShe  dieser 

JüiaeakBgei  sieb  befindet,  dem  Einflasse  der  Erde  nnd  der  Eiaenkugel,  wovon 

der  vorletzten  GleicUang  schon  gehanieVt  viwtie,  \»\  "««VObwi  d«  Änf- 


paukt  am  Nordpole  der  Eisenkngel  eelbat  angenommen  wurde.  Wird  dann 
dos  Potential  der  Erde  mit  T,  das  der  Eiaenkngel  mit  U  bezeichnet,  so 
maas  gemSss  e)  jetzt  geschiiebeo  werden: 

während  das  von  der  Erde  herrührende  Potential 

dajuit  die  Erdfeldstärke  in  der  InclinatiODsrichtung  x^rcosB  (Ursprung 
im  Mittelpunkte  der  Eisenkagel) 

resottirt.  Db^s  mit  wachsendem  x  das  Potential  F  abnimmt,  stimmt  damit 
überein,  dass  man  sich  in  der  Erde  Sddmagiietismna  (auf  der  nSrdlicbeu 
Hemisphäre)  denken  mass,  damit  in  der  Eisenkugel  der  unterste  Punkt 
auf  der  Inolinationslinie  (x  =  a)  nordmagne tisch  erscbeine. 

Am  Schiasse  des  §  73  steht  noch  der  Satz ,  dass  die  letzten  drei 
Potentialwerthe  der  Gleichung  e}  des  §  73  genügen,  welche  Probe  zu- 
trifft. Da  diese  Gleichung  auch  noch  im  §  76,  bei  der  „magnetischen 
Induction"  vorkommt,  soll  sie  in  der  nSchsten  Mittheilung  abgeleitet  werden,* 


wobei 


■  XT.  Die  magnetiBche  Indaotion 

^lommt  bei  Christiauseu  schon  im  §  74b)  mit  den  Gleichungen 
a  =  o  +  4™^,     b=ß  +  inB,     c^y  +  AnC 
plQtxlicb    herein;    §  76   erst   führt   obigen    Namen;    aßy  und  ABC  haben 
dieselbe  Bedeutung  wie  in  den  früheren  Mitthe Hangen,  so  dass 
=  (1  +  4rtft)o,     (I  =  {1  +7fk)ß,     c  =  (1  +  4nk)yi 

unter  vier  Benennungen  auch  diejenige  „Inductionscoefficient"  noch  dem 
Vorgang  von  Maxwell  u.  A.  erhalten  hat.  Kirchhoff  fuhrt  dieses  (i  nicht 
und  bleibt  bei   l  +  Avik. 

Nun  zur  Erklärung  von  abc:  Hierzu  diene  wieder  das  Beispiet  der 
temporären  Maguetkugel,  deren  Centrum  der  TTrsprang,  und  wobei  die 
X-Achse  nach  der  luductionsricbtung  abwärts  gewendet  sei.  Dann  ist  Ä 
die  Flächendicbte  am  Nordpol  der  Kugel,  a  die  Feldstärke  nahe  innerhalb 
des  Nordpols  auf  dem  Kugelradius  und  a  diejenige  nahe  ausserhalb  desselben 
auf  dem  (wecig)  verlängerten  Kugelradius. 

Denn,  man  kennt  ja  den  Sprung,  den  die  Feldstärke,  oder,  wenn 
man   sie   mit  -l~  1    Magnetismus   des  Aufpunktes  multiplicirt,    den  die  mag- 


•  Gelegentlich  bemerkt,  iat  die  Figur  des  §  75  von  der  Kraftlinie  nnr  halb- 
fertig, als  ob  nämlich  a  und  p  nnr  vom  Nordol  des  Magnets  herrübtten.    Der 
I  Text  ist  ricb%. 
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netisohe  Kraft  macht,  sobald  dieser  Aa^nnkt  Yon  innen  nach  anssen  die 
Kngeloberflftche  dorohsohneidet;  er  ist  4nA^  wenn  Ä  die  looale  Flftchendichte 
des  Magnetismus  bedeutet  Dass  a  >»  o,  ist  einzusehen,  da  in  der  ftusseren 
Stellung  des  Aufpunktes  der  (südliche)  Erdmagnetismus  (der  nOrdliohen 
Hemisphäre)  und  der  Nordpol  der  Eisenkugel  den  Aufpunkt  im  gleichen 
Sinne  (nach  wachsendem  x)  beeinflussen,  in  der  anderen  Stellung  aber  im 
entgegengesetzten  Sinne.  Christiansen  bespricht  diesen  Sprung  auch  im 
§  13,  ohne  davon  beim  Magnetismus  (Gebrauch  zu  machen. 

In  allgemeiner  Bezeichnung,  die  auch  schon  in  voriger  Mittheiluog 
gebraucht  wurde,  ist  g(7-i-  m 

dx 
aussen  und 

d{v+u) 

az= 

dx 

innen,  oder,  wenn  v^  und  va  die  äussere  und  innere  Normale, 


dVa  dvi 

wobei  die  Flächendichte  an  der  fraglichen  Stelle  a  (statt  Ä)  heisst.    Man 
kann  da  die  beiden  V  auch  weglassen,  da  nach  vorigem  Texte 

dVa  dvi 

(ohne  solchen  Sprung)  besteht.     Wie  Ä  =  ka^  ist  auch 


dies  in  der  vorigen  öleichnng  Babstitnirt,  kommt  die  Gleichung  c)  dee  §73 

zu  Stande  sV  dU       dU 

4«fc  J^  +  {l  +  4«fc)pi  +  4ii  =  0, 

OVi  dVi         dva 

wenn  man  dort  die  beiden  F  Glieder  weglässt;  und  wenn  man  sie  nicht 
weglässt  (oder  in  der  letzten  Gleichung  wieder  beisetzt),  kommt 

„ÜI±£)+i(I±^)=o 

die  letzte  Gleichung  des  §  76.  Ist  It  zwischen  5  und  25  von  Weber  ge- 
funden worden  (Kirchhoff  XIII  §  3),  so  ist  für  Eisen  f«  mindestens  60; 
Mach  notirt  in  seiner  2.  Auflage  der  Physik  vom  Jahre  1892  fA  =  32.  Im 
leeren  Raum  ist  A;  =  0,  also  fi  =  1 ,  beim  Diamagnetismus  ist  "k  negativ» 
also  f«<  1. 

Augsburg.  Prof.  Dr.  Kurz. 


IX. 

Beitrag  zur  kinematisohen  Theorie 
der  Gelenkmeohanismen. 

Von 

Johann  Kleiber, 

Uanptlohror  erster  Ordaong  der  it&dtischen  Handelssohnle  la  Manchen. 


Hierzu  Tafel  HI  Fig.  1-16. 

Im  Katalog  zar  Ausstellung  der  deutschen  Mathematiker -Vereinigung, 
herausgegeben  von  Prof.  Dr. W.  Dy  ck*,  habe  ich  gelegentlich  der  Beschreibung 
von  mir  ausgestellter  Modelle  eine  Reihe  von  Sätzen  über  Gebilde  der  nie- 
deren Kinematik  ohne  Beweise  mitgetheilt,  welch*  letztere  nunmehr  im 
Anschluss  an  eine  planmftssige  Darstellung  gewisser  Gebiete  der  Kinematik 
ihre  Erledigung  finden  werden.  Diese  Sätze  sind  meist  die  Aussprache 
einer  geometrischen  Interpretation  der  Theorie  der  linearen  Pnnktfunctionen, 
welche  im  ersten  Theile  der  vorliegenden  Arbeit  näher  untersucht  werden 
sollen. 

Der  zweite  Theil  dagegen  beschäftigt  sich  mit  höheren  Punktfunctionen 
und  sucht  auf  dem  reichen  Feld  der  sich  bietenden  Aufgaben  neben  einer 
Theorie  der  Kreis-  und  Kugelpunkte  besonders  die  von  Herrn  Prof.  Dr.  Bur- 
mester**  in  dieser  Zeitschrift  aufgeworfene  Frage  nach  der  Auftheilnng 
eines  Stammvierecks  in  Fachvierecke  in  genetischem  Zusammenhang  mit 
einer  Theorie  der  Vierecke  zu  behandeln  und  bezüglich  der  letzteren  Frage 
insbesonders  den  Bationalitätsbereich  der  bekannten  Lösungen  klarzulegen. 

So  viel  oder  wenig  interessant  die  gewonnenen  Resultate  vielleicht  als 
Einzelleistungen  auch  erscheinen  mögen,  sie  waren  nicht  Hauptziel  der 
Darlegungen,  sondern  die  logisch  methodische  Durchbildung  einer  genetisch 
zusammenfassenden  Darstellung  im  Gebiete  der  niederen  Kinematik,  be- 
dacht, mit  den  geringsten  Mitteln  grösste  Klarheit  zu  erzielen.  Wenn  man 
z.  B.  den  vielen  Seiten  langen  Aufwand  von  Rechnungen  bedenkt,  der  zum 


*  Katalog  mathematischer  and  mathem. - phys.  Modelle,  Apparate  und  Instru- 
Diente.  Herausgegeben  von  Walther  Djrok.  München  1892  und  1893.  Vergl.  be- 
sonders 8.  318  u.  flg. 

**  Dr.  L.  B  u  r  m  e  8 1  e  r :   „  Die  Brennpnnktsmechanismen  ",  diese  Zeitschr.  38 ,  4. 

Zeitacbrift  f.  Mathematik  a.  Physik.  41.  Jahrg.  1806.  4.  Heft .  VI 
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ersten  Beweis  in  der  von  Sylvester*  gestellten  Frage,  die  aaf 
Himaltsn  dreifache  Erzengoog  der  Koppelcarve  fdbrte,  nötbig  war  und  dann 
vergleichend  ernSgt,  dass  derselbe  Beweis  mit  ein  paar  elemeDtaren  Üeber- 
teguDgen  geometriacber  Natur  erledigt  werden  kaaa;  wenn  man  sich  ferner 
vorstellt,  in  welch'  mannigfachen  Formen  der  Kempe'sche  Geradführunga- 
gedanke  sieb  praktisch  darstellen  lässt,*"*  so  wird  man  unwillkQrlicb  an 
den  Gedanken  gebannt,  ea  müsse  gelingen,  die  niedere  Kinematik  der  Uber- 
geuchlossenen  Mechanismen  als  eine  organische  Einheit  darzustellen.  Wir 
dllrfen  uns  nicht  genügen  lassen,  Einzel  res  ul  täte  za  kennen,  zu 
wie  man  sie  historisch  erlangte;  nein,  es  muss  auch  offenbar  werden,  wari 
wir  gerade  zu  den  Resultaten  gelangen  mnaBten. 

In  der  That  liegen  die  Arbeiten  von  Peaucellier,  Sylvester, 
ßoberts,  Hart,  Kempe,  wenn  auch  äusserlich  verwandt,  doch  wie 
erratische  Blöcke  vor  uns,  sich  selbst  genügend,  abgerundet,  spröde  in 
weiterer  Behandlung.  Nur  den  Arbeiten  von  Darboux  und  Burmeater 
ist  es  gelungen,  organisch  an  Bestehendes  anschliessend,  weiter  zu  bauen. 
Solche  Banateine  sind  zum  Bau  zu  fügen,  fehlende  Zwischenglieder  anf- 
zufinden  und  das  Ganze  nach  durchsichtigem,  klar  methodischem  Plane  in 
gestalten. 

Der  Boden,  anf  dem  dieser  mathematische  Bau  sich  erheben  soll,  ist 
natürlich  dag  Coord in aten System.  Es  ist  geradezu  wunderbar,  dass  die 
Forscher  Englands,  des  Landes  der  Qaaternionen,  in  kinematischen  Dingen 
die  80  fruchtbare  Streckenrechnung  fast  verschmüht  und  die  meist  sterile, 
nur  kundigsten  Formern  sich  gebende  Methode  der  Eliminationen  ver- 
wendet haben.  Fast  scheint  ein  gelinder  Zweifel  am  Platze,  dasa  die  ver- 
wandte Methode  den  mühelosen  Pfad  nicht  verdecken  sollte  >  um  die  Be- 
sultato  desto  leuchtender  erscheinen  zu  lassen.  Doch  sei  dem,  wie  will, 
auob  die  Methode  der  Elimination,  algebraischen  Umformung,  die  sich 
an  die  Euklid'scbe  Geometrie  anschliesst,  hat  zu  Zeiten  ibre  Vortheile> 
Die  Wahl  des  Coordinatensyatems  wird  den  weiteren  Umständen 
lassen  sein. 

Als  Handwerkszeug  beim  Bauen  werden  uns  gewisse  Leits&tie  nSthig 
sein;  diese  werden  in  verschiedenen  Disciplinen  verschieden  benannt.  In 
der  Geometrie  Axiome,  in  der  Mechanik  Principe,  beim  Beebnen  Becbnungs- 
Tortheile,  in  der  Formentbeorie  Ränderungen  etc. 

Solche  Leitsätze  zu  kennen  ist  auch  hier  von  fundamentaler  Wichtig- 
keit, aie  gestatten  unter  fest  bestimmten  Voraussetzungen  Umformungen 
unserer  kinematischen  Apparate  in  andere  und  demgemäss  die  Erkenntnis« 
der  Gleichwertbigkeit  solcher.  Die  Sätze  werden  meist  einfacher  Natur  sein, 
aber  sie  mllssen  eben  einmal  ausgesprochen  werden. 

*  Man  vergl.  hier:  Dr.L.BurmeEter:  „Lehrbuch  der  Kinematik",  Leipzig  1888,  f 
wo  die  einschlägige  Literatur  auafiihrlicb  bezeichnet  ist. 

•"  Vergl  auch  meine  zweite  lliUlieUii'OR ,  56,  t  dlowt  Äöitaohtift,  §8. 


eilfe  J 


Dass  das  Beatrebeo  noch  Vereinheitlicbaog  des  bisher  Gewonnenen  bereits 
lam  Ausdruck  gekommen  ist,  zeigt  mindestens  das  BUchelcbea  Kempe's: 
gUow  to  draw  a  straight  Hne".  Dasselbe  verfolgt  die  8ucbe  aber  nur  iti 
Hinsicht  auf  die  GeradfUbrung,  also  mehr  auf  dem  Gebiete  praktischer  Ver- 
werlhiiog,  als  dem  methodischer  Durchbildung.  Aber  das  Gebiet  der  von 
uns  angezogenen  niederen  Kinematik  ist  weiter,  ihr  Programm  grösser. 

Es  kann  nicht  unsere  Aufgabe  sein,  es  hier  zu  lösen,  nur  einen 
Schritt  zielbeffusst  vorwärts  zu  streben,  soll  es  gelten.  Dass  meine  früheren 
Mittbeilungen  dies  bereits  versuchten,  wird  einem  aufmerksamen  Leser 
Dicht  entgangen  sein.  Der  vorliegende  Aufsatz  gelte  als  systematische 
Fortsetzung  dieser  Versuche. 


I.  Theü. 

Gebilde  der  linvuren  guiizon  Puuktfiiiictlouen. 

§1.  Ein  üebertra^ngsprinoip. 

Verwandte  Punktsysteme.  Ist  irgend  eine  Configuration  von 
Punkten  P  in  stetem  Werden  und  Wandel  begriffen,  gleichsam  mit  Leben 
begabt,  so  wechseln  und  Kndern  sich  gleichzeitig  mit  ihr  mannigfache 
andere  Gebilde  von  Punkten  Q,  die  in  einem  bestimmten  AbhSngigkeits- 
verhältnisse  zum  Systeme  der  P  stehen.  Solche  Punktgruppen  Q  mögen 
„verwandt  zur  C o nügu ratio n  P'  genannt  werden. 

Zwischen  zwei  der  Punkte  P  —  mögen  sie  von  einander  unabhängige 
oder  gegenseitig  zwaogläufig  beeinflosste  Bahnen  beschreiben  —  spannt  sich 
eine  Punktreihe  der  Q,  die  wohl  am  nSchsten  den  Endpunkten  P  verwandt 
gedacht  werden  können.  Um  sie  in  die  weitere  Betrachtung  einzuführen, 
müssen  wir  sie  coordinatislren. 

Sind  die  Endpunkte  —  wir  nennen  sie  etwa  P,  und  P,  —  völlig 
unabhängig  von  einander,  so  ist  es  zweifellos,  welches  Coordinatenaystem 
zn  wählen  ist.  Es  ist  das  bekannte  Coordinatenaystem  auf  der  Geraden, 
wobei  jeder  Pnnkt  durch  sein  Abstandsverhältnlss  jt  :  1  von  P,  und  P, 
charakterisirt  wird.  Es  drQcken  sich  dann  die  gewöhnlichen  Coordinaten 
von  Q  in  folgender  Weise  aas: 


,.,+i«. 

«»,  +  lJ, 

«.,  +  i«. 

wobei  Xiyiti  die  Coordini 


Diese  Gleichungen  kann  mau  znnScbst  symbolisch  in  eine  ' 
nideln,  nlimlicb  in  die  folgende; 

g  =  xp.  +  AP,  («  +  i=.i). 

»  gilt  in  gleicher  Weise  fttr  den  Bwun,  wie  tB.c  d\»  &b«\L%. 
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Aufatellang  eines  üebertragnngsprinoipea.  Wir  kOnnen  aus 
dieser  einfachen  Tbatsache  einen  jener  LeitsBtze  aufstelloD,  toq  denen  in 
der  Eioleitang  aU  von  einem  Handwerkiizeag  beim  Bao  unserer  Wissen- 
schaft gesprochen  worden  ist.  Wir  bezeicbneu  diesen  Satz  als  das  Ueber- 
tragungspr incip.     Es  lautet: 

„Jede     Eigenschaft     eines     ebenen     Mechanismus, 

welche    nur    mit   Hilfe    der    Gleichungen    Q  =  xP,  +  kPt 

hergeleitet  worden  ist.  gilt  auch  dann  noch,    wenn  der 

Apparat  räumlich  beweglich  gedacht  wird." 

In  diesem  Falle   ist  an  jeder  Stelle,   wo    zwei  Stäbe  gelenkig  in  in- 

Ebene  verbunden  sind,  ein  sogenanntes  Kugelgelenk  xu  substituiren. 

Voraussetzung.  Dabei  ist  aber  wohl  daranf  zu  achten,  dass  alle 
Beziehungen  von  der  Form  (J  =  k  P,  +  i  P^ ,  welche  der  ebene  Mechanismus 
aus  sich  selbst  aufwies,  beim  Uebergang  zur  röumlicben  Beweglichkeit  nicht 
zerstört  werden.  Diese  Einschränkung  kann  meist  dahin  ansgesprochen 
werden,  dass  jedes  im  ebenen  Mechanismus  auftretende  Parallelogramm 
auch  bei  dem  Uebergang  zur  räumlichen  Beweglichkeit  des  Mechanismus 
als  solches  erhalten  bleiben  muss.  Denn  bezeichnen  etwa  Q,  und  Q,  bei. 
P,  P  Paare  von  Gegenecken  eines  Parallelogrammes,  so  besteht  die  Be- 
ziehung: Ö,  =  P,  +  Pj  -  Cg, 
diese  ist  aber  von  der  oben  angegebenen  Art. 

Erweiterung,  Da  ferner  die  angezogene  Art  von  Relationen  in 
nichts  mit  den  Bedingungen  zuaammenhllngt,  welche  die  Punkte  relativ 
zwangISiifig  machen  (ausgenommen  ist  der  eben  besprochene  Fall),  so 
können  die  Abmessungen  der  Stablängen  im  Mechanismus  beliebig  verändert 
werden.  Dies  hat  eine  weitere  wichtige  Folge.  Die  Beweglichkeit  mancher 
ebenen  Mechanismen  ist  vielleicht  an  die  Äebnlichkeit  von  festen  Dreiecks- 
flächen gebunden;  man  vergleiche  den  Roberts'schen  Apparat  der  simultan 
dreifachen  Erzeugung  der  Euppelcurve  I  (Fig.  1 .)  Geht  man  aber  zum  räumlich 
bewegten  Mechanismus  Ober,  so  kOnnen  diese  Dreiecke  willkürlich  gewählt 
werden. 

Beispiel.    80  wurde  von  mir  früher  der  Satz  bewiesen: 

„Sind  S,fij5g  drei  entsprechend  gelegene  Punkte  in  den  di 
unter  sich  ähnlichen  Dreicken 

ÄiA,P;     B^PB^;    ^^C^t 

mit  dem  Eoppelpunkt  P,    so   hat   der  Gegenpunkt  S  zu  P  in  dem' 

aus  den  drei  Strecken  PS,,  PS,,  PSg  zu  conatrnirenden  (ebenen) 

Parallelepipede   zum   festen    Dreiecke   ABC   dieselbe   Lage,    wie 

irgend  eiu  Punkt  St  in    seinem  entsprechenden  Dreiecke  (Fig.  2)." 

Aus   diesem  Satz    folgt  sofort   ein  entsprechender  für  den  Banm;   wir 

brauchen   blos    die  Äebnlichkeit    der  Dreiecke  wegzulassen    und   statt   des 

ebetieu    ein    wirkliches  P&raUelepipeä   zu    atAa.«a.     ^bt   Beweis    kann    auf 


i 


( 
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symbolische  Weise  jetzt  mit  einfacheren  Schreibmitteln  erfolgen  wie  früher, 
und  zwar  in  folgender  Weise: 
Nach  Construction  ist: 


B  =  C^  +  A^-  P, 
C^A^  +  B.-'P, 


S^=%B,  +  XP  +(iB^ 
S^=kP  +XC,+  tiC^ 

Xi  +  A  +  f*  =  1. 
Rechnet  man  hiemach  die  Grösse  8  ans,  so  folgt: 

8:=KC+XB+tAA, 

womit  die  Behauptung  erwiesen  ist 

§  2.   Theorie  der  Fantagraphe. 

Räumlich  bewegliche  Fantagraphe.  Die  gewählte  Coordinati- 
sirung  eignet  sich  ganz  besonders  zu  Betrachtungen!  die  im  Räume  mit 
beweglichen  Punktsystemen  anzustellen  sind,  und  die  im  Wesentlichen  in 
der  sogenannten  Punkt-  bez.  Streckenaddition  ihren  Ausdruck  finden.  Solchen 
Betrachtungen  sind  wohl  die  primitivsten  Apparate |  welche  gestatten,  eine 
veränderliche  Grösse  in  einem  bestimmten  Verhältniss  zu  vergrössern  oder 
zu  verkleinem  (kurz:  mit  einer  rollen  Zahl  zu  multipliciren)  zu  verdanken, 
wie  sie  von  Sylvester  unter  dem  Namen  Pantagraph  (Storchschnabel, 
Scheere)  angegeben  wurden  und  vielfach  in  der  Praxis  Verwendung  finden. 
Auf  diese  einfachen  Apparate  soll  hier  nicht  näher  eingegangen  werden, 
sondern  nur  auf  analoge  Bildungen  im  Räume,  die  wohl  am  Besten  als 
Raumpantagraphe  zu  bezeichnen  sind. 

Löst  ein  Pantagraph  nur  die  oben  angedeutete  Multiplicationsaufgabe, 
so  heisst  er  auch  einfacher  Multiplicator.  Ein  erweiterter  Pantagraph  hat 
die  Eigenschaft,  zu  mehr  als  zwei  Punkten  Pi  einen  solchen  Punkt  Q  zu 
constmiren,  der  der  Gleichung 

e  =  HiPi  +  xgPj+x3P3+...     (2'Xi=l) 

entspricht,  worin  die  X|  bestimmte  reelle  Zahlenwerthe  haben. 

Das  Schema  eines  Pantagraphen.  Bei  räumlichen  Pantagraphen 
kommen  häufig  so  viele  Punkte  in  Betracht,  dass  es  ziemlich  umständlich 
wäre,  ihre  Anordnung  im  Räume,  ihre  Verbindungen  und  Beziehungen 
im  Kopfe  zu  behalten  oder  einer  Textbeschreibung  zu  entnehmen.  Bei  den 
nnten  behandelten  Fällen  soll  dem  durch  Aufstellung  eines  Punkteschemas 
oder  einer  symbolischen  Gleichung,  die  auch  in  eine  wirkliche  db^r^^^bATv 
kann,  abgeholfen  werden. 
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Ein  solches  Schema  hat  meist  folgende  Oestalt: 


•  .  .  ^j  o  1 

•^l'^2'^3* 

•  •  -^n 

(«) 

•   •    •  ^  o  Oo 

•         • 

•    « 

.  .  Bit 

• 

(6) 

• 

• 

•    • 

• 

• 

(«) 

...TS 

JL  Ji  •  •  •  • 

..W 

{o\ 

=  0. 


Die  Matrix  des  Schemas  ist  durch  einen  Horizontal  -  bez.  Verticalstrich 
in  vier  Theile  zerlegt.  Der  Theil  rechts  oben  bezeichnet  die  dem  Apparate 
eigenthttmlichen  Gnindpunkte,  die  angrenzende  Bftnderung  die  aas  den  vor- 
hergehenden zu  construirenden  verwandten  Punkte.  Jede  horizontale  Zeile 
des  Systems  der  Grundpunkte  stellt  einen  „Körper*'  dar;  and  zwar  sollen 
diese  „Körper"  (oben  sind  deren  x  angenommen)  so  affin  auf  einander  be- 
zogen sein,  wie  ihre  Ecken  in  den  Colonnen  unter  einander  stehen.  Diese 
jy  Körper **  werden  in  unseren  folgenden  Betrachtungen  zumeist  als  un- 
veränderlich gross  angenommen. 

Das  in  den  ^ Körpern"  enthaltene  Punktsystem  kann  durch  Zufügen 
neuer  Punktgruppen  erweitert  werden.  Die  dem  „Körper"  der  A  zu- 
gefügten Punkte  S^y  T|...  sind  mit  den  A  in  gleicher  Zeile,  links  oben 
in  der  Matrix  zu  finden.  Die  Punktgruppen  werden  so  gewählt,  dass  die 
erweiterten  Körper  immer  noch  so  affin  einander  zugeordnet  bleiben,  wie 
die  Colonnen  es  andeuten. 

Rechts  unten  in  der  Matrix  steht  eine  Punktreihe  X,  F,. .  .TF.  Davon 
stellt  in  unseren  Anwendungen  jeder  den  Resultantenpunkt  eines  Additions- 
körpers vor,  der  entsteht,  wenn  man  von  dem  (rechts  vom  Doppelstrich 
der  Matrix  verzeichneten)  Punkt  q  als  Haupt  die  Summe  der  Strecken,  die 
in  einer  Colonne  stehen ,  bildet.  Eigentlich  stehen  in  der  jeweils  gewählten 
Colonne  nur  die  Endbuchstaben  der  Strecken ,  die  Anfangsbuchstaben  stehen 
—  weil  allen  Colonnen  gemeinsam  —  rechts  ausserhalb  des  Doppelstriches 
der  Matrix.    Wir  haben  also  z.  B. : 


qX=  aA^+  }>B^-\ h  wJf,, 


()Y=ai42  +  1>B^'\ +  fnJl£g, 


qW=  aAn+  lBn+ h  mMff 

Im  Falle  wir  ein  noch  weiter  nach  unten  gerändertes  Schema  be- 
nützen oder  aufstellen  wollten,  hätten  wir  nur  die  Summanden  mit  Factoren 
X|il/|ii^...  zu  versehen.    Für  jedes  %  folgt  eine  Zeile. 

Links  unten  in  der  Matrix  steht  eine  Punktreihe  S^  ^y  •  •  • «  welche  wir 
kurz  als    den  Lehrsatz  bezeicbnen  VLl^nneii.    Tai  ^\«^tl  ^\xi^\»^  \mk!gl  tsa^. 
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auf  zweierlei  Art  gelangen.  Einmal,  indem  man  die  Pnnktreihe  oder  den 
„Körper"  {XY, ,  ,W)  durch  die  Punkte  S,  T  erweitert,  die  den  Punkten 
SgTi  der  anderen  Körper  affin  entsprechen;  oder,  indem  man  die  Resultanten- 
punkte  der  Additionskörper  zu  den  Colonnen  der  St  hez.  Ti  etc.  bildet.  Dass 
man  in  beiden  Fällen  auf  dieselben  Punkte  kommt,  bildet  den  Lehrsatz. 
Beweis  des  Lehrsatzes.  Wir  erweisen  die  Richtigkeit  des  Satzes 
für  Punkt  8]  analog  gestaltet  er  sich  für  T  u.  s.  w.  Da  8^  im  „Körper^ 
der  Ä  eine  bestimmte  (affin  unveränderliche)  Lage  haben  soll,  ferner 
8f,  8^...8x  zu  8i  affin  homolog  sein  sollen  in  den  anderen  Körperui  so 
besteht  diese  Reihe  von  Gleichungen: 

iSj  =  X|  -4^  +  X,  ^  + \r  finÄn 

'S,  =  Xj  7?,  +  X,  J?,  +  . ..  +  Xn-B« 


(2:x,=  l). 


&=X|Jtfj  +  XjJfgH h  X„Jf, 

Nehmen    wir  nun  an,  8  sei  der  Resultantenpunkt  zu  den  S^j,  so  be- 
steht doch  die  fernere  Oleichung: 


^5  =  a5|  +  6Äg  +   . .  +  ^8n 
Nun  ist  aber          =  (S,  -  a)+ (5,- 6) +•  ..  +  S,-in). 
(8—  a)  =  (x^  Ji  +  xj  Jg  H 1-  XnÄn)  —  a 

=  {x^Ät  +  X2^2  H hXnila)  —  (x^+XjH \-Kn)a 

=  Xi(-4i  —  a)  +  XgC^—  a)  + . . .  +  %„{Än  —  a) 
=  Xj  tt-4.|  +  X,  a  J^  +  •  — h  x„  aAn* 
Substituirt  man  diesen  und  die  entsprechenden  Werthe  von 

(iS,-a),...(&-«n) 
in  der  Oleichung  für  q8,  so  ergiebt  sich: 

^S  =  (x^  a  Jj  +  Xj  a  -ä,  H +  Xn  a  An) 


Addirt  man  colonnen  weise,  so  folgt: 


q8  =  Xi  (a-ä,  +  ft  J?,  + . . .  +  wjtfi) 


+  Xfi(a  Jn  +  ft-Bn  H h  «nJlfO- 

Benützt  man  nun  die  bereits  oben  für  die  Resultantenpunkte  X,  7 . . .  17 
aufgestellten  OleichungeUi  so  folgt  zunächst: 

pS=:  n^  pX  +  X,  9  r  +  •  •  •  +  *n  .  qW. 
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es  bleibt: 


Löst  man  die  Strecken  in  Punktdifferenzen  anf,  so  folgt: 

Da  non  {%i  +  %i+ hO^l  i^^t   ^^^^  ^^^^  beiderseits  q  weg  und 

S«  XiZ+x,r+    •.+  XnTF, 

das  heisst,  der  Pnnkt  8  liegt  im  ^KOrper'  der  Z,  F,. .  .W  genaa  so,  wie 
die  affin  homologen  8i  in  den  ihnen  entsprechenden  , Körpern*  (Horizontal* 
reihen). 

Die  symbolische  Oleichnng.  Wir  haben  das  Schema  der  Panta- 
graphen  gleich  Null  gesetzt.  Dies  ist  zunächst  symbolisch  zu  nehmen. 
Bilden  wir  die  Matrix  aber  dadurch  um,  dass  wir  statt  der  Buchstaben 
der  Colonnen  die  Strecken  setzen,  deren  Endbuchstaben  sie  bilden  (die 
Anfangsbuchstaben  finden  sich  rechts  vom  Doppelstrich  der  Matrix) ,  so  muss 
—  unter  den  oben  gemachten  Annahmen  —  jede  ünterdeterminante  ver- 
schwinden, welche  wenigstens  um  eine  Zeile  oder  Colonne  weiter  ist,  als 
das  Schema  der  Grundpunkte,  das  heisst: 


•     •    •     » 

•        • 

aAi 
bBi 

•                   • 

•         •          • 

aÄn 

hBn 

• 

fifJUTj 

.mMn 

.,.  qT 

as 

pX 

qY  .  . 

..  qW 

=  0. 


Dies  erkennt  man  leicht,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  die  Summe 
der  X  Zeilen  der  letzten  gleich  ist,  bez.  dass  die  mit  bestimmten 
Factoren  x^  multiplicirten  letzten  n  Colonnen  die  vor  diesen  stehenden  er- 
zeugen. 

Der  Koppelpunkt.  Findet  sich  in  den  Punktreihen,  welche  zwei 
der  „Körper^  charakterisiren,  ein  gleich  bezeichneter  Punkt,  so  ist  dieser 
ein  gemeinsamer  oder  Koppelpunkt  der  Körper.  Findet  sich  der  Name 
desselben  in  derjenigen  Ecke  der  Matrix ,  welche  die  Grundpunkte  enthält, 
so  ist  er  affin  auf  andere  Punkte  bezogen;  kommt  er  aber  in  der  Matrix 
überhaupt  nicht  vor,  so  ist  er  meist  willkürlich  wählbar. 

Invarianzeigenschaft.  Aus  dem  Beweise  des  zum  Schema  des 
Pantagraphen  gehörigen  Lehrsatzes  kann  man  entnehmen,  dass  derselbe 
von  der  Wahl  derjenigen  Punkte  unabhängig  ist,  welche  rechts  von  der 
Matrix  stehen.  Dieselben  können  also  bei  der  Construction  von  Apparaten 
beliebig  gewählt  werden,  zuweilen  fallen  sie  in  einen  Punkt  zusammen,  der 
dann  meist  auch  Koppelpunkt  der  „Körper*  ist.  Aus  dieser  Invarianz- 
ejgenschah  könnten  wieder  Schlüsse  bezüglich  der  symbolischen  Gleichung 
gezogen  werden,  doch  führt  dies  von  \xii&%tet  ^\^^ik\\\0^«^  kxv^\gb2c^  ^\^. 


Von  Johann  Kleiber. 


185 


Nach  diesen  Vorbereitungen  wollen  wir  nun  zur  Beschreibung  einzelner 
Typen  von  Pantagraphen  übergehen. 

Pantagraph  a)  entspricht  dem  Schema: 


s. 

^    A 

(A.) 

Ä, 

A^    A^ 

(^,) 

Äs 

^     ^3 

(^)  = 

s. 

A^    ... 

(^) 

s„ 

8 

An-\An 

M.-i) 

Aq     An 

(A) 

=  0  (Fig.  3). 


Erklärung.  Wir  haben  eine  Kette  von  Stäben,  wie  aus  dem  Schema 
der  Grundpunkte  (Matrix,  rechts  oben)  zu  entnehmen  ist.  Die  Ketten- 
stäbe sind  cyklisch  affin  bezogen  und  auf  ihnen  je  ein  homolog  affiner 
Punkt  Si  fixirt.  An  die  Kette  ist,  vom  Haupte  Jq  ausgehend,  ein  Netz 
von  Parallelogrammen  gelegt,  welches  den  Additionskörper  versinnlicht.  Der 
Endpunkt  des  letzteren  ist  ein  Punkt  Sy  der  auf  der  Verbindungslinie  A^^An 
ebenso  liegt,  wie  irgend  ein  Si  auf  dem  zugehörigen  Stabe  Si^xSi. 

Diese  räumlich  bewegliche  Kette  (Parallelogramme  müssen  erhalten 
bleiben!)  stellt  einen  einfachen  Multiplicator  dar.  Dieselbe  wurde  bereits 
—  allerdings  in  anderer  Form  in  meiner  ersten  Mittheilung  zum  Schluss 
von  §6  —  besprochen.  Von  diesem  Pantagraphen  dürfte  besonders  der 
Specialfall  der  dreigliedrigen  Kette  interessiren. 

Pantagraph  b)  entspricht  dem  Schema: 


{p) 


«: 

Ä 

P 

P 

S, 

P 

B 

P 

S 

P 

P 

C 

A 

B 

C 

(^^=0  (Fig.  4). 
(P) 


iP) 


Die  Erklärung  des  Schemas  der  (rechts  oben)  stehenden  Grundpunkte 
besagt,  dass  wir  drei  vom  Koppelpunkt  P  auslaufende  Stäbe  haben:  PA, 
PB^  PC.  Auf  jedem  dieser  Stäbe  ist  ein  Punkt  8^  bez.  8^  bez.  8^  markirt, 
welche  homolog  affin  entsprechend  sind,  aber  nicht  in  der  Weise,  dass 
jeder  Stab  vom  Punkte  im  gleichbleibenden  Verhältniss  getheilt  wird ,  denn 

"'''''"  5.=  x^  +  (A  +  ,)P, 

S,=  A£  +  (>c  +  f.)P, 

53=f.C  +  (x  +  i)P, 
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Von  P  aus  ist  aus  den  drei  Strecken  PS^,  PS^,  P8^  das  Additions- 
parallelepiped  construirt,  dessen  Resultantenpunkt  8  nach  unserem  Lehrsatse 
homolog  affin  veränderlich  mit  dem  Dreieck  ABC  ist,  das  heisst 

8  =  %Ä  +  lB  +  iia 

Wir  haben  es  also  mit  einem  Pantagraphen  zu  thun ,  der  zum  verSnder- 
liehen  Dreieck  ABC  den  Theilungspunkt 

construirt.  ^ 

Pantagraph  c)  entspricht  dem  Schema: 

ip) 

(P)  =  0  (Fig.  5). 
(P) 


St 

Ä     P    P    P 

s. 

P    B    P    P 

Sn 

P    P    C     P 

s, 

S 

P    P    P    D 

A    B     C    D 

Erklärung:  Vom  Punkt  P  gehen  vier  Stäbe  aus  nach  den  Punkten 
eines  veränderlichen  Tetraeders  A^  B,  C,  D,  Auf  ihnen  sind  in  gewisser 
Weise  [vergl.  oben  Fall  b)]  Punkte  Si  markirt  und  schliesslich  aus  den  von 
P  nach  den  8i  liegenden  Theilstrecken  mit  dem  Haupte  P  der  Additions- 
körper construirt,  der  hier  ein  parallelogrammflächiges  Dodekaeder  wird. 
Der  Resultantenpunkt  8  desselben  genügt  der  Formel: 

Die  Grössen  x,  A,  ^,  v  sind  bestimmte,  wenn  die  8i  richtig  be- 
stimmt sind. 

Satz  zu  den  Pantagraphen  b)  und  c).  Ist  der  Resultantenpunkt  S 
im  nicht  degenerirten  Dreieck  ABC  bez.  Tetraeder  AB  CD  einmal  ge- 
wählt, so  gehört  dazu  ein  ganz  bestimmtes  System  der  iS,-.  Dann  ist 
nämlich  die  Reihe  x,  X,  jii,  bez.  x,  X,  jn,  v  fest  bestimmt,  folglich  auch  die  Si, 

Sj  =  x-4  +  (A  +  |Li)P  etc.  für  den  Pantagraph  b), 

Äj  =  x-4  +  (A  +  f*  +  v)P  etc.  für  den  Pantagraph  c). 

Dieser  Satz  wird  uns  später  bei  Ableitung  von  übergeschlossenen 
Raumfiguren  nützlich  sein. 

Pantagraph  d)  entspricht  dem  Schema: 

iP) 

(P)  =0  (Fig.  6). 


St 

A 

Bi 

0, 

8, 

s. 

A, 

s» 

c. 

^ 

B> 

C, 

(P) 

Erklärung:  Wir  haben  zwei  Tetraeder,  die  in  einem  Eckpunkt  P  ge- 
koppelt sind  und  deren  Basisflächen  affin  einander  zugeordnet  erscheinen. 
In  denselben   befinden    sich  die  homoVog  «A^ü^ii  ^\xi^\a  8^  "^^^  ^«    ^"^^ 
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den    Yon  P   auslaufenden   paarweis    zugeordneten  Teiraederkanten  werden 
Parallelogramme  construirt  mit  den  Besultantenpunkten  Ä^B^C^, 

Construirt  man  in  analoger  Weise  aus  den  von  P  nach  den  Punkten 
S|  und  S^  gehenden  Strecken  das  Parallelogramm,  so  ist  dessen  Besultanten- 
punkt  S  invariabler  Theilpunkt  der  veränderlichen  Ebene  Ä^B^C^  der  erst 
erhaltenen  Besultantenpunkte. 

Aus  dem  allgemeinen  Pantagraph  d)  ergiebt  sich  folgender  speciellere 
Pantagraph  d'): 

(P)  =0  (Pig.7). 


p 

s 

8 

A,    B,    C, 
A,    B,    C, 

A    B,    C, 

(P) 


Erklärung:     Der  Koppelpunkt  P  wird  beliebig  in  der  Dreiecksfiäche 


Ä^B^C^  gewählt.  Wir  haben  also  nur  noch  ein  Tetraeder,  das  mit  seiner 
Spitze  P  um  einen  Punkt  P  einer  Dreiecksfläche  drehbar  erscheint. 
Ä^f  J?3,  C^  werden  wie  oben  construirt.  Der  dem  Punkt  P  von  ^,J?,  (7| 
entsprechende  Punkts^  in  der  affin  zugeordneten  Deckfläche  A^B^Cg  des 
Tetraeders  ist  dann  auch  der  feste  Theilpunkt  des  veränderlichen  Dreiecks 
der  Resultantenpunkte  A^^  B^^  C^.  —  Aus  dem  eben  beschriebenen  Panta- 
graphen  d)  kann  durch  fortgesetzte  Combination  desselben  Typus  ein  neuer 
Pantagraph  d")  entwickelt  werden,  der  eine  beliebig  hohe  Beweglichkeit 
erhalten  kann  (Fig.  8).  Man  setze  nämlich  auf  den  Pantagraph  d')  einen 
zweiten  von  derselben  Art,  so  dass  für  letzteren  das  Deckdreieck  A^B^C,^ 
des  ersten  Apparates  zugleich  als  Grunddreieck  erscheint  und  der  Punkt  S 
im  Deckdreieck  A^B^C^  zur  Tetraederspitze  des  zweiten  Apparates  wird. 
Durch  gehöriges  Anfügen  von  Parallelogrammen  erreicht  man  dann  die 
Deckfläche  des  neuen  Apparates  A^B^C^: 


(Ä)  =  0. 


s 

^5 

P> 

c. 

T 
T 

^4 

s. 

c. 

A 

Bt 

Ct 

(S) 


Der  Punkt  T  der  Tetraederfläche  A^B^C^  theilt  nun  wieder  das  ver- 
änderliche Dreieck  A^B^G^  ebenso  wie  S  die  Tetraederfläche  A^B^C^  und 
P  die  Dreieoksfläche  A^B^C^. 

Auf  den  gewonnenen  Apparat  werde  nun  der  folgende 


T 

A 

^ 

0, 

(T) 

U 

u , 

A 

B, 

0, 

(T) 

A 

A 

0, 

(T) 

=  0 


188        Beitrag  2ar  kinematischen  Theorie  der  Gelenkmechanismen. 


gesetzt  u.  s.  f.  Aaf  die  bezeichnete  Art  kann  man  beliebig  viele  Tetraeder 
auf  einander  bauen;  immer  gilt  der  Satz,  der  für  den  einfachen  Panta- 
grahhen  d')  Geltung  hat. 

Pantagraph  e)  entspricht  dem  Schema: 


p 

A 

A 

Ct 

{P) 

p 

•      • 

•       • 

B, 

•          •          • 

0, 

•       m       • 

(P) 

•            • 

■ 
< 

p 
p 

An 

Bn 

Cn 

(i*) 

Ä 

B 

C 

(f) 

:;=o  (Kg.  9). 


Erklärung:  Wir  haben  n  Dreiecke,  welche  in  einem  Punkte  P  ge- 
koppelt sind^  der  in  allen  Dreiecken  homolog  affin  entspirechend  liegt.  Zu 
den  von  P  ausgehenden  Systemen  von  n  Kanten 


JL  ^1       JL  ^2  •  •  •  J^^n  I 
PJ?j       PBj.  .  .PSh% 

PC/|      JrC^*  •  •  jPGh 

werden  die  Additionskörper  construirt,  welche  die  Resultantenpunkte  Ä^  B,  C 
ergeben.  Das  Dreieck  derselben  wird  dann  durch  den  Punkt  P  nach  festem 
Verhältniss  getheilt.  Im  Falle  wir  zwei,  drei  oder  vier  Dreiecke  gekoppelt 
haben ,  ist  der  Additionskörper  ein  Parallelogramm ,  ein  Parellelepiped  oder 
ein  Dodekaeder. 

Pantagraph  f)  entspricht  dem  Schema: 


p 

A 

B, 

c. 

A 

p 

A 

B, 

C, 

D, 

p 

A 

Bs 

c. 

I>z 

p 

A 

B 

c 

D 

ip) 
(P) 


=  0  (Fig.  10). 


(P) 


Erklärung:  Wir  haben  drei  affin  bezogene  Tetraeder  AtBiCiDi^  welche 
in  einem  allen  „Körpern*  affin  homologen  Punkt  P  gekoppelt  sind.  Aus 
den  Kantentripeln  p^^  ^  p^^  ^  p^^^ 

.     •     •     •      •     .     . 

PDj  +  PI),  +  PD, 

werden »  von  P  ausgehend ,  die  Additionskörper  mit  den  Resultantenpunkten 
A,  By  C,  D  gebildet.    Der  Lehrsatz  besagt,  dass  der  Punkt P  den  „Körper" 
AB  CD  nach  demselben  Verhältnisse  theilt,  wie  irgend  eines  der  gegebenen 
Tetraeder  AiBiCiBi. 


Von  Johann  Kleibeb. 
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Pantagraph  g)  entspricht  dem  Schema: 


«1 

Äi    Bi     Ol    P 

s. 

At     Bt    P     D, 

Ss 

A    P    C,     D, 

s 

P     Bt    C«     D^ 

A     B      C    D 

(P) 
(P) 

(P)  =  0(Pig.ll). 

(P) 


ip) 

Erkl&rang:  Wir  haben  vier  affin  bezogene ,  cyklisch  gekoppelte  Tetra- 
eder.    Die  Besaltantenpnnkte  ^,  J?,  (7,  D,  welche  zu  den  Additiondkörpern : 

PB,  +  PB,+    *    +PB^, 

PC,+    *    +PC,  +  PC,, 

♦     4^PD,  +  PD,  +  PD^ 

gehören  (Parallelepipede) ,  enthalten  als  festen  Theilpunkt  S,  den  Resaltanten- 
Dunkt  des  zur  Summe      «.  ^       « ^ 

gehörigen  Dodekaeders. 

Einen    Pantagraphen  g)   derselben   Art   haben    wir    bei  anderen   Er- 
örterungen kennen  gelernt.    Derselbe  entspricht  dem  Schema: 

(p) 

^^^  =  0  (Fig.  2). 

(P) 
(Vergl.  auch  §  1  Schluss.) 

Kürzt  mau  das  Schema  noch  weiter  ab: 

(.p) 

(P)  =  0   (Pig.l2), 


s, 

A 

A, 

P 

s. 

B, 

P 

B> 

Äs 

s 

P 

C, 

C, 

C 

B 

A 

s, 

A 

P 

s 

P 

B 

A 

B 

(P) 

80  gelangt  man  auf  den  einfachsten  aller  Multiplicatoren,  auf  den  Syl- 
veste raschen  Storchschnabel.  Derselbe  geht  gleichzeitig  auch  als  Special- 
fall des  Pantagraphen  a)  [Kette  mit  zwei  Gliedern]  hervor. 

Pantagraph  h)  entspricht  dem  Schema: 

ip) 
(p) 

(P)  =  0  (Fig.  13). 
iP) 


s, 

A 

A 

P 

s> 

A, 

P 

C, 

«, 

p 

B> 

Cs 

p 

s 

A 

B, 

c. 

A 

B 

0 
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Erklärung:  Wir  haben  vier  affin  bezogene  Ebenen,  in  jeder  derselben 
vier  Punkte  festgelegt  und  schliesslich  die  ebenen  Vierecke  cykliscb  ge- 
koppelt.   Die  Besultantenpunkte  8,  A^  By  C  der  zu  den  Summen 

PA,+PA^+   ♦    +P^4» 
FB,+   ♦    +PB^  +  FB^, 

gehörigen,  von  P  auslaufenden  Additionskörpern  (hier  Parallelepipede)  liegen 
in  einer  Ebene  und  theilt  in  dieser  der  Punkt  8  das  Dreieck  der  ABC 
nach  festem  Verhältniss,  wie  aus  dem  Schema  ersichtlich. 

Lassen  wir  den  „  Körper **  der  vierten  Zeile  in  einen  Punkt  zusammen* 
schrumpfen,  so  haben  wir  den  Typus  des  Pantagraphen  g)  [Fig. 2]. 

Als  Specialfall  w&re  noch  erwtthnenswerth: 

(P)  =  0. 


A 

AAP 

«1 

B    P    B 

Ct 

P     C     C 

p 

s 

U    V    W 

X     Y    Z 

{P) 

Pantagraph  i)  entspricht  dem  Schema: 


p 

U 

V 

W 

X' 

X 

P 

P 

r 

p 

Y 

P 

Z' 

8 

p 

P 

Z 

A 

B 

0 

(P) 

(P)  =  0  (Fig.  14). 


iP) 

Erklärung:    Wir  haben  ein  Dreieck  UVW  und  in  dessen  Ebene  einen 

Punkt  P.    Von  diesem  laufen  drei  Strecken  PX,  PY,  PZ  aus,  auf  denen 

in  bestimmter  Weise   die    Punkte    X'T'Z'   markirt   sind*     Aus    den    drei 

Theilstrecken  — ,      — =..      — , 

PX\     PY\     PZ 

wird  der  Additionskörper  (hier  Parallelepiped)  gebildet,  dessen  Resultanten- 
punkt 8  ist.    Derselbe  theilt  das  Dreieck  der  aus  den  Parallelogrammen  so 


P17+PX=P^, 


PY-^tPY^PB^ 
FW+PZ  =  PC 

gehörigen  Resultantenpunkte  ii ,  P ,   0  in  festem  Verhältniss.    Dabei  spielt 
S  fär  das  Dreieck  ABC  dieselbe  Rolle,  wie  P  für  das  Dreieck  UVW. 


Von  Johann  Kleiber. 


191 


Die  drei   Strecken  PX,  PY,   FZ  sind   nicht  im  gleichen  Verhftltniss 
zu  theilen;  denn  es  ist  ja: 

X'='kX  +  {1  +  ^)P 

(1  =  K  +  A  +  ^). 


Statt  die  Strecke  PX  zu  theilen,  kann  man  auch  die  im  Parallelo- 
gramm gegenftberliegende  Strecke  UA  in  gleicher  Weise  durch  einen  Ponkt^i' 
theilen.  Dann  kann  man  auch  statt  des  grösseren  Parallelogramms  (PX  UÄ) 
das  kleinere  {FX'TJÄ)  benützen,  wie  in  Fig.  14  geschehen. 

*     Pantagraph  j)  entspricht  dem  Schema: 

(p) 
(p) 
(p) 


p 

u  r  w  M 

r 

X    P     P     P 

r 

P     T     P     P 

Z' 

P     P     Z     P 

8 

P     P     P     B 

A    B     G     D 

=  0  (Fig.  15). 


(P) 

Erklärung.  Von  einem  Punkt  P  eines  Tetraederkörpers  UV  WM 
laufen  yier  Strecken  nach  den  Punkten  X,  Y,  Z,  B.  Auf  diesen  Strecken 
sind  in  bestimmter  Weise  Punkte  X\  7\  Z\  B'  markirt  und  aus  den 
Theilstrecken  von  P  nach  diesen  Punkten  der  Additionskörper  (Dodekaeder) 
construirt,  dessen  Gegenpunkt  S  ist.  Dieser  theilt  in  fester  Weise  das  Tetra- 
eder   der    Resultantenpunkte  ii,    P,    C,    D    von   vier    Parallelogrammen, 

welche  zu  den  Summen:        -^^r  .  -=r-=,      -=—r 

JrU  -f"-*  -^  =  P-A, 


PV+  PY=PB, 


PW+  PZ  =  PC, 


PM+PB  =  PD 


gehören.     S  hat  im  Tetraeder  AB  CD  dieselbe  Lage,  wie  P  im  Tetraeder 
UVWM.    Die  Theilung  auf  den  Strecken  PX,  PY,  PZ,  PB  erfolgt  in 


der  Weise,  dass 


r=xX-f  (X  +  ft-f  i/)P 
T=kY+{%  +  ti  +  v)P 

Z'^flZ  +  {K  +  k  +v)P 

B=vB  +  {k  +  X  +(u)P 
(1  =  X  +  X  +  ^  +  v). 
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Man  ersieht  hieraus,  dass  die  Theilpunkte  auf  drei  der  Strecken  be- 
reits jenen  auf  der  vierten  von  selbst  bestimmen;  dadurch  ist  dann  auch 
der  Theilpunkt  P  des  Tetraeders  UV  WM,  wie  der  Theilpunkt  8  des 
Tetraeders  AB  CD  festgelegt. 

Zu  jedem  Punkt  des  Tetraeders  AB  CD,  das  man  sich  festgelegt 
denken  kann,  gehört  ein  bestimmtes  System  [ic,  iL,  ^,  v],  also  auch  eine 
ganz  bestimmte  Theilung  der  von  P  ausgehenden  Stäbe  PX,  P  7,  PZ,  PR 
und  ein  bestimmter  Punkt  P  des  Tetraeders  UV  WM. 

Ein  Specialfall  j')  des  vorhergehenden  Pantagraphen  wird  erzielt,  wenn 
das  Tetraeder  U  V  WM  in  ein  ebenes  ausartet.  In  diesem  Falle  entspricht 
einem  in  der  Ebene  UV  WM  gewählten  Punkte  P  nicht  blos  ein  System 
von  Werthen  [x,  X,  ft,  v],  sondern  ein  ganzes  lineares  Oebiet  91  von 
solchen  Quadrupeln.  Dies  zieht  nach  sich,  dass  einem  Punkte  P  VDn 
UV  WM  nicht  blos  ein  Punkt  von  ABCDy  sondern  eine  geradlinige 
Punktreihe  von  Punkten  S  correspondirt.  Allerdings  werden  die  Anschluss- 
punkte X\  Y'y  Z\  B'  andere;  aber  die  sämmtlichen  Additionskörper  (Dode- 
kaeder) haben  dieselbe  gemeinsame  Ecke.  Unter  Ecke  ist  dabei  nicht  blos 
der  Punkt  P,  sondern  gleichzeitig  die  von  Flächen  begrenzte  körperliche 
Ecke  zu  verstehen.     Diese  Thatsache  soll  später  Verwendung  finden. 

Weitere  Pantagraphe  könnten  noch  in  grosser  Zahl  entwickelt 
werden.  Einmal  dadurch,  dass  man  zu  einer  ersten  symbolischen  Gleich- 
ung noch  eine  oder  eine  Reihe  weiterer  hinzufügt,  oder  auch  dadurch, 
dass  man  Specialisirungen  bei  den  bereits  aufgezählten  und  analogen  ein- 
treten lässt    Solche  Specialisirungen  sind  z.  B. : 

1.  Man  lässt  den  einem  „Körper"  affin  zugeordneten  Punkt  in  einen 
Eckpunkt,  Koppelpunkt  fallen. 

2.  Man  lässt  den  „  Körper **  nach  und  nach  degeneriren  in  ein  Punkt- 
system einer  Ebene  bez.  einer  Geraden,  oder,  man  lässt  den 
„Körper**  in  einen  Punkt  zusammenschrumpfen. 

Treten  mehrere  „Körper**  gleichzeitig  auf,  so  kann  man  die  De- 
generation in  verschiedenen  Stufen  auf  einige  derselben  oder  gleichzeitig 
auf  alle  anwenden.  Doch  soll  auf  die  Ausführung  dieses  Gedankens  nicht 
weiter  eingegangen  werden. 

§  3.    Mehrfache  Erzeugung  von  Gebilden. 

Mehrfache  Erzeugung  von  Kreisen.  Man  hat  zuweilen  beim 
Studium  ebener  kinematischer  Stabgebilde  Gelegenheit,  zu  bemerken,  dass 
Punkte  des  Mechanismus  zwangläufig  Kreise  beschreiben,  ohne  dass  dabei 
deren  Mittelpunkt  und  Radius  als  solche  schon  vorbedacht  angenommen 
worden  waren.  Hat  man  zwei  Mechanismen  Sl^  und  Sl^,  deren  zugehörigen 
Punkte  P|  bez.  P^  Kreise  von  gleicher  Grösse  beschreiben,  so  kann  man 
die  Fixpunkte  beider  Apparate  (hier  zufällig  auf  oo  viele  Arten)  so  anordnen, 
da83  die  von  den  P  beschriebenen  PetipVi^tlQn  «ich  decken,    das  heisst  diese 


¥ 


Paukte  P  ta  einem  gekoppelt  werden  können.  Hat  man  zwei  oder  mehr 
Apparate  J2|  GolcbergQstalf  gegen  einander  orieutirt  und  im  kreiaerzeugen- 
den  Punkt  gekoppelt,  so  spricht  attCa  von  einer  simultan  mehrfachen  Kreis- 
erzeugang.  Dieselbe  giebt  zn  übergeachlosaenen  Mechanismen  in  vielfacher 
Art  Anlaas,  Statt  z.  G.  direct  die  Punkte  dreier  orieutirter  Mechanismen 
zu  koppeln,  kann  man  aie  an  die  Eckpunkte  eines  festen  Dreiecks  koppeln, 
das  nur  der  einen  Bedingung  unterworfen  ist,  dasa  sein  umschriebener 
Kieia  der  von  den  Mechanismen  erzeugte  iat  u.  s.  (.  u.  e.  f. 

Mehrfache  Erzeugung  der  sogenannten  Koppelcurve  (Fig.  1 
und  2).  Roberts  zeigte  zuerst,  dass  man  nuch  die  sogenannte  Koppel- 
cuTve  bei  der  erweiterten  three  bar  motion  mehrfach  erzeugen  kann.  Die 
drei  mtfgjicben  Mechanismen  Üj,  von  denen  je  üwei  einen  Firpunkt  ge- 
meinsam haben,  geben  in  ihrer  Zusammeuaetznng  (Orientirung  und  Koppel- 
ung) den  Anblick  der  Figur  l.  Bisher  glaubte  man,  dass  diese  drei 
Mechanismen  die  einzigen  sind,  durch  nelche  die  Koppelcurve  erzeugt 
werden  kann.  In  meiner  ersten  Mittheilung  habe  ich  aber  gezeigt,  dass 
dem  nicht  so  ist.  Nach  zwei  Richtungen  hin  wurde  der  Beweis  für  diese 
Behauptung  erbracht.  An  erster  Stelle  kann  man  das  dort  entwickelte 
Princip  vom  Austausch  von  Dreiecken  und  Parallelogrammen 
zur  Änwendnn^  bringen,  wodurch  der  Aspect  der  Figur  1  verändert  werden 
kann.  Au  zweiter  Stelle  wurde  gezeigt,  dass  zum  Mechanismus  Roberts 
nach  Art  der  Figur  2  noch  >»'  Piipunkten  nachgewiesen  werden  künnen, 
welche  gleichberechtigt  neben  den  Fixpuukten  des  Roberts'schen  Mechanis- 
mus stehen;  die  letzteren  sind  nur  sozusagen  ümrisspunkte  zum  Gebiet  der 
andern,  indem  sie  als  Resultanten  punkte  von  zu  Parallelogrammen  degenerirten 
Far&Uelepipeden  aufzufassen  sind.  Da  aber  nur  zwei  Fixpunkte  zur  Führ- 
ung der  Koppekurve  nothwendig  sind,  so  würden  damit  gerade  oo^simultitn 
gleichberechtigte  Erzeogungsarten  der  Roberts'schen  parallel  laufen. 

Der  Nachweis  fUr  die  Existenz  dieser  Erzeugangs arten  konnte  dort 
mit  den  einfachen  Mitteln  der  Punktadditioa  geführt  wei'den,  gehört  also 
in  daa  Qebiet,  welches  wir  soeben  mit  der  Besprechung  der  Pantagrapfaen 
betreten  haben.  In  der  That  gelingt  es  hier,  den  dort  aufgestellten  Be- 
weis bedeutend  zu  verallgemeinern  und  ihn  als  Specialfall  eines  umfassenderen 
Gebietes  zu  erkennen.  Dazu  wird  uns  wieder  das  Schema  der  Pantagrnphen 
vorzügliche  Dienste  leisten. 

Nachweis  eines  Lehrsatzes.  Der  Lehrsatz,  den  wir  hier  nach- 
weisen wollen,  hat  folgenden  Wortlaut: 

„Jeder    Mechanismus,     der    sich    durch    das    Schema 

eines     Pantagraphen    darstellen    ISsst,     bat     unendlich 

viele    Erzeugungsarten    für   das    von    dem    Koppel  punkte 

desselben    beschriebenen    Raumgebilde." 

Wir  wollen  sofort  das  verallgemeinerte  Schema,  wie  wir  es  gelegentlich 

der    Betrachtung    der   Pantagraphen   entwickelt  hfcben,  m  flxa'Q'i«   l&i«»- 


t 
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Dieses  laatet: 


, . .  Ui  Tj  8^ 

•  •  •     €/ a  J.  a  Oa 

•  •  • 

•  •  • 
■               •  • 

.,.  Ujt  Tft  8x 


...  U 


8 


A 

•^  •   •   •   •«•» 

(«) 

• 
• 

-ßj  .  .  .  Bn 

*                  . 

(6) 

• 
• 

• 

•                  • 

(m) 

X 

Y...W 

IW 

=  0. 


Wir  nehmen  der  Einfachheit  halber  an,  dass  die  Fizpnnkte  des 
Mechanismus  die  Punkte  Z,  T..,W  seien,  und  dass  sich  der  Eoppel- 
punkt  in  der  Beihe  der  (a){b) . . .  (m)(^)  befinde.  Sollten  diese  Annahmen 
nicht  zutreffen,  so  mttsste  der  Beweis  einige  Modificationen  erfahren  und 
eyentuell  ein  Schema  bentttzt  werden,  das  unter  dem  Horizontalstrich  mehr 
als  eine  Zeile  angesetzt  hat. 

Der  Erklärung  gemSss,  welche  wir  früher  vom  Schema  gegeben  haben, 
bedeuten  die  Punktreihen:  rr       t       c 

Punkte  im  ,, Körper*'  derselben  Horizontalreihe,  welche  so  homolog  affin  in 
den  zugeordneten  Körpern  liegen,  wie  sie  in  Colonnen  unter  einander  stehen. 
Es  ist  durch  den  sogenannten  Lehrsatz  dann  nachgewiesen  worden,  dass 
die  Besultantenpunkte  U     T     8 

der  colonnen  weis  zu  bildenden  Additionskörper  im  „Körper"  Z  F.  .  .TT  die 
homologe  Lage   einnehmen.    Da  nun  angenommen  wird,   dass  die  Punkte 

. . .  Z7|,     Tif    8i 

durch  ein  System  yon  festen  Werthen  x^  aus  dem  System  der  Orund- 
punkte  (rechts  oben)  entwickelt  werden: 

Si  =  Xjjili  +  Xji  -4,  H h  »nlÄi      u.  8.  f. 

Tj  =  J^^Ai+  Ti^A^  H h  KnlÄ^      XL  8.  f. 

^1  —  *13  A  +  ^48-^2  H 1"  *«3-4„       U.  S.  f., 


SO  folgt  auch  für  die 


.  .  .U,     T,     8: 

8=^%,,X+1l^,Y+^-+KnlW 

r=Xi,x  +  xjjr  +  ...  +  x«2Tr 


das    heissty   dass   die   Punkte   8,    T,  U,...    dann    Fizpunkte  sind,   wenn 
Z,  r, ...  TT  diese  Eigenschaft  haben. 

Verschwindet   die  Determinante  der   |  x  |    nicht,    bez.  deren  Minoren, 
dann  können    wir  die  Punkte    S ,  T  ^  U . . .  «1a  Fix^^iiktA  aufhssen ,  die 


mit  den  Fixpnnkten  des  , Körpers"  X  F. ..  W  gleichberechtigt  sind.  Geo- 
metrisch  gesprochen ,  würde  das  besagen :  Zerlegt  man  die  im  System 
der  Grandpunkte  stehenden  „Körper"  in  Partiallidrper ,  eo  dürfen  im  linlca 
des  Vertical  strich  es  stehenden  Schema  nur  so  viele  Pualcte  diesem  speciellen 
ae  angehören,  als  im  System  der  Grundponkte  vorgesehen  u.  a.  w. 
Im  vorliegenden  Falle  giebt  es  oo"-'  solcher  Punkt«  S,  T,  U... 
Ana  ihnen  kann  man  oo"'"''}  Systeme  von  Fiipunkten  wfthlen,  welche  die 
Pixpnnkte  XY, . .  TT  ersetzen.  Jede  solche  Wahl  bedeutet  für  unsere  Zwecke 
«ine  neue  Erzengungsart. 

Beispiel  a).  Wir  wollen  dies  zuerst  an  dem  uns  bekanntesten  Fall 
BT  Boberts'schea  Erzeugung  der  Koppeicurve  illustrirea.  Der  Mechanis- 
ins  derselben  lautet  einfacb  so: 


=  0  (Fig.l). 


A^ 

At 

P 

(P) 

B, 

P 

*. 

(P) 

P 

c. 

0, 

(P) 

0 

B 

i 

m 

Wir  können  das  Schema  erweitern  durch  Zufügen  < 
affin  entsprechenden  Punkten: 


,..ü,    r,    s, 

A,     A,     F 

(P) 

...P,    T.    s. 

B,      P    B, 

IP) 

...U,     T,    S, 

P     C,     C, 

(P) 

...U     T     S 

C      B     A 

(P) 

Sind  die  ...  U,  T,  S  unabhängig  von  einander  gewählt,  so  bilden 
ie  eine  Reihe  von  Pispunkten,  die  der  Beihe  nach  für  C,  B,  A  gesetzt 
'erden  können.    Eliminiren  wir  die  letzteren  Fizpunkte  ganz,  so  erscheint 


p. 

r,  Ä, 

^n 

p. 

T,  s. 

(p) 

f'. 

T,    S, 

{p> 

n 

T    S 

(p) 

ab  eine  simultan  dreifache  Erzeugung  der  Koppeicurve,  die  gleichberechtigt 
neben  derjenigen  Roberts  steht. 

Beispiel  b).  Wenn  ein  Tetraeder  gezwungen  ist,  sich  so  lu  be- 
wegen, daas  jede  Ecke  desselben  eine  KugeläScbe  beschreibt,  so  beschreibt 
jeder  mit  dem  Körper  des  Tetraeders  fest  verbundene  Punkt  P  ein  StUck 
einer  Fläche  tD.  Wir  können  dieser  ersten  Erzeugungsart  der  Fläche  <P 
dae  folgende  Pantagraphenschema  zuordnen: 
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u 

V 

W 

M 

X 

P 

P 

P 

p 

Y 

P 

P 

p 

P 

Z 

P 

p 

P 

P 

B 

A 

B 

C 

D 

(■P) 

(P) 
(P) 


Wie  man  demselben  entnehmen  kann,  stellt  UV  WM  das  Tetraeder, 
P  den  Pankt  vor,  der  im  Tetraeder  die  fragliche  Flftche  <P  beschreiben 
soll.  Von  P  gehen  die  vier  Stäbe  PX,  PT,  PZ^  P^ans,  welche  mit 
den  zugeordneten  vier  Stäben  PU,  PV,  PW,  PM  zu  Parallelegrammen 
mit  den  Resnltantenpunkten  ii,  B^  C7,  D  vervollständigt  werden: 


PX  +  PU  =^  PA, 


PY  +  PV  =PB, 


PZ  +  PW^  PC, 


PB  +  PM=  PD. 

Daraus  erkennt  man,  dass  bei  festgehaltenen  Resultantenpnnkten  die 
Ecke  ü  des  Tetraeders  eine  Kugelfläche  zum  Mittelpunkt  Ä  und  dem 
Radius  PX,  die  Ecke  V  eine  solche  zum  Mittelpunkt  B  und  dem  Badins 
PF,  die  Ecke  W  eine  solche  mit  Mittelpunkt  C  und  dem  Radius  PZ, 
schliesslich  M  die  Eugelfläche  zum  Mittelpunkt  D  und  Radius  PB  be- 
schreibt. 

Ergänzen  wir  das  Schema  zunächst  in  allgemeinster  Weise  dadurch, 
dass  wir  im  Tetraeder  UV  WM  neben  P  noch  weitere  vier  nicht  in  einer 
Ebene  liegende  Punkte  annehmen:  8\  8'\  S"\  8""  und  suchen  zu  diesen 
auf  den  nKön>®i^n''  XPPP^  PYPP  u.  s.  f.  die  entsprechenden  Reihen 
Z',  Z",  X'",  X"";  r,  Y\Y"',  F'"  u.  s.  f.  wie  folgt: 

(P) 
(P) 
(P) 


S""  S"'   8"    S' 

U 

V 

W 

M 

X""  X'"  X"  X' 

X 

P 

P 

P 

y »///      Y*"      Y"         Y' 

p 

P 

P 

P 

Z""  Z'"  Z'  z' 

p 

P 

Z 

P 

P      B'"  B"  S 

p 

P 

P 

B 

S^     S,     5,    S^ 

A 

B 

c 

D 

=  0, 


(P) 

so   bilden  die  Resultantenpunkte  S^,  S^j   8^^   8^  der  AdditionskOrper  9[|, 
^y  ^3f  Vii  ^^   Tetraeder   der    Fixpunkte  Ä,   B,   (7,   2>  ein  System  von 
festbleibenden  Theilpunkten  des  letzteren  Tetraeders ,  das  homolog  affin  dem 
Sjrstem  S\  S\  8"\  8""  im  Tetraeder  UVWM.  \^\.. 
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Wir  können  demnach  die  Fixpankte  A^  B^  C^  D  durch  die  all- 
gemeineren iS'i,  iSgi  ^3  9  ^4  ersetzen  und  erhalten  so  eine  neue  Erzeugungs- 
art der  Fläche  Q>, 

Da  die  Wahl  der  Punkte  8\  S'\  8'"  S""  beüebig  war,  so  können 
wir  speciellere  Annahmen  treffen. 

Wir  können  die  Punkte  auf  den  Seitenflachen  des  Tetraeders  annehmen 
und  erhalten  folgendes  Schema: 

(■p) 


S""  8"'   S"   S' 

u 

V 

W 

M 

X""  X'"  X"  P 

X 

p 

P 

P 

•y""     TT"'     p         y' 

p 

Y 

P 

P 

Z""  P     Z"  Z' 

p 

P 

z 

P 

P      B'"  B"  B' 

p 

P 

p 

B 

^*       ^       ^8     ^1 

Ä 

B 

c 

D 

=  0. 


(P) 

Die  Additionskörper  sind  in  diesem  Falle  Dodekaeder.  Oder,  wir 
nehmen  die  Reihe  der  Punkte  8\  8'\  S''\  8"*'  auf  vier  Kanten  des 
Tetraeders  UV  WM  an,  die  einen  Linienzug  bilden,  dann  ergiebt  sich: 

(p) 
ip) 
ip) 

(p) 


8"'  8'" 

8"   8' 

u  r 

W  M 

P      X" 

X"  P 

X    P 

P    P 

y,/f0         yTff 

P     P 

P     T 

P     P 

Z""  P 

P     Z' 

p  p 

Z     P 

p    p 

B"  B' 

p  p 

P     B 

s,   s. 

8,    8, 

A    B 

C     D 

=  0. 


ip) 


Liegen  8',  S",  Ä'",  8'  '  der  Reihe  nach  auf  den  Kanten  WM,  MUy 

UV,  VW  des  Tetraeders  UVWM,  so  liegen  die  Punkte  i8|,  8^,  8^,  8^ 
der  Reihe  nach  auf  den  Kanten  CD,  DA,  AB,  BC  des  Tetraeders  AB  CD 
der  fraheren  Fizpunkte.  Die  Additionskörper  sind  nun  Parallelepipede. 
Würde  man  auf  zwei  Gegenkanten  des  Tetraeders  je  ein  Paar  der  8'. .  . 
wählen,  so  käme  man  zu  folgendem  Anblick: 

p) 
p) 


8""  8"' 

S" 

8' 

X""  X'" 

P 

P 

y^f/f      Y*ff 

P 

P 

P      P 

z" 

z' 

P      P 

B' 

B- 

84,    8^     Sj     81 


u 

V 

W 

M 

X 

P 

P 

P 

p 

Y 

P 

P 

p 

P 

Z 

P 

p 

P 

P 

B 

A 

B 

C 

D 

P) 
P) 

P) 


=  0. 


P) 


Es  liegen  dieser  Annahme  gemäss  S*  und  S"  auf  der  Kante  WM. 
gn  gtm  ^^£  ^^^  Kante  U  F;  analog  befinden  sich  dann  8^  und  8^  auf  der 
Kante  O^,  j^  und  S^  auf  der  Kante  AB. 
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Unter  allen  Fizpankten  ist  aber  ein  einziger  aasgezeichnet,  nämlich 
jener,  welcher  dem  Schema  genttgt: 

(p) 

ip) 
(■p) 
(p) 


p 

u 

V 

W    M 

X' 

X 

P 

P     P 

r 

p 

Y 

P     P 

Z' 

p 

P 

Z     P 

B' 

s 

p 

P 

P     B 

A 

B 

C     D 

=  0. 


(P) 

Artet  das  Tetraeder  in  ein  ebenes  Viereck  aus,  so  giebt  es  oo^  solcher 
Fizpunkte  S\  aus  ihrer  Reihe  können  alsdann  zwei  unabhängige  gewählt 
werden. 

Die  gegebenen  beiden  Beispiele  mögen  genügen,  um  das  Wesen  der 
hier  zur  Betrachtung  gestellten  mehrfachen  Erzeugungen  von  Gebilden  zu 
charakterisiren.  Der  Nachweis  stützte  sich  hierbei  wesentlich  auf  lineare 
Ausdrücke.  Man  könnte  also  die  yorangehenden  Betrachtungen  auch  als 
ein  Studium  der  linearen  Umformungen  von  Erzeugungen  bezeichnen.  Dann 
würde  sich  als  Gegenstück  gegenüberstellen  das  Studium  yon  der  Um- 
formung der  Erzeugungen  auf  Grund  nicht  linearer  Beziehungen. 


(Fortsetzung  folgt.) 


X. 


Die  elementaren  symmetrisohen  Fonotionen  und 
die  Potenzsmnmen  einer  oder  mehrerer  Reihen 

von  Veränderlichen. 

Von 

Dr.  Fr.  Junker 

in  Urach. 


L  Einleitnng. 
Bekanntlich     lassen    eich    die    Potenzsommen    8^  ■-  2!x^j 


8, 


Hxl 


5,  =  2?x^,...  als  ganze  Fanctionen  der  rElementarfanctionen  Sx^^^  a^, 
Zz^x^  —  o,,  Zx^x^x^  —  «8 )  •  •  • »  -^«'i^Tg ...Xr'^ar  von  r  Veränderlichen 
x^x^..,Xr  und  umgekehrt  darstellen,  eine  Aufgabe,  die  schon  Newton 
gelöst  hat.  Die  hierauf  bezüglichen  Becnrsionsformeln  heissen  deshalb 
auch  die  „Newton'schen  Formeln''  und  sind  ausgedrückt  durch: 


1) 


8, 


5« 


8, 


2ay 


2) 


a,-g(sJ-3sifli+255) 


Wichtiger  als  diese  sind  die  Endformeln^  welche  sp&ter  Waring  in 
seinen  Meditationes  algebraicae  (Editio  tertia,  pag.  13)  entwickelt  hat. 
Durch  dieselben  ist  es  mOglich,  die  Coefficienten  a^  ß,  Yf-i  bezw. 
c/,  ßf,  /, ...  der  in 

8p  -  «af  +  ßa{  -%  +  ya^-^a^  +  •  • 
auftretenden    isobaren   (yom   gleichen    Gewichte  p)  Fiodu<&\A  a^^  ^~^^> 
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Was  nnn  die  praktische  Anwendung  nnd  die  Einfachheit  des  Ver- 
fahrens hetrifift^  so  glaube  ich,  dass  auch  die  in  Nr.  II  u.  flg.  enthaltene 
Methode,  die  auf  dem  Wege  der  Differentiation  zun  gewünschten  Ziele 
fahrt  nnd  meines  Wissens  yollstSndig  neu  ist,  es  wohl  yerdienen  dfirfle, 
hier  mitgetheilt  zu  werden.  Dieselbe  beruht  in  der  Lösung  der  Aufgabe, 
auf  Grund  der  bekannten  Darstellung  I!x^'^g>(a)  der  Summe  der 
|}*«n  Potenzen  durch  Elementarfunctionen,  bezw.  der  |}-fOrmigen 
Elementarfunction  dp'^fis)  durch  Potenzsummen  die  Summe 
der  (p +  !)*•"  Potenzen,  bezw.  die  (p  +  l) förmige  Elementar- 
function herzuleiten.  Ausgehend  von  der  niedrigsten  Potenz- 
summe ^i^^i,  bezw.  Elementarfunction  o^  — 5^,  führt  diese 
Methode  vermittelst  eines  gewissen  Differentiationsprocesses 
successive  zur  Darstellung  aller  folgenden  Potenzsummen,  bezw. 
Elementarfunctionen. 

Sie  liefert  gleichzeitig  auch  ein  Mittel,  die  identischen  Relationen 
aufzustellen,  welche  zwischen  den  Potenzsummen  vorhanden  sind. 

Treten  an  Stelle  der  rVeränderlichen  XiX^..,Xr  des  binftren  Gebiets 
r Paare  von  solchen  x^y^y  x^y^^...^  Xryr^  wie  dies  im  temftren  Gebiet  der 

Fall  ist,  so  h&ngen  die  letzteren  bekanntlich  durch  tf""n(r-f  3)  Elementar- 
functionen: 

ZxiX^  —  a^i,         ^x^y^  —  a^^^        ^yitf^  —  «m  i 
Zx^x^x^  «  a,ii,     Sx^x^y^  ^  a^g,    Sx^y^y^  —  a,„,    ^y^y^y^  «  a^ 


3) 


untereinander  zusammen,  wo  die  Reihen  x  und  y  bezw.  durch  die  In- 
dices  1  und  2  bezeichnet  werden  mögen.  Den  Potenzsummen  des  binären 
Gebiets  entsprechen  hier  diejenigen  symmetrischen  Functionen,  welche  in 
jedem  Gliede  nur  die  Elemente  eines  Variablenpaares  enthalten.  Wir 
nennen  dieselben  nach  bekannten  Vorgängen  einförmige  symmetrische 
Functionen  oder  karz  einförmige  Functionen  und  bezeichnen  sie  ent- 
sprechend den  Elementarfunctionen  mit  dem  deutschen  Buchstaben  a: 


4) 


1    -2^1-«!, 

■2?yi-=0j, 

^^?-flll. 

-S^i^i-ö«. 

-sy!-««, 

-Sa?  =  Ol,, , 

.... 

^"lyi  -  «11«. 

-S«,»?=a„g, 

2y\  -  Om, 

Höhere  Functionen  dieser  Art,  z.B.  £x^y^,  mögen  auch  durch  üa^fi 
angegeben    werden,   wo    wir   unter  jp  — >  a  -f-  j3  das  Gewicht  der  Func- 
tion Hs^yll  und  unter  a  bezw.  ß  die  Gewichtszahlen  derselben  hinsichtlich 
der  Beibe  x^x^,  ..Xr^  bezw.  t^i  J/2  -  *  *  1/*- 1  "^^t^tehen.   Wie  nun  im  binären  Oe- 
'  jede  Potenzsumme   als    ganze  ¥uxic\i\ou  ^«t   ^<^T[i^'c^»x«a  ^\aL^<^\fis^ 
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und  umgekehrt  dargestellt  werden  kann,  so  gilt  dasselbe  auch  in  gleicher 
Weise  für  die  einförmigen  und  elementaren  Functionen  des  temären  Oe- 
biete.  Wir  werden  in  Ql.  zeigen ,  wie  sich  mit  Hilfe  weiterer  Dififerentiations- 
processe  die  hierher  gehörigen  Formeln  direct  aus  den  entsprechenden  des 
binären  Gebiets  herleiten  lassen, 

n.  Heue  Darstellung  der  Potenzsummen  durch  ElementarAinotionen 

und  umgekelirt 
a)  Darstellung  der  Potenzsummen  Sp^i  mit  Hilfe  der  Potenz- 
summe $p. 

Nehmen  wir  an,  es  sei  auf  iigend  eine  Weise  die  Summe  der  |)*®° 
Potenzen  Sp'^Zx^  der  Ver&nderlichen  x^x^.,,Xr  (wo  r  eine  endliche  Zahl 
sein  soll)  durch  die  Elementarfnnclionen  c^a^.,,<ir  derselben  ausgedrückt 
worden  und  bezeichnen  wir  diese  Darstellung  mit: 

so  gelten  offenbar  die  Gleichungen: 


5) 


dXr  dXr 


Multiplicirt  man   dieselben   der   Reihe   nach   mit  o^,  ^9-*m  ^  ^^^ 
addirt  man  die  erhaltenen  Producte,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung: 

Die  Summe  der  {p  + 1)*^^  Potenzen  ist  somit  dargestellt  durch: 

Da  nun   g>    nach   der   Voraussetzung  eine  Function  der  Elementar- 
functionen  aia^...ar  ist,  so  ist: 

aa?i   1      da^     dx^   ^^  da^     dx^^^      ^  dar     dx/^ 
Ohne  Schwierigkeiten  ist  nun  hierin  zu  erkennen,  dass 

7)        2^^xl^£xl,    £^^x\  =  2:xlx„...,     2^>?,-£x\x,...Xt 

ist.  Die  hier  auftretenden  sjnmietrischen  Functionen  lassen  sich  sehr  einfach 
durch  Elementarfunctionen  ausdrücken.  Werden  nämlich  die  beiden 
Faneilonen  ot  und  a,-  mit  einander  multipUciit^  «o  io\^\ 
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'S^S^N.^    -^   » 


^^•^•>-"*x  %-**>.•  «**« 


£x^£xiX2  ••.Xi^»  Sx\x^  • . . 0/^ -t~  (t  4*  V)SxiX^ . . . XiXfj^i , 

Hieraus  ergiebt  sieb  direct  die  Function: 

8)  2:x\x^ . . .  a?,-  —  a^Oi  —  (i  +  l)a<+i , 

welche  fär  t  —  l^  2,  3,...  die  Gestalt  annimmt: 

2:a^-aJ-2a, 
^^icfasj  —  ö^Oj  —  Sa, 
2:«fa:jfl:3— aia8-4a4 


9) 


Mit  Hilfe  dieser  Functionen  geht  demnach  die  Gleichung  6)  über  in: 


10) 


I  '^-^-^{l^(«?-2««)+l^(^-«-3«')+- 


+  |^^[a,«,-(r  + 


l)ar+i]|, 


^^+'  ■"  «2ä^-  '^^^^* "  (*  + 1)  «•+il- 


die  wir  auch  in  der  Form  schreiben  können: 

11) 

Durch  diese  allgemeine  Formel  ist  die  Eenntniss  der  Potenz- 
summe Sp^i  auf  die  Eenntniss  der  nächst  niedrigeren  Summe 
5p— 9  zurückgeführt. 

Beispielsweise  ist  die  Summe  der  yierten  Potenzen  8^  Yon  x^x^^^^Xr 
ausgedrückt  durch: 

«4=  a\—  4aja2-f  2a\+  4a, Oj—  4a4. 

Bildet  man  hieraus  die  partiellen  Ableitungen: 

dq> 


=  4a;— 8aiaj-4aj, 
—  -  4aJ  +  4aj, 


und  setzt  dieselben  in: 


^    A„      ^y        i 


«6--i 


4  l^aj 


(«J  -  2a,)  + 1^  (a.0,  -  3«,)  + 1^  (0,0,  -  4a.) 


ein,  so  folgt  direct: 
wie  08  sein  aoU. 
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Ebenso  erhalten  wir  aus  5| »-  9| »-  o^  direct: 

und  hieraus: 

i«»-  ^{2a,(aJ-  20,)  -  2(a,a,-  3«,)) 

—  aj  —  30102+  Soj     n.  s.  w. 

Anf  diese  Weise  lassen  sich  somit;  wie  diese  Beispiele  be- 
weisen, von  der  niedrigsten  Potenzsnmme  5|  —  0|  ausgehend 
sämmtliche  höheren  Potenzsummen  s^s^,..  der  Reihe  nach  durch 
die  Elementarfunctionen  OiC^a^,..  darstellen. 

b)  Darstellung  der  Elementarfunction  Opfi  mit  Hilfe  der 
n&chst  niedrigeren  Function  Op. 

Nehmen  wir  wie  in  a)  an,  die  Elementarfunction  Op  sei  auf  irgend 
eine  Weise  durch  die  Potenzsummen  s^s^s^,..  ausgedrückt  und  bezeichnen 
wir  diese  Darstellung  mit  ^, . 

60  gelten  offenbar  wie  dort  die  Gleichungen: 


12) 


dXr  dXr 

Durch  Multiplication  derselben  mit  x\^  a^y...,a^  und  Addition  ergiebt 
sich  hieraus  die  symmetrische  Function: 

welche  nach  8)  angegeben  ist  durch: 

-^^i^*» •••%■*'  «löp—  {P  +  l)Op+i. 

Setzt   man   diesen  Werth  in   13)  ein   und  gleichzeitig  der  Annahme 
gemäss  0|  —  ^1,  Op—  ({s)^  so  folgt: 

14)  ^^,-_l_{..^(,)_^^g,j). 

Da  nun  f  eine  Function  der  Potenzsummen  8  ist,  so  folgt: 
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Hierin  ist,  wie  ohne  Weiteres  einleuchtet, 
£^a»-s      £^x'-2a       £^x»-fia         H^^aß^is-^. 
womit  die  Qleichung  14)  übergeht  in: 

die  auch  in  der  Form  geschrieben  werden  kann: 


160  °'*-,-Til"'--f'Ä''*'l- 

Durch  diese  Formel  ist  die  Darstellung  der  Elementar- 
function  ap+i  durch  die  Potenzsummen  s^s^s^,,,  zurückgeführt 
auf   die   Kenntniss    der    n&chst   niedrigeren  Elementarfnnction 

Die  Elementarfunction  vom  Gewicht  3  ist  beispielsweise  angegeben 
darch:  1 

Bildet  man  die  partiellen  Ableitungen  derselben: 
nach  $1^  s^  und  s^  und  setzt  dieselben  in 

ein,  so  ergiebt  sich: 

Ö4-  24 (^  ""  ^^^*«  "^  ^*^*»  +  3i  -  6Ä4), 
wie  es  sein  soll. 

Die  Function  a^  giebt  wieder  Gelegenheit  zur  Bildung  der  Function  a^, 
diese  Gelegenheit  zur  Bildung  von  a^  u.  s.  w.  Wir  sehen  somit,  dass 
die  Operation  15)  ein  Mittel  darbietet,  successive  sSmmtliche 
Elementarfunctionen  vom  Gewicht  1,  2,  3,.,.  durch  die  Potenz- 
summen s^s^s^.,.  auszudrücken. 

m.  Die  einfBrmigen  und  die  elementaren  Functionen  sweier 
oder  mehrerer  Reihen  von  Veränderlichen. 

Hat  man  nach  der  Methode  in  Nr.  II  die  Summen  der  Potenzen  der 
Elemente  XiX^.,.Xr  durch  die  Elementarfunctionen  der  letzteren  und  um- 
gekehrt dargestellt,  so  lassen  sich  hieraus  direct  die  entsprechenden  Func- 
tionen    des    temären,    quaternären  u.  s.  w.  Gebiets    mit    Hilfe    gewisser 
DifferentialproGessQ  bilden,  die  im  ¥o\geii3Löii  ^iq.Wv^^\»  -^i^^x'^^dl  %^^\2l.  1ä 
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diesem   Zweck   wählen  wir   ans  naheliegenden  Gründen  die  in  3)  und  4) 
angegebene  Bezeichnung  der  elementaren  bezw.  einförmigen  Fanctionen. 

um   sofort  die   allgemeinsten   Formeln   za  erhalten,   nehmen  wir  an, 
es  sei  die  einförmige  Function 

als  ganze  Function  (p(a)   der    Elementarfunctionen   aiO^a^iO^^af^ . . ,  aus- 
dann  gelten  wie  oben  die  Gleichungen: 


16) 


aar,      ""^     yS-g^' 
da  «  ^      dop 


Werden  dieselben  bezw.  mit  den  Elementen  ViV^y^^'^yr  multiplicirt 
und  hierauf  addirt,  so  erhalten  wir  eine  neue  einförmige  symmetrische 
Function:  r 

17)  «^o^-Vi+'-^äJ»»' 

1  * 

deren  Gewicht  hinsichtlich  x  um  1  kleiner^  hinsichtlich  y  am  1  grösser  ist 
als  das  der  Function  a^^ß-  Da  nun  9  eine  Function  der  Elementar- 
functionen OiOs^iaij***  ist,  80  kann  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung 
auch  in  der  Form  geschrieben  werden: 

wo  sich  das  erste  Summenzeichen  auf  alle  Elementarfunctionen  in  9  be- 
zieht,  in   denen   die  Reihe  XiX^.,.  enthalten   ist     Wendet   man  nun  die 

Operation  ^^r — Pi  auf  eine  temäre  Elementarfunction  OxA  von  denBeihen- 

gewichtszahlen  k  xmd  X  hinsichtlich  x  und  ^  an,  so  geht  dieselbe,  wie 
leicht  zu  sehen,  abgesehen  von  einem  Zahlenfactori  in  eine  andere 
Elementarfunction  ak^i^i^i  von  den  Gewichtszahlen  x  — 1  bezw.  k  +  1 
über.     Genau  ausgeführt  erhalten  wir: 


1  ^ 
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Mit  Hilfe  dieser  Fanction  nimmt  die  Gleichung  17)  die  Gestalt  an; 

19)  *>;-a„_,,^+,-i^^(l  +  i)a«_i.i+,, 

oder  auch,  wenn  die  einzelnen  Elementarfunctionen  eingeführt  werden: 

1  f  dw  dw  dw 

womit  die    einförmige   Function  üa^i^ß^i  durch  die  Elementarfunctionen 
ausgedrückt  ist. 

Vertauscht  man  hierin  x  mit  y,  so  folgt  der  analoge  Process: 

20)  <I^-a.+x.^_i-i2:^^(l  +  x)a,+i,i_i, 
dem  auch  die  specielle  Gestalt  entspricht: 


19') 


20') 


*,  1 


«l  +  "5 0|t  +  7 Ott  + 


Mit  Hilfe  dieser  Processe  lässt  sich  jede  einförmige  Func- 
tion üa,  ß  vom  Gewicht  a  +  ß  direct  in  eine  andere  derartige 
Function  vom  gleichen  Totalgewicht  aher  verschiedenen 
Beihengewichten  überführen.  Dabei  ist  nicht  nothwendig,  dass 
q>  die  beiden  Reihen  x^x^,,.Xr^  ViV^^^^Vr  zugleich  enthält.  Es 
genügt,  wenn  die  Darstellung  der  binären  Potenzsumme 
^rr^»()p(a)  bekannt  ist,  um  nach  wiederholten  Anwendungen 
der  Operation  19)  auf  dieselbe  direct  zur  Darstellung  aller 
übrigen  einförmigen  Functionen  2^a?^""^yj,  2x\~^y\^  ...,  2?y{  vom 
gleichen  Gewicht  zu  gelangen. 

Beispielsweise  erhalten  wir,  von  der  Fanction 

ausgehend,  die  weiteren  einförmigen  Functionen  vom  Gewicht  4: 

l  +  2aiiO„  +  2aiai„  +  "^^h^nt  —  20412,}     ^'  «.  w. 

Ist  umgekehrt  die  Elementarfunction  akx  durch  einförmige  Funoiioneo  a 
ausgedrückt:  a..,«/'(a), 

80  erhalten  wir  auf  ähnlichem  VTege  d\e  ^Toe^%&^\ 
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22)  ^J-'^-M+x-,-^^'ä^^««.-..<'+i. 

23)  «l--a.+,._.-;^j2;^^^o.+,,_„ 

di«,   wenn   man  die    einzelnen   einförmigen  Functionen  einführt,   auch  die 
specielle  Gestalt  annehmen: 


22») 


«^-a«-M+i-;^+i{g^«,+ g£  «„  +  ••• 


23') 


i     iSf       ,    df         ,     df 

Die  Anwendang  dieser  Operationen  auf  die  Function  dxX'^fipi) 
gestattet  direct,  alle  möglichen  zweireihigen  Elementar- 
functionen  vom  gleichen  Gewicht  durch  einförmige  Functionen 
auszudrücken. 

Beispielsweise  geht  durch  einmalige  Anwendung  der  Operation  22) 
auf  die  Function  -t 

«111  =  6  ^öJ- 30^0,1+ 2aai) 

direct  die  weitere  dreiförmige  Elementarfunction  hervor: 


IV.  nie  identischen  Relationen  zwischen  den  Fotenzsummen 
der  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung. 

Hat  man  eine  endliche  Anzahl  r  von  Elementen  x^x^^^.Xr^  wie  dies 
zom  Beispiel  inmier  der  Fall  ist,  wenn  dieselben  die  Wurzeln  einer  algebra- 
ischen Gleichung  darstellen,  so  ist  bekanntlich  die  Anzahl  der  Elementar- 
fonctionen  a^,  a^t  aj,  ...,  ür  derselben  ebenfalls  gleich  r,  während  die  der 
Potenzsummen  s^s^ ...Sr  5r+i . . .  unendlich  gross  ist.  Daraus  schliessen 
wir,  dass  die  letzteren  nicht  unabhängig  von  einander  sein 
können,  sondern  durch  unendlich  yiele  identische  Relationen 
untereinander  zusammenhängen  müssen.  Um  die  einfachsten  dieser 
Relationen  zu  erhalten,  mögen  zunächst  nach  Nr.  II  die  Elementar- 
fanctionen  OiOiOs,...  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Anzahl  der  Ele- 
mente x^x^x^.,.  beliebig  gross  oder  unendlich  ist,  durch  die  Potenz- 
sommen  SjSjfSg,..  ausgedräckt  werden. 
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Wir  wollen  diese  Darstelliingen  durch: 

bezeichnen.  Gehen  wir  nnn,  nachdem  dies  geschehen  ist,  wieder  auf  eine 
endliche  Anzahl  von  Elementen  XiX^,.,Xr  zurück,  so  müssen,  wie  schon 
oben  erwähnt  wurde,  von  der  r^^  Elementarfiinction  ab  sftmmtliche  folgen- 
den Functionen  Or+i,  (ir^%j...  identisch  verschwinden.  Ist  dies  aber 
für  die  Elementarfunctionen  der  Fall,  so  müssen  offenbar  auch  die  ent- 
sprechenden Ausdrücke  derselben  in  den  Potenzsnmmen  /r+i»  /r+ti  ••• 
Null  werden.  Die  identischen  Relationen  zwischen  den  Potenz- 
summen 8^8^s^.,,  der  r Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung 
^tea  Qrades  sind  demnach  angegeben  durch: 

24)  I   /*r+«-0 

•       •       •       • 

Dieselben  sind  hinsichtlich  der  Wurzeln  XiX^...Xr  bezw.  vom  Ge- 
wicht r  -f  1,  r  +  2,  ... 

Die  niedrigste  Relation  zwischen  den  Potenzsummen  ist  vom 
Gewicht  r  -f  1- 

Da  nun  die  Elementarfunctionen  flr+i;  ^+8«  •  •  •  ^^ch  für  weniger  als 
r  Veränderliche  verschwinden,  so  repräsentiren  die  Ausdrücke  /r-fi,  /r4-2f  • 
nicht  nur  identische  Relationen  für  r,  sondern  auch  solche  für  r  —  1, 
r  —  2,  .. .,  3,  2,  1  Veränderliche. 

Fttr  die  Elementarfunctionen  d^,  a,,  a^^  a^  erhalten  wir  die  Dar- 
stellnngen: 

«8  -  -g-  (sj  -  S^iSg  4-  253), 

«4-  ÖJ  (4  -  6sf5»  +  S^i^j 4-34-  6ä,), 


24 
1 


{s\  -  lOsJ^g  +  205j%+  Ibs^sl  -  SOs^s^  -  20^5»  +  2455). 
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Daher  ist: 

/"ß  -  5j  -  lOsJs,  +  20^5,  +  155i4  -  305^54  -  20sjÄj  +  245^  -  0 
eine  identische   Relation  zwischen   den   Potenzsammen  der  Wurzeln  einer 
Gleichung  vierten,  dritten,  zweiten  und  ersten  Grades, 

/;-  5*-  6sf5,  -f  85i53  4-  35J  -654-0 
eine  solche  für   die  Potenzsummen  einer  Gleichung    dritten,  zweiten  and 
ersten  Orades  u.  s.  w. 
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Bei  dieser  Gelegenheit  sei  auch  erwähnt,  dass  sich  die  identischen 
Relationen  zwischen  den  einförmigen  Functionen  zweier  oder  mehrerer 
Beihen  von  Verftnderlichen  unmittelbar  mit  Hilfe  der  Operationen  22) 
und  23)  aus  denen  der  Potenzsununen  herleiten  lassen. 

Schreiben  wir  zu  diesem  Zweck  beispielsweise  die  niedrigste  Relation 
zwischen  den  Potenzsunmien  einer  Gleichung  dritten  Grades  f^'^O  nach 
der  Bezeichnung  4): 

^4-  Ol  -  6afa,i  +  Sdidin  +  3<^?i  +  60nu  -  0, 

so  ergeben  sich  hieraus  direct  mit  Hilfe  der  Operation  22)  die  Relationen 
zwischen  den  einförmigen  Functionen  zweier  Reihen  von  Verftnderlichen: 

+  3anai2-  6ö|a2"=0, 

A,  2  -  af ö|  -  a?Ö2«  -  ö|«ii  -  4öiO«öi2  +  4«iöiM  +  4öjöii«  +  2aJ, 
+  <^ll<^«-  6öii„— 0. 

Die  übrigen  Relationen  fi^^^  /b,4  erl^lt  man  hieraus  durch  Ver- 
tauschung der  Indices  1  und  2. 


a^imebri/t  f.  Mimtbewtik  u.  Phraik.  41.  Jahrg.  1896.  4.Heh.  W 
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Ueber  Kreise,  welche  einen  Kegelsohnitt 

doppelt 


Von 

Benedikt  Spobeb 


in  Cannstatt. 


I. 

1.  An  irgend  eine  Hyperbel  H*  seien  zwei  zur  Nebenachse  symmetrische 
Tangenten  5&,  und  cc^  gezogen,  welche  also  auf  den  Asymptoten  von  E^, 
Yon  dem  Schnittpunkt  o  der  letzteren  gerechnet,  gleiche  Stücke  oh  sr  oe  und 
0^^=  0C|  abschneiden  (siehe  die  Figur).    Die  Endpunkte  5,  h^  und  c,  C|  dieser 

Tangenten  liegen  dann 
immer  auf  einem  Kreise 
^H^  Aj*j  der  auch  durch  die 

beiden  Brennpunkte  von 
H^  geht  Sind  diese  f 
und  /*!,  so  ist  nftmlich 
immer 

und  die  Mitten  d,  d| 
der  Sehnen  hh^  und  0C| 
dieses  Kreises  Ä^*  liegen 
mit  den  Mitten  e  und  e^ 
7^^      |~~^^     71^^^     7~|      ~y^  der  Sehnen  he^  und  5|C 

desselben  Ejreises  auf 
einer  Geraden  parallel 
zur  Hauptachse  der 
Hyperbel.  Ziehen  wir 
weiter  mit  dieser  Haupt- 
achse irgend  eine  Paral- 
lele, so  hat  diese  mit 
der  Hyperbel  und  den  Asymptoten  derselben  vier  solche  Punkte  gemein, 
dass  das  Product  aus  den  Abschnitten  dieser  Parallelen  zwischen  einer 
Asjrinptoie  nnd   der  Hyperbel  einen  constanten  Werth  hat,   es  ist  nSmlich 


"^ 

A 

« 
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• 

/ 
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dem  Quadrat    der    halben    Hauptachse    a,    also  a'    gleicb.     Die    Punkte  d 
nnd  d,  liegen  aber  als  Berührungspunkte  obiger  TaDgenten  auf  der  Hyperbel 
Üud  ea  ist  also  auch:       ^^  td  =  e  d  e  d  =  a* 

\  Beschreiben  wir  aber   um   den  Mittelpunkt   a  des  Kreises  A'  einen 

Kreis  Ä*,  der  durch  d  und  d,  gebt,  oder  der  die  Hyperbel  H*  in  diesen 
Punkten  berührt,  ao  nird  dieser  auf  den  Asymptoten  Sehnen  gff^  und  hh, 
anaacbneiden ,  ao  daas  stets  z.  B. 
^,  das  heisst:  ej.e?,  =  eÄ.e<i,  =  «»,  oder  <?j,=  2« 
B  Berührt  ein  Kreist' eine  Hyperbel  doppelt  und  liegt  sein 
Uittelpnnkt  anf  der  Nebenachse  der  Hyperbel,  so  achneidet 
er  anf  den  Asymptoten  derselben  Sehnen  gleich  deren  Haupt- 
achse 2«  aus  und  die  BerUhrungasehne  geht  dnrch  die  Mitten 
dieser  Sehnen. 

Liegt   der   Uittelpnnkt   des  doppelt   berührenden  Kreises   dagegen  auf 

der  Hauptachse,  so  finden  wir  in  ganz  gleicherweise: 

I  Berührt    ein    Kreis    eine   Hyperbel    doppelt    und    liegt  aein 

Hfittelpunkt    auf   der    Hauptachse    der    Hyperbel,    so  bestimmt 

nie    Berübrangssehne     anf   den     Asymptoten    derselben    zwei 

Punkte,    von  denen  an  den  Kreis  Tangenten  gleich  der  halben 

Nebenachse  der  Hyperbel  geben. 

2,  Ist  die  Eotfernang  oa  des  Mittelpunkts  a  von  Ä*  vom  Mittel- 
punkt von  H'  gleich  }.  und  bildet  eine  Asymptote  mit  der  Nebenacbse  der 
Hyperbel  einen  Winkel  9>,  so  erhalten  wir  für  den  Halbmesser  p  des 
Kreises  Ä*: 

L  ,>=  i>ri«v  +  «■=  ^^,  +  «■=  „Tq!j,(»'+?'+*')  =  ^(»"t '•). 

1^0  y  die  Entfernung  des  Brennpunktes  der  Hyperbel  von  ihrem  Mittel- 
punkt ist.  Da  aber  y^  +  A*  das  Quadrat  der  Entfernung  des  Brenn- 
punktes f  vom  Mittelpunkt  a  ist,  ao  folgt  daraus: 

lf*  =  -z  ■  af,      daa  heisst:       __=,—, 

welche  eine  Hyperbel   doppelt   berühren  und 
kte    auf  der    Nebenachse    liegen,    werden    von 
kt  unter  gleichem  Winkel  gesehen,    nämlich 
ftoter  einem  Winkel  gleich  dem  der  Asymptoten.* 

.  Schneidet  die  eine  Scheitcltangente  der  Hyperbel  die  Gerade  af  in  t, 
BO  ist  ai  :  af  t^  a  :  Y>   ^^^  faeisat  ai  =  q,  oder  jede  Scheitellangente  achnei- 
det den  Kreis  in  denselben  Punkten  wie  die  Geraden  von  den  Brennpunkten 
■  der  Hyperbel  nach  dem  Kreismittelpunkt  a;  oder: 


Alle  Kreise 
Bflren   Mittelpu 


Dem     Kreis    A?    ISsst     sich     allemal     ein     Rechteck 
beschreiben,   von   dem    zwei   Seiten   auf  die  Scheiteltange 
der  Hyperbel   faileii   QDd  dessen  Diagonalen  darob  die  Brenn- 
punkte der  Hyperbel  gehen. 

Die  Scheiteltangentea  bestimmen  zudem  noch  auf  dem  Kreiss  A'  eine 
Sehne  i^^  gleich  der  Hauptachse  der  Hyperbel  und  es  ist  immer  t 
Winkel  iag^  gleich  dem  Winkel  oae,  oder  (Qi  ist  Tangente  an  A^  in  gM 
somit: 

Die   BerUhrnngEpunkte   der   vier    Tangenten,    die  sich  Tosf 
den    beiden    Brennpunkten    aus    an    den  Kreis  A?  ziehen  laHsea,] 
liegen    anf  den    Asymptoten    der  Hyperbel  oder  die  Endpnnkti 
der  Sehnen,  die  ein  Kreis  A}  auf  den  Asymptoten  ausschneidatj 
sind  diese  vier  BerUhrungspankte. 

4.  Auf  die  Ellipse  sind  die  obigen  Betrachtungen  nicht  UhertragbWi^ 
jedoch  lassen  sich  auch  für  diese  entsprechende  Eigenschaften  doppelt  he- 1 
rührender  Kreise  ableiten. 

FsUen  wir  zunächst  von  einem  Brennpunkt  auf  die  Tangenten  einer 
Ellipse  Lothe,  so  liegen  deren  Fusspunkte  auf  einem  Kreise,  der  die 
Hauptachsen  der  Ellipse  zum  Durchmesser  hat.  Daraus  folgt  unmittelbar, 
dass,  wenn  wir  von  einem  Brennpunkt  nach  den  Tangenten  der  Ellipse 
Strahlen  ziehen,  die  mit  ihnen  gleiche  Winkel  ip  bilden,  der  Ort  der 
Schnittpunkte  dieser  Strahlen  mit  den  nugehSrigen  Tangenten  ein  Kreist* 
ist*,  dessen  Mittelpunkt  anf  der  Nebenachse  der  ElUpse  liegt  und  zwar 
derart,  daaa  die  Nehenacbse  der  Ellipse  mit  dem  Strahl  vom  Brennpunkt 
nach  seinem  Mittelpunkte  einen  Winkel  tp  bildet.  Dieser  Kreis  A?  berührt 
aber  die  Ellipse  in  zwei  Punkten,  nämlich  in  den  Punkten,  in  denen  die 
Breunstrahlen  nach  dem  Berührungspunkt  einer  Tangente  mit  dieser  den 
Winkel  <p  bilden.  Da  wir  diese  BerUbrungskroiso  auch  dadurch  entstanden 
uns  denken  können,  dasa  der  Mittelpunkt  des  Kreises  Über  der  Hauptachse 
als  Durchmesser  sich  auf  der  Nebenacbse  bewegt  und  sein  Halbmesser 
mit  zugleich  pioportinal  der  Entfernung  vom  Brennpunkt  ändert,  so  ist 
die  kleinste  Sehne  dieses  Kreises  durch  den  Brennpunkt  ebenfalls  pro- 
portional dem  Ereishalbmesaer  und  der  Ort  der  Endpunkte  dieser  kleinsten 
Kreissehnen  durch  den  Brennpunkt  besteht  aus  zwei  Senkrechten  lor  Neben- 
acbse der  Ellipse,  die,  wie  wir  fUr  den  speciellen  Fall  des  Kreises  über 
der  Hauptachse  als  Durchmesser  finden ,  durch  die  Scheitel  der  Nebenacbse 
gehen.     Wir  erhalten  dadurch: 

Berührt    ein   Kreis  A*  eine  Ellipse    doppelt  und  liegt  seil 
Mittelpunkt    auf    der    kleinen    Achse    derselben,     so    ist    i 
Halbmesser     der     Entfernung    seines    Mittelpunkts    von 

■  Uder  vielmehr    der   Ort  besteht  aus   zwei  Kreisen, 
ejinaietnach  eiad. 


Brennpnnkten  proportional  and  jedem  solcben  Kreis  iBaat 
sich  ein  Rechteck  eiobeaohreiben,  dessen  Diagonalen  durch 
die  BreDDpunkte  geben  und  von  dem  zwei  Seiten  aaf  die 
Tangenten  der  Ellipse  in  den  Scheiteln  der  grossen  Achse 
in  liegen  kommen.  Zieht  man  in  jedem  Kreis  A*  die  Sehnen, 
die  im  Brennpunkt  gebSlftet  werden,  so  liegen  deren  End- 
punkte auf  den  Tangenten  in  den  anderen  Scheiteln  der  Ellipse 
und  jeder  Kreis  ^^  schneidet  auT  den  letzteren  zwei  Sehnen 
aus,  deren  Summe  constant  ist,  nfimlich  gleich  der  doppelten 
Entft^rnung  der  Brennpunkte  und  der  Osculationskreis  der 
Ellipse  in  dem  einen  Scheitel  der  kleinen  Achse  schneidet 
also  auf  der  Tangente  im  anderen  Scheitel  der  Achse  eine 
Sehne  von  dieser  selben  Lunge  aus,  oder  die  Brennstrahlen 
durch  den  ersten  Scheitel  schneiden  die  letztere  Scheitel- 
tangente in  zwei  Punkten  des  Osculatiouskreisea. 

n. 

5.  Sind  weiter  zwei  Kreise  A"  und  B*  mit  den  Mittelpunkten  a  und  b 
gegeben  und  sollen  dieselben  von  irgend  einer  Geraden  G  gleiche  Sehnen 
ausschneiden,  oder  soll  Kreis  A*  mit  G  die  Punkte  c,  C|  und  Kreis  B* 
mit  derselben  Geraden  die  Funkte  d,  d,  gemein  haben  und  sollen  überdies 
die  Strecken  cd  und  c,d^  dieselbe  Mitte  n  haben,  so  liegt  diese  Mitte  auf 
der  Geraden  gleicher  Potenzen  X  für  beide  Kreise  A*  und  £'  und  das 
Loth  in  n  auf  G  gebt  durch  die  Mitte  m  von  ab.  Die  Endpunkte  der 
obigen  Sehnen  cc^  und  dd,  sind  also  vom  Punkte  m  gleichweit  entfernt, 
und  der  Ort  der  Geraden  G  kt  eine  Parabel  P*  mit  m  als  Brennpunkt 
und  L  als  Scheiteliangente. 

Hieraus  und  aus  1.  folgt: 

Der  Ort  der  Geraden  G,  aus  der  zwei  feste  Kreise  A''  und 
B'  gleiche  Sehnen  ausschneiden,  ist  eiue  Parabel  P',  welche 
die  Gerade  gleicher  Potenzen  beider  Kreise  zur  Scheitel- 
tangente hat  und  deren  Brennpunkt  die  Mitte  m  der  Ver- 
bindungslinie der  Kreiamittelpunkte  ah  ist,  und  soll  eine 
Hyperbel  die  beiden  Kreise  doppelt  berühren  und  soll  die 
Centrale  beider  Kreise  Nebenacbse  sein,  so  ist  der  Ort  der 
Asymptoten  dieser  Hyperbel  die  obige  Parabel  f. 

6.  Beschreiben  wir  um  m  einen  beliebigen  Kreis  Jf',  so  bat  dieser 
mit  dem  Kreis  A*  zwei  Punkte  e  und  c,  und  mit  dem  Kreis  B'  zwei 
Punkte  g  und  ff^  gemein.  Verbinden  wir  einen  der  Punkte  e  oder  e,  mit 
einem  der  Punkte  g  oder  ^, ,  so  hat  die  Verbind ungelinie  ihre  Mitte  n 
auf  der  Geraden  L  und  die  Kreise  A  und  B  schneiden  notbwendig  auf 
dieser  Geraden  gleiche  Sehnen  aus,  oder,  die  auf  diese  Art  erhaltenen 
vier    VerbindaogsliDien    berftfaren    die   Parabe\   P*.     ßw  Vwt  ^M.tiÄ.'ya  t,  t^ 
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und  g,  9j  haboD  indem  einen  festen  Schwerpunkt,  nBmlicb  den  Schall 
pnnkt  l  der  Linie  X  mit  der  Centrale  ab,  und  die  gemeinschaftlichen 
Sehnen  der  Kreise  A*  und  B'  mit  dem  Kreise  Jf'  stehen  von  L  gleich 
weit  all  und  die  Tangeuten,  die  wir  von  e  oAbr  e,  an  Kreis  B*  ziehen  können, 
sind  gleich  den  Tangenten  von  g  oder  g,  an  Kreis  A*.  Wie  wir  femer 
an  anderen  Orten  bereits  gezeigt  haben,  haben  die  vier  Punkte,  die  ein 
Kreis  mit  einem  Kegelschnitt  gemein  bat,  einen  feateu  Pnnkt  zum  Schwer- 
punkt, wenn  wir  den  Halbmesser  des  Kreises  beliebig  verändern.  Be- 
schreiben wir  aber  um  m  einen  zweiten  Kreis  JU',  so  hat  dieser  mit  A* 
zwei  Punkte  h,  fi,  mit  B*  zwei  Puukte  i,  i,  gemein.  Legen  wir  weiter 
durch  die  Punkte  e,  e^;  d,  ä,;  h,  /ij  einen  KegeUcbnitt,  so  mnsa  dieser 
mit  dem  zweiten  Kreise  noch  zwei  solche  Punkte  gemein  haben,  die  mit 
den  Punkten  k  und  A,  den  Punkt  l  zum  Schwerpunkt  haben,  das  heisst 
der  Kegelschnitt  muss  nothwendig  durch  die  Punkte  t  und  i^  gehen. 
Lassen  wir  die  Kreise  M'  in  einen  einzigen  zusammenfallen,  so  folgt 
daraus: 

Soll  ein  Kegelschnitt  C  zwei  Kreise  A*  und  B'  doppelt 
berühren  und  soll  eine  Achse  des  Kegelschnitts  auf  die  Cen- 
trale der  Kreise  fallen,  so  liegen  die  Berührungspankte  auf 
einem  Kreise  um  die  Mitte  m  der  Centrale  ah  beider  Kreise 
uud  die  BerUhrungssehnen  sind  zu  der  Geraden  gleicher  Po- 
tenzen /^beider  Kreise  parallel  und  stehen  von  ihr  gleich  weit 
ab;  die  Tangenten  von  den  Berührungspunkten  des  einen 
Kreises  mit  C*  an  den  anderen  Kreis  sind  unter  sich  gleich 
lang  und  jede  Verbindungslinie  eines  Berührungspunktes  des 
ersten  Kreises  A*  mit  einem  solchen  des  zweiten  Kreises  B* 
bestimmt  mit  beiden  Kreisen  gleiche  Sehnen  und  ist  Tangente 
an  die  obige  Parabel  P\  und  berühren  zwei  Kegelschnitte  G* 
die  Kreise  A*  und  B*  auf  die  obige  Art  doppelt,  so  liegen  die 
Berührungspunkte  beider  Kegelschnitte  C*  mit  den  beiden 
Kreisen  auf  einem  neuen  Kegelschnitt  C^*  und  legen  wir  durch 
die  vier  Berührungspunkte  des  einen  der  beiden  Kegelschnitte 
C  einen  weiteren  Kegelschnitt  C,*,  flO  bestimmt  derselbe  auf 
den  Kreisen  A*  und  B*  vier  weitere  Punkte,  die  gleichfalls 
Berührungspunkte  eines  solchen  Kegelschnitts  C*  sind,  nnä 
namentlich  liegen  anch  die  Berührungspunkte  der  vier  ge- 
meinschaftlichen   Tangenten    sweier   Kreise   auf  einem  Kegel- 

Jeder  der  obigen  Kegelschnitte  C*,  0*  oder  Cj*  bat  ferner  mit  wenigstsus 
einem  der  Kreise  M*  vier  Punkte  gemein,  die  I  zum  Schwerpunkt  haben, 
also  mit  allen.  Daraus  erbalten  wir  aber,  dass,  wenn  ein  Kreis  Jtf'  durch 
nfvei  gemeinsame  Punkte  zweier  dieser  Kegelschnitte  gebt,  er  nothwendig 
aaob  darcb  die   beiden  übrigen  gehen  muaa.,  oävt'.  i 


HL  Irgend  ein  Kegelschnitt  C\  gleiohgiltig  ob  er  die  beiden 
^Kreise  in  der  oben  angegebenen  Weise  bertlhrt  oder  dnrch 
die  acht  Berllbrungepunkte  zweier  solcher  Eegelechnitte  geht, 
achneidet  einen  zweiten  Kegelschnitt  C*  in  vier  Punkten  g 
eines  Kreises  M^,  und  unter  den  Verbindungslinien  der  vier 
Punkte  q  sind  allemal  zwei  Paare  solcher,  die  ihre  Mitte  anf  L, 
der  Geraden  gleicher  Potenzen  der  beiden  Kreise  A^  und  B* 
haben  und  die  Tangenten  der  obigen  Parabel  P^  sowie  Asymp- 
toten von  Hyperbeln  C*  sind,  die  die  Kreise  gleichfalls  doppelt 
berühren.  Durch  die  Punkte  g  selbst  ist  ein  Büschel  von  Kegel- 
schnitten bestimmt  und  jeder  Kegelschnitt  dieses  BUschels 
schneidet  anf  A*  aud  B^  zusammen  acht  Punkte  aus,  die  zu  je 
vier  anf  zwei  Kreisen  Jlf'  liegen,  also  Berührungspunkte  von 
neuen  doppelt  berührenden  Kegelschnitten  C"  sind. 

7.  Wie  wir  oben  sahen  (I.)  werden  die  Kreise  A*  und  B^  für  den 
Fall,  dass  ihre  Mittelpunkte  auf  der  Nebenachse  einer  Hyperbel  liegen, 
von  einem  Brennpunkt  der  letzteren  unter  demselben  Winkel  gesehen. 
Ebenso  war  für  die  Ellipse  das  Verhältniss  des  Abstandes  vom  Mittelpunkt 
zum  Halbmesser  des  doppelt  berUbrenden  Kreises  constant.  Es  gestattet 
nns  dies  aber  folgenden  Satz  auszusprechen: 

Soll  ein  Kegelschnitt  zwei  Kreise  ..1*  nnd  B*  doppelt  be- 
rühren nnd  a ollen  die  Mittelpunkte  dieser  Kreise  anf  der 
Nebenachse  den  Kegelschnitts  gelegen  sein,  so  ist  der  Ort 
der  Brennpunkte  dieser  Kegelschnitte  ein  Kreis  N\  der 
den  Abstand  der  Äehnlicbkeitspunkte  beider  Kreise  zum 
Durchmesser  hat. 

Ziehen  wir  umgekehrt  von  einem  beliebigen  Pankt  des  Aehnlichkeita- 
kreises  N'  an  die  Kreise  A*  und  £'  Tangenten,  so  folgt  ans  3.,  dass  die 
Verbindungslinien  der  Berührungspunkte  dieser  Tangenten  Asymptoten  von 
Hyperbeln  sind,  die  die  Kreise  A^  und  B*  doppelt  berühren,  dass  also  die 
Kreise  A"  und  ß'  aus  diesen  Verbindungslinien  gleiche  Sehnen  ausschneiden, 
oder  doss  diese  Berührungspunkte  sich  zn  zwei  Paaren  ordnen,  die  A*  und 
B'  in  diesen  zwei  Punkten  doppelt  berühren;  oder: 

Ziehen  wir  an  einen  Kegelschnitt  C*,  der  zwei  Kreise  A* 
und  B*auf  die  oben  angegebene  Art  doppelt  berührt,  dieTan- 
genten  in  den  vier  Berührungspunkten,  so  liegen  von  den 
sechs  Schnitten  dieser  Tangenten  zwei  X  und  X^  auf  der 
Centrale  ab  der  Kreise  und  die  anderen  vier  liegen  auf  dem 
Äehnlichkeitskreis  JV>  beider  Kreise  nnd  die  Punkte  j;a:,  bilden 
also  mit  den  Aehnltchkeitspunkten  beider  Kreise  A^  und  B' 
vier  harmonische  Punkte.  Ziehen  wir  ferner  von  irgend 
einem  Punkte  an  irgend  einen  Kegelschnitt  C^  die  Tangenten, 
_,40   verhaJlefl   sich   deren  Längen  wie  die  A.^iBo\ia\\i\.a  ö>*i"t 'S.«!-!- 
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malen  in  den  BerflhrnngspUBkten  iwischec  diesen  nnd  eiuar 
Achse  des  Kegelschnitts. 

Legen  wir  wieder  von  einem  Ptiakte  r  des  Kreises  S*  zwei  Tangenten 

an  die  Kreise  A^  nnd  B\  die  zugleich  Taugenten  eines  doppelt  berührenden 
Kegelschnitts  C^  sind,  so  werden  die  Winkel  dieser  Tangeuten  durch  die 
mit  ihnen  ein  harmonisches  BUachel  bildenden  Geraden  von  r  nach  den 
Äehnlichkeitspunkten  der  Kreise  Ä*  und  B'  gebfilftet.  Diese  letzteren 
halbiren  aber  auch  die  Winkel  der  von  r  nnch  den  Brennpunkten  von  0* 
gezogenen  Geraden,  da  diese  letzteren  mit  den  Tangenten  gleiche  Winkel! 
bilden;  das  hetsat  wir  finden: 

Soll  ein  Kegelschnitt  C  zwei  Kreise  Ä*  und  B'  doppelt 
berühren  und  soll  seine  Hauptachse  auf  die  Centrale  fallen, 
so  bilden  die  Brennpunkte  auf  dieser  Centrale  eine  Involution 
und  die  Äehnlichkeitspun  kte  beider  Kreise  sind  Doppel- 
punkte dieser  Involution  und  dasBechteck  ans  denÄbst&nden 
dieser  Brennpunkte  vom  Mittelpunkt  des  Kreises  N*  hat  oon- 
stanten  Inhalt  und  der  Mittelpunkt  des  Kreises  N*  ist  Brenn- 
punkt einer  Parabel,  die  die  Kreise  A*  nnd  B*  doppelt  be- 
rührt. 

m. 

8.  Derührt  ein  Kegelschnitt  C*  einen  Kreis  A*  in  den  Punkten  a,  b 
doppelt  und  schneidet  irgend  eine  Sehne  ec*  des  Kegelschnitts  den  Kreia 
in  den  Punkten  d,  d,  und  die  Berührungssehne  in  dem  Punkts  e,  so  Ut 
e  Doppelpunkt  einer  Involution,  der  die  Piinktepaare  C,  e^  um  d,  i^  aa- 
gehSren,  das  heisst  es  ist: 

£d    Cjd  _  Cfd^     cd,  cd.cA^  _    ce* 

ce'  c,e       c,B  '    ce  c^d.c^d^~  c, e" 

Sind  die  Abstände  der  Punkte  c  und  c,  von  der  BerUhrungssehne  h 
und  h^  und  die  Tangenten  von  c  and  c,  an  den  Kreis  A?  (resp.  die  halben 
kürzesten  Sehuen  dieses  Kreises  durch  c  und  Cj)  gleich  (  und  (, ,  so  folgt 
daraus :  .         l 

—  =  —1     oder     t=eh.     (=fA. , 
(,        A| 

wo  t  ein  bestimmter  constanter  Factor  ist;  oder: 

Legen  wir  von  verschiedenen  Punkten  eines  Kegelschnitta 
C,  der  einen  Kreis  ^'doppelt  berührt,  an  diesen  die  Tangenten 
(resp.  ziehen  durch  diese  Punkte  die  kürzesten  Sehnen  dieses 
Kreises),  so  verhalten  sich' die  Längen  dieser  Tangenten 
(Sehnen)  wie  die  Abstände  der  Punkte  von  der  BerBhrungB- 
sehne  des  Kreises  und  des  Kegelschnitts. 

Sind  weiter   zwei  Kreise  A'  nnd  B*  gegeben,  welche  beide  denselben 
relacbnitt  C    berühren    und    die   Witen  W\V\«\pM"aV\,  wi^  ift-WiÄWi  isskuk 
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dieses  Kegelschnitte  haben,  ho  fanden  wir  oben  (6.),  dsss  die  Tangenten, 
die  wir  von  den  Berührungspnnlitea  des  einen  Kreiaes  A*  an  den  Kreis  B* 
»iehen  konnten,  gleich  den  Tangenten  sind,  die  wir  von  den  Berührungs- 
punkten Ton  i/'  mit  C  an  A^  ziehen  konnten. 

Daraus  erhaUnn  wir  jedocb: 

Die  Lunge  der  Tangeute  von  einem  beliebigen  Punkt  von 
C*  an  Kreis  A'  ist  gleich  dem  mit  einer  Constanten  e  miilti- 
plicirten  Abstand  des  Punktes  von  der  BerUhrangssobne  und 
»war  ist  der  Wertb  dieser  Constanten  derieibe,  wenn  wir 
Kreis  A*  durch  einen  anderen  B^  ersetzen,  der  C*  ebenfalls 
doppelt  berührt  und  der  seinen  Mittelpunkt  aof  derselben 
Achse  von  C  hat. 

9.  Liegt  der  Mittelpunkt  des  Kreises  A?  auf  der  Haupfachse  des 
Kegelschnittes,  so  dient  zur  Bestimmung  des  Factors  i  folgendes.  Unter 
den  Kreisen  A'  sind  allemal  auch  zwei  solche,  die  zum  Punkte  werden, 
und  zwar  sind  dies  die  Brennpunkte  des  Kegelschnitts.  Die  zugehörige 
BerUhrangssebne    ist    dann    Leitlinie    des    Kegelschnitts    und    wir    erhalten 

daraus  für  t  den  Werth  —  ■    Für  die  Parabel   speciell  ergiebt  eich  t  =  1. 

Liegt  dagegen  der  Kreismittelpunkt  von  A*  auf  der  Nebenachse  einer 
Ellipse,  sc  erhalten  wir  aus  den  Umstand,  dass  jeder  doppelt  berOhrende 
Kreis  auf  den  Tangenten  in  den  Scheiteln  der  Nebenachse  zwei  Sehnen  aus- 
schneidet, deren  Summe  =4j'  ist  für  t  den  Werth  -—■    Um  endlich  für  die 

Nebenachse  der  Hyperbel  diesen  Werth  zu  bestimmen,  können  wir  den  Mittel- 
punkt des  Kreises  mit  dem  Mittelpunkt  der  Hyperbel  zusammenfallen  lassen, 
oder  aber  in  Bezug  auf  einen  beliebigen  Kreis  A^  diese  Constante  dadurch 
bestimmen,  dass  wir  von  einem  nuendUcb  fernen  Punkt  der  Hyperbel  an 
den  Kreis   die  Taugente    ziehen   und  auf  die  Nebenachse  ons  ein  Loth  ge- 

tsWi  denken.    In  beiden  Fällen  erhalten  wir  für  c  den  Werth  |- 

P 

10.  Die  in  Obigem  gegebenen  Entwickelungen  gestatten  uns,  eine  Beihe 
von  Eigenschaften  doppelt  berührender  Kreise  eines  Kegelschnitts  auf- 
zustellen, BO  2.  B.: 

a)  Ziehen  wir  von  irgend  zwei  festen  Punkten  eines  Kegel- 
schnitts au  einen  beliebigen  doppelt  berührenden  Kreis, 
dessen  Mittelpunkt  auf  der  Hauptachse  liegt,  die  Tangenten, 
HO  ist  die  Summe  oder  Differenz  derselben  constaut,  nämlich 
gleich  dem  Unterschied  der  Brenn  strahlen  von  einem  der  Brenn. 
punkte  nach  den  Punkten.  Sind  insbesondere  diese  Punkte 
die  Scheitel  der  Hauptachse,  so  ist  diese  Summe  oder  dieser 
Unterschied  gleich  der  Entfernung  der  beiden  Brennpunkte, 
der  PnnJfJe  Scheitel    der  T\a\i^V'i.t\i¥,ft,  i^t  e-tii^t* 
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Scheitel  der  Nebenachae  des  KegelschoittB,  so  ist  dieser  oo; 
Etante  Wertb  gleioh  der  halben  Entfernung  beider  BrennpnnktAi 

b)  Berührt  ein  Kreis  eiae  Ellipse  doppelt  und  liegt  sein 
Mittelpunkt  auf  der  Nebenachse  der  Ellipse,  so  istdie  Summe 
der  kleinsten  Sehnen  dieses  Kreises  durch  zwei  feste  l'ankts 
der  Ellipse  constant,  wenn  der  Kreis  selbst  sich  Ködert.  J 

c)  Ziehen  wir  von  irgend  einem  üy perbelpunkt  an  eiuew 
doppelt  berührenden  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Neben- 
achse  liegt,  eine  Tangente,  so  ist  deren  LSnge  gleich  dem 
Stück  der  Asymptote  zwischen  der  Berührungssehne  des 
Kreises  und  der  Hyperbel  und  einer  Parallelen  zw  dieser 
Sehne,  und  liegt  gleicherweise  der  Mittelpunkt  des  Kreises 
auf  der  Hauptachse,  so  ist  die  LSnge  der  Tangente  von  einem 
beliebigen  Punkt  an  den  Kreis  ebenfalls  gleich  dem  Stück 
der  Asymptote  zwischen  der  verlUngerten  Bertlhrungssehne 
und  einer  Parallelen  zu  ihr.  Ziehen  wir  weiter  von  einem  der 
Brennpunkte  nach  zwei  beliebigen  Hy  perbelpiinkten  die 
Brennstrahlen,  so  ist  der  Unterschied  derselben  gleich  dem 
Stttck  einer  Asymptote  zwischen  zwei  Parallelen  zur  Neben- 
achse der  Hyperbel  dnrch  die  beiden  Punkte. 

d)  Berühren  zwei  Kreise  einen  Kegelschnitt  doppelt  und 
liegen  ihre  Mittelpunkte  auf  derselben  Achse  des  Kegel- 
schnitts, so  ist  die  Summe  oder  Differenz  der  Tangenten  aas 
irgend  einem  Punkte  des  Kegelschnitts  an  die  Kreise  con- 
stant. Und  zwar  ist  dieser  Unterschied,  für  den  Fall,  dasa 
die  Kreise  ihre  Mittelpunkte  auf  der  Hauptachse  des  Kegel- 
Schnitts  haben,  gleich  dem  Unterschied  der  Brennatrahlen  von 
einem  der  Brennpunkte  nach  je  einem  Berlliirungspunkte  der 
Kreise.  Ist  der  Kegelschnitt  eine  Hyperbel,  so  ist  diese  Summe 
oder  dieser  Unterschied  gleich  dem  Stück  einer  Asymptote 
zwischen  den  Berührungsaeh  nen  der  Kreise  und  derHyperbel. 
Ist  der  Kegelschnitt  endlich  eine  Ellipse  und  liegen  die 
Mittelpunkte  der  Kreise  auf  der  Nebenachse,  so  treten  an 
Stelle  der  Tangenten  die  kürzesten  Sehnen  eines  Ellipseu- 
punktes  in  Bezug  auf  die  Kreise. 

Ausserdem  schneidet  der  Kegelschnitt  auf  den  gemaia- 
schaftlichen  Tangenten  zweier  doppeltberührender  Kreise 
die  ihren  Mittelpunkt  auf  derselben  Achse  des  Kegelschnittl 
bat,  gleiche  Sehnen  ans.* 

*  Alle  diese  Sätze  lasEeu  sich  auf  Umdrebungeflächen  zweiten  Grades  i 
IHugs  Ton  Kreisen  berührende  Kugeln  auBdehaen,  so  folgt  z.  6,  aus  Satz  d): 

Sind  einer  Rotationsfläche  zweiten  Grades  zwei  beTfibrendlj 
Kugeln    ein  beschrieben,  deren   lä\tite\pun^L\.e  &at  ä%t  k^V««  lift^s«; 


11,  Wie  wir  bereits  oben  bemerlcteii,  haben  die  je  vier  Pnnltto,  die 
frgend  ein  Kreis  mit  feBtem  Mittelpunkt  mit  einem  Kegelschnitt  gemein 
hat,  einen  festen  Punkt  zum  Scbmerpunkt.  Ziehen  nir  von  den  Punkten 
an  einen  festen  Kreis,  der  den  Kegelschnitt  doppelt  berührt,  die  Tangenten, 
so  ist  deren  Summe  gleich  der  c-facben  Summe  der  Abstände  der  vier 
Punkte  von  der  Berührungssehne.  Da  der  Schwerpunkt  der  vier  Punkte 
aber  ein  unveriladerlicber  ist,  so  ist  diese  Summe  conatantj  das  beiast, 
wir  erhalten: 

ßeschreiben  wir  nm  irgend  einen  festen  Punkt  m  mit 
beliebigem  Halbmesser  einen  Kreis  M*  nnd  sieben  von  den 
Schnitten  dieses  Kreises  mit  einem  Kegelschnitt  an  einen 
Kreis  A\  der  den  letzteren  doppelt  berührt,  die  Tangenten, 
so  hat  deren  Summe  einen  constanten  Werth  und  es  ist  also 
auch  namentlich  die  Summe  der  vier  Brennstrahlen  nach 
diesen  vier  Punkten  des  Eteises  Jlf*  and  des  Kegelschnitts 
constant. 

12.  Ziehen  mir  zu  irgend  einer  Sehne  eines  Kegelschnitte  diejenige 
Sehne,  welche  zu  ihr  senkrecht  steht  und  von  ihr  gehSlftet  wird  und  legen 
durch  die  Endpunkte  dieser  zweiten  Sehne  Kreise,  so  liegen  deren  Mittel- 
punkte auf  der  ersten  Sehne  und  die  Kreise  haben  mit  dem  Kegelschnitt 
noch  je  zwei  Punkte  gemein,  deren  Verbindungslinien  parallel  sind.  Wir 
scbliessen  daraus,  dass  der  Ort  der  Schwerpunkte  der  vier  Punkte, 
die  jeder  dieser  Kreise  mit  dem  Kegelschnitt  gemein  hat,  eine  Gerade 
ist,  oder: 

Liegt    der    Mittelpunkt    eines  Kreises    auf   einer    Geraden, 

so    ist    der  Ort    des  Schwerpunkts  der  vier  Punkte,    die  er  mit 

dem    Kegelschnitt    gemein    bat,    eine   zweite  Gerade,    und    ist 

besonders    die    erstere  Gerade    senkrecht    zu    einer    Achse    des 

UkOgelschnitts,  so  ist  es  auch  die  zweite. 

■        und  hieraus: 

I  Die   obige   Summe    der  vier  Tangenten  resp.  der  vier  Brenn- 

strablen  bleibt  dieselbe,  wenn  der  Mittelpaukt  des  Kreises  M* 
auf  einer  Parallelen  zur  BerUbrungssebne  des  zweiten  Kreises 
mit  dem  Kegelschnitt  bewegt  wird. 

Insbesondere  finden  wir  daraus  z.  B.  für  die  Parabel : 
Beschreiben    wir    um    einen    beliebigen    Punkt    einer    Senk- 
rechten   zur   Achse    einer   Parabel   mit   beliebigem   Halbmesser 


so  ist  die  Summe   oder  Differenz  der  Tangenten  von  einem  Punkte 
der  Flüche  an  die  Kngeln  conetant. 
Und  hieraus: 

Durchschneiden   wir   die  FlSobe  durch  eine  Ebene,    die   beide 
Kugeln   berührt,    »o   sind   die  Berührungspunkte  Brennpunkte  de: 
I  Bcbnittfigur. 
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einen  Kreis,  so  ist  die  Summe  der  vier  Brennstrahlen  nach  den 
vier  gemeinsamen  Punkten  des  Kreises  und  der  Parabel  gleich 
dem  vierfachen  Abstand  der  Senkrechten  vom  Brennpunkt,  und 
ebenso  ist  die  Summe  der  vier  Tangenten  von  diesen  vier  ge- 
meinsamen Pi^nkten  des  Kreises  und  der  Parabel  an  irgend 
einen  doppelt  berührenden  Kreis  der  Parabel  gleich  dem  vier- 
fachen Abstand  des  Mittelpunktes  dieses  letzteren  Kreises  von 
der  Senkrechten. 

Bei  diesen  Brennstrahlen  und  Tangenten  ist  jedoch  genau  auf  den 
umstand  zu  achten,  ob  die  Punkte,  nach  denen  sie  gehen,  auf  derselben 
Seite  der  zum  Brennpunkt  gehörigen  Leitlinie  oder  Berührungssebne  des 
Kreises  mit  dem  Kegelschnitt  liegen  oder  nicht,  indem  durch  diesen  Um- 
stand das  Vorzeichen  der  Brennstrahlen  und  Tangenten  bedingt  ist. 

Cannstatt,  im  November  1896. 
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Flg.  1. 


ZVI.  Constmotion  der  Sohmieg^ngsebenen  der  Sohnittcurve 

sweier  Kegel. 

Bei  den  folgenden  Constractionen  wird  vorausgesetzt,  dass  die  Leit- 
cnryen  i^ ,  l^  der  beiden  Kegel  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen ,  die  als 
Bildebene  genommen  wird.  Die  Verbindungslinie  der  beiden  Kegelspitzen 
Ifj ,  If,  habe  den  Spurpunkt  S  und  eine  Hilfsebene  durch  3f ,  M^  habe  die 
Spur  s  durch  S.  Schneidet  8  die  Leitcurven  in  zwei  Punkten  u4,,  -4,,  so 
ist  P=lf,^j  .Mjui,  ein  Punkt  der  Schnittcur?e  SU  der  beiden  Kegel. 
Um  die  Tangente  p  ?on  P  zu  erhalten,  legt  man  in  Ai  und  Ä^  die  Tan- 
ganten  ^j  und  t^  an  die  Leitcurven;  dann  ist  r=(<i<,).der  Spurpunkt 
?onp.  Der  Ort 
der  Punkte  T 
ist  die  Spur- 
curre  der  Tan- 
gentenflftche 
von    91.       Die 

Spur  der 
Schmiegungs- 
ebene  in  P  ist 
die  Tangente  t 
der  Spurcurre 
der  Develop- 
pabeln  in  T. 
Diese  Spur- 
curre  ist  durch  die  beiden  Leitcurven  und  den  Punkt  S  Yollstttndig  bestimmt. 

Ersetzt  man  nun  die  beiden  Kegel  durch  zwei  andere,  welche  sie  Iftngs 
der  Erzeugenden  M^Ä^^  ^^  osculiren,  so  hat  die  Schnittcurve  der  beiden 
neuen  Kegel  in  P  dieselbe  Schmiegungsebene  wie  91.  Die  Spurcurren  der 
neuen  Kegel  osculiren  die  Spurcurven  der  ursprünglichen  Kegel  in  den 
Punkten  Äi,  Ä^.  Wir  wählen  nun  diejenigen  osculirenden  Kegel,  deren 
Spurcurven  die  Krttmmungskreise  der  Leitcurven  in  ^|,  Ä^  sind. 

Die  Oerade  8  werde  um  8  unendlich  wenig  gedreht  in  die  Lage  5  (Fig.l). 
Dann  erhftlt  man  statt  der  Tangenten  ^| ,  t^  zwei  Tangenten  f^ ,  t\  in  jB|,  B^ 
die  sich  im  Punkte  T'  unendlich  benachbart  zu  T  schneiden.  Nun  ist  die 
Richtung  der  Tangente  t  in  T  bestimmt,  wenn  man  das  Verhältniss  der 
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Entfernungen  e^^  e^  des  Punktes  T'  von  t^  und  t^  angeben  kann.  Seist  man 
die  unendlich  kleinen  Winkel  ^C,  ti^i  =  ^n  ^)C  ^f^'s^=  ^s  ^^^  bezeichnet  man 
mit  ti ,  t^  auch  die  Strecken  Ä^  T,  ii^  T,  so  ist 

Seien  fj,  r,  die  Badien  der  beiden  Krflmmungskreise,   deren  Mittel- 
punkte (7|,  C2  sind,  und  &j,  &,  ^^^  unendlich  kleinen  BOgen  ÄlB^^  A^B^. 
Dann  ist  i^  h 

^1  =  —'       ^^«=17' 


also 


C| :  f  2 


Nun  iSsst  sich  aber  das  Verhältniss  &| :  h^  durch  endliche  Strecken 
ausdrücken.  Betrachtet  man  5^  als  eine  Transversale  des  Dreiecks  ^,^7, 
so  ist  nach  dem  bekannten  Transversalensatz: 


A.^  8  .  X  xi| .  A2  B%  "=  A^  8  •  A^  JB^ .  TB^, 


Wir  fuhren  noch 
die     Bezeichnung 

^^''A,8=^a,, 

A^S^-a^. 

Dann  lautet  die 
Gleichung: 

Oeht  man  zur 
Grenze  Ober,  wo 
^.&«  gegen  «j,«, 
verschwinden ,  so 
folgt: 


Damit  erhält  man  nun: 


1) 


^1 :  Cg-— 


o,«,« 


tfo^. 


2 


9^2 


Hieraus  ergiebt  sich  folgende  Lösung  der  Aufgabe  (Fig.  2) :  Auf  A^  (7| 
trSgt  man  von  Ai  aus  den  Badius  r^  nach  E^  auf  und  durch  Ei  zieht  man  die 
Gerade  ^^  ^  ||  ^,.  Man  macht  femer  A^  ffi  =  ^i ,  ©i  0^2  II  * ;  AiH^^A^  öji 
H^H^Ws^  AiJi  =  A^H^  und  projicirt  e/*!  von  8  aus  nach  J,  auf  die  Gerade 
A^J^  II  ^1*  Endlich  macht  man  A^E^^  A^J^  und  zieht  durch  E^  die  G^erade 
E^  Q  II  t^.  Dann  geht  durch  den  Schnittpunkt  Q  die  gesuchte  Tangente  t  von  T. 

Welches  die  entsprechenden  Sinne  für  das  Auftragen  der  Punkte  E^,  Ej 
sind,    erkennt   man   leicht,   indem   man   sich  vorstellt,    dass  8  eine  kleine 
Drehung  um  S  macht. 


Kleinere  Miitheilangeii. 
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Setzt  man  <)Cii8r=  a^^  <)^t^8s=a2  ^^^  bezeichnet  man  die  Winkel, 
welche  ÄiC^^  Ä^O^  mit  8  einschliessen ,  mit  ^j,  ^,  so  kann  man  statt  1) 
schreiben : 


oder 
2) 


r^sin^a^      r.  sinket. 


Fig.  3. 


Hierans  könnte  man  eine  Modification  der  Yorigen  üonstrnction  ableiten. 
Dieselbe  ist  in  Figur  3  für  den  Fall  dargestellt,   wo   die  beiden  Flftchen 
Cjlinder  sind«  Der 
Pankt    8    ist    dann 
im  unendlichen  und 

man  hat  —=.1.   Es 

wurde  AiE^^A^H^^ 
Ä^E^  ^  A^H^  ge- 
macht. 

In  einem  Schnitt- 
punkt der  beiden  Leit- 
curven  hat  die  Spur- 
curve  der  Develop- 
pabeln  eine  Spitze. 
Bei  der  Construction 
der     Spitzentangente 

ist  wieder  —  =  1.  — 

Wenn      femer      der 

Punkt  T  unendlich  fern  ist,  so  wird  in  2)  ß^  s=  ß^.  Man  hat  also  von  A^ 
aus  den  Badius  r,  nach  E^  aufzutragen,  den  Radius  r^  von  8  aus  nach  A^E^  zu 
projiciren  und  den 

Schnittpunkt      Q  }^g.  4. 

von  E^E^    mit  s  ,>^s 

zu  nehmen.  Fttr 
Q  ist  das  Yerhält- 
niss  der  Entfern- 
ungen Yon  <|  und 
i^  das  Yerlangte 
und  durch  Q  geht 
also  die  gesuchte 
Asymptote  t 

(Kg.  4). 

Die  unendlich  fernen  Punkte  T  werden  durch  eine  Hilfscurve  gefunden. 
Legt  man  parallele  Tangenten  an  2|  und  l^  und  verbindet  die  Berührungs- 
punkte auf  )|  mit  denen  auf  2^,   so  umhüllen  diese  Vetbmdxxxi^i^vcLVb'ti  ^vti^ 
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^X>-^*  w  -*^->^'  .•-« 


Curre.  Die  Tangenten  an  diese  Carve  von  S  ans  geben  diejenigen  Lagen 
Yon  a,  welche  zu  unendlich  fernen  Pnnkten  T  fahren. 

Tangenten  im  Doppelpnnkt  der  Schnittcnrve  zweier  sich 
berührenden  Kegel.  Wenn  die  beiden  Kegel  eine  Tangentialebene 
gemein  haben ,  also  sich  im  Schnittpunkt  P  der  beiden  Berflhmngserzeagenden 
Jf|uli,  üf^ul,  berühren,  so  ist  P  ein  Doppelpunkt  der  Schnittconre.  Um 
seine  beiden  Tangenten  zn  bestimmen,  benutzen  wir  wieder  die  zwei  Iftngs 
MiA^i  M^Ä^  oscnlirenden  Kegel,  deren  Spurcurven  die  Krümmnngskreise 
der  Leitcuryen  in  A^^  Ä^  sind.  Sollen  die  Doppelpunktstangenten  reell 
sein ,  so  muss  8  auf  der  gemeinschaftlichen  Tangente  8  der  Leitlinien  ausser- 
halb oder  innerhalb  der  Strecke  Ä^A^  liegen,  je  nachdem  die  Leitcuryen 
bei  der  Berührung  mit  8  auf  derselben  Seite  von  8  liegen  oder  nicht. 

Denkt  man  sich  8  unendlich  wenig  um  8  gedreht,  so  dass  beide  Leit 
curven  geschnitten  werden ,  so  erkennt  man ,  dass  die  Doppelpunktstangenten 
als  Gegenseiten  eines  Yollstttndigen  Vierecks  mit  unendlich  benachbarten 
Ecken  zu  den  beiden  im  Doppelpunkt  sich  schneidenden  Erzeugenden  ha^ 
monisch  liegen,  also  ihre  Spurpunkte  auf  8  mit  Ai^  A^  eine  harmonische 
Oruppe  bilden. 

Fig.  6. 


Auf  8\  unendlich  benachbart  zu  5,  seien  P^,  Pf  die  zu  A^y  ^be- 
nachbarten Punkte  der  Leitcurven  (Fig.  5).  Tj,  r,  seien  die  Winkel»  welche 
die  Tangenten  in  P| ,  P,  mit  s  bilden.  Nun  geht  für  yerschwindende  t,  ,  t, 
der  Schnittpunkt  T'  der  beiden  Tangenten  in  den  Spurpunkt  T  einer  der 
gesuchten  Doppelpunktstangenten  über  und  es  ist: 

Andererseits  hat  man: 

Wenn  nun  s'  die  Geraden  ili  C| ,  A^  C^  in  den  Punkten  JVj ,  N^  schneidet, 
die  von  A^^  A^  die  Entfernungen  n^,  n^  haben,  so  ist 

Man  hat  also:  y—         .— 


r 


Es  ist  aber                            „  .     _  ^ 
,  ,  ,.  ,       .    ,                    fl,  :  n.  =s  SAi :  SA,  =  a,:  a,, 
folglich  wird :  "       i  I  I         i      u      

'  Oj 

DieSporpuDkte  der  beiden  Doppel punktatangenten  theilen 
die  Strecke  AiA^  anssen  und  innen  nach  dem  Verbältnisa  der 
mittleren  Proportionalen  ans  r,  und  a,,  r,  nnd  a^  FUr  zwei 
Cy linder  ist  S  auf  s  unendlich  fern.  Indem  dann  —  =  1  wird,  erbSlt 
mau  das  Resultat:  Die  Spurpunkte  der  Doppelpunktstangenten  tbeilen  die 
Strecke  A,A^  aussen  und  innen  nach  dem  VerhältniBB  von  r^  lar  mittleren 
Proportionalen  aus  r,  und  r,. 

Anzahl  der  Schmiegungaebenen,  welche  durch  einen  be- 
liebigen Punkt  au  die  SchuiltcurTe  zweier  algebraiscben  Kegel 
gelegt  werden  können.  Wir  bezeichnen  mit  m,  n,  k,  i  die  Ordnungs- 
zahl, Klassenzabl,  Zabl  der  Spitzen  und  der  Inflesionen  der  Leitcurven 
unter  Beifügung  des  betreflenden  Index.  Es  soll  aus  den  SiugulariliLten 
der  Leitcurven  die  Anzahl  der  Schmiegungaebenen  der  Schnittcurve  91 
abgeleitet  werden,  welche  durch  einen  beliebigen  Punkt  des  Raumes  geben.* 
Da  diese  Anzahl  dieselbe  bleiben  muBs,  wenn  man  dem  Punkt  eine 
specielle  Lage  giebt,  so  verlegen  wir  ihn  in  die  Spitze  des  ersten  Kegels. 
Durch  M,  kQnnen  aber  nur  die  folgenden  drei  Arten  von  Scbmieguugs- 
ebenen  geben: 

1.  Legt  man  durch  M^JÜ^  eine  Ebene,  welche  den  zweiten  Kegel  be- 
rührt und  den  ersten  Kegel  in  m.  Erzeugenden  schneidetj  so  sind  die 
letzteren  Erzengenden  Tangenten  von  9{  und  die  zugehörigen  Tangential- 
ebenen des  ersten  Kegela  Bind  offenbar  stationfire  SchmiegungBebenen 
von  9t. 

Solcher  stationären  Schmiegungaebenen  durch  Af,  giebt  ea  also  min^. 
Aber  jede  derselben  ist  dreifach  zu  reebnen  unter  den  durch  M,  gehenden 
Schmiegungsebeuen.  Denn  durch  jeden  Punkt  einer  Tangente  von  dt  gehen 
zwei  unendlich  benachbarte  Schmlegungsebenen  und  eine  dritte  kommt  hinzu, 
wenn  die  Schmiegungsebene  stationär,  ihr  Berührungspunkt  aber  von  jenem 
Ponkt  verschieden  ist. 

2.  Der  erste  Kegel  bat  t,  Inflexionserzeugende.  Jede  derselben  liefert 
m,  Punkte  von  St ,  deren  Schmiegungsebenen  durch  Jtf,  geben  nnd  einfach 
zu  rechnen  sind. 

3.  Der  zweite  Kegel  hat  k^  Cnspidalerzeagende,  Jede  derselben  liefert 
m,  Spitzen  von  iR,  deren  Scbmiegungsebenen  durch  JV,  gehen  und  einfach 
zu  rechnen  sind. 

*  Vergleiche  meiuen  Aufsatz:  „Ueber  den  Schnitt  aweier  Kegel  und  über 
eine  Steiner'sche  Aufgabe  betreffend  ebene  Curven."  VierteljahraBchrifl  der  Naturf. 
Qeiellachaft  in  Zaricb,  Bd.  XXXVIll. 

■      SSe,uebnn  t.  Mnbtmalik  a.  Pbftik.  il.  J.big.  Igge.  i.  H«t» 
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Darob  jlf,  gehen  also  im  Gianzeii 

3m, «,  +  "»1  'i  +  «i  ft» 

SchmiegangBebeiien  von  t)t.     Die  aaaloge  Betrachtung  far  Jlf, 
ü\a  Anzahl  der  durcli  3f,  gehenden  Schmiegaugaeb« 
3m,  n,  +  tn|iä  +  m,ft,. 
Da  diese   beiden  Zahlen  einander  gleich  Bein  müssen,  so  ert^lt  maa 
eine  Bexiehnng,  welche  zwischen  den  Singularitäten  irgend  leweier  algebra- 
ischen ebenen  Curven  bestehen  muss: 

3(m,n,  —  »tj»,)  +  m,ii  — m[i,+  m,ftj—  m,ä,  =  0, 
Nimmt  man  nun  für  den  zweiten  Kegel  einen  Kegel  zweiter  Ordnni 
aetit  also  »4  =^«,  =  2,  «^=^^  =  0,  so  geht  die  Gleichung  über  in 

4)  ii-fc,  =  3(«,  -mj. 
Damit  hat  man  die  bekannte  PlUcker'sche  Formel  für  jede  algebrA^ 

ische  ebene  Curve  dnrch  einfache  raumgeometrische  Betrachtung  bewiesen. 

Unter  Berücksichtigung   dieser  Formel    erhält  man  schliesslich  fQr 
gesuchte  Anzahl  der  Schmiegungsebenen  durch  einen  Punkt: 

5)  3m,mj+  m,ij  +  m,t,. 
Riga,  Februar  1896.  Prof.  Dr.  A.  Bbck. 


,  ergiebt  abcr^ 

aaa 
)ra- 

len. 
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Xm.  Solenoid,  Bing-  und  Engelspirale.* 

Diese  drei  Beispiele  von  „Stromsystemen"  behandelt  Chri 
§  79,  nachdem  in  den  zwei  vorausgehenden  die  magnetische  Doppelschicht 
oder  Lamelle  +  a.t  (Dichte  mal  Abstand)  mit  der  Intensität  des  in  ihrem 
Rande  verlaufenden  Stromes  i  als  gleich  erkannt  wurde.  Es  ist  dann  für 
das  Solenoid  von  der  Länge  L  und  N  Windungen: 

a)  e,ds  =  ±Nids:  L     oder     a  =  ±  Ni  :  L 
und  für  das  Feld  y  im  Innern  des  Sotenoids ,  welches  längs  der  Achse  gericbl 
ist,  beziehe  ich  mich  auf  den  im  vorigen  Titel  schon  benutzten  Sprung  4kj 

b)  Y  =  iTiNi:L. 
Da   ein  magnetischer   4~  1  Punkt   von    dieser  Feldstärke  oder 

gegen  den  Südpol  getrieben  wird,  so  sollte  man  das  Minuszeichen  beiseti 
wie  es  der  Verfasser  in  seinem  folgenden  Beispiele,  der  umnickelten  Kuj 
Öäche,  auch  tbut. 

Ich  lasse  indessen  den  Ring  von  Pacinotti  oder  Gramme  vorangehen, 
weil  dieser  sich  inniger  an  das  Solenoid  anschliesst  als  die  Kugel.  Das  Buch 
enthält  dafflr  nur  die  b)  entsprechende  Formel;  ich  schreibe  beide: 

a')  <j  =  ±Nii27tB,  A 

b')  y  =  2m:S,  1 

wo  R  der  Abstand   des  Mittelpunkts  des  Ringquerschnitts  votn  Ringmittet* 

pankt   (von   der  Drehachse  des  Ringes);    y  >^^  i"  jenem  Mittelpunkt  senk- 

•  Vergl.  8.  167  u.  flg. 


recht  zum  Qnerscbnitit  gerichtet.  Mit  der  letaten  Formel  schliesBt  g  79. 
Kirchhoff  hat  dieselbe  nnd  &')  im  §10  der  XV,  Vorlesung,  kommt  aber 
im  §  6  der  XVI,  nochmals  auf  a,')  zarQck,  weil  er  das  Drehangsmomeiit 
des  Bingea  (ohne  Eisenkern,  der  die  Theorie  complicirt)  berechnen  lehrt: 
Tritt  ein  Strom  i  ao  den  Endpunkten  einen  (um  die  Ringbreite  erweiterten) 
DQrchme8£erH2J2  ein  und  aus,  bo  haben  wir  zwei  Halbringe  oder  Solenoide 

»  N 

mit-^  und  -^  Windungen  für  die  Liinge  jt  J?  TOr  uns;  aber  wegen  der  zwei 

Solenoide  kommt  doch  wiederum  a,')  voUenda  zu  Stande  aU  Magnetikum  an 
den  genannten  Endstellen  in  der  Fläche  1.  Ist  q  der  Eingqnerschnitt  und 
K  das  Magnetfeld,  in  welchem  der  Bing  rotirt  (senkrecht  zum  genannten 
Ringdurcbmesser  steht  derjenige,  in  welchem  der  Ring  möglichst  nahe  an 
den  Polen    eines  Hufeisen  mag  nets  vorbei   rotirt),   so  erhält  man  das  ganze 

ISirehungsmoment  durch  Multiplication  mit  K2Bq,  also 
Nun  wende  ich  mich  noch  zu  der  nach  Parallelkreisen  umsponnenen  Kugel - 
flache  4n(i',  wobei  ^  Windungen  auf  den  horizontalen  Durchmesser  2a 
treffen,  den  ich  wegen  a')  und  h')  wieder  zur  b- Achse  wähle  (positiv  vom 
Centrnm  zum  Nordpole  hingerichtet).  Wenden  wir  nns  vom  Äequator  gegen  den 
Nordpol  dieser  Eugel  bin,  so  nehmen  die  Windungen  fUr  jedes  de  um  die 
Eingbreite  dy  ab.  Es  mag  nun  ±  s  die  magnetische  Flachendichte  einer  solchen 
Doppelscbicht  sein ,  damit  o  die  Flächendichte  auf  der  entsprechenden  Kugel- 
zone  genannt  werden  kanu ,  welche  wir  statt  jener  ringförmigen  subatituiren 
gemSsa  der  Gleichung;  s .dg  =^  ed{aO). 

Hierin  bedeutet  B  den  Centriwinkel  wie  in  der  vorletzten  Mittheüung, 
auf  welche  wir  uns  sogleich  vollaUndig  beziehen  werden  (insbesondere  den 
ersten  Theil  derselben  gegen  dessen  Ende  hin).     Da  }/=:asin9,  so  kommt 

k  seosB  =  o. 

V      Gemäss  a)  ht  s  =  Ni:  2a,  also  ii  =  -n— cosö:  verglichen  mit  der  gerade 

erwähnten  Mittheilung  giebt  ^  =  i7  die  Stärke  der  Magnetisirnng  der  Eugel- 

flficfae   an.     Die  Feldstärke  im  Innern  ist  demnach cos  9. 

6      a 

Das  Bucb  giebt  nur  die  Feldstärke  auf  dem  Pol ardurchm esaer  (ß  =  0)  an 
nnd  echliesst  mit  den  Worten:  „Auf  diesem  Wege  kann  man  ein  fast  constantes 
magnetisches  Feld  herstellen,  welches  bei  der  Conatruction  der  Mess- 
instrumente  zur  Bestimmung  der  elektrischen  Stromstärke  Anwendung  finden 
kauo,"  Dieses  Wort  nfast*  findet  in  dem  i)  seine  richtige  Deutung:  wenn  6  =  0, 
so  ist  die  Feldstärke  y  ganz  constant  im  Innern  der  Kugel;  wenn  aber  6  von 
Null  verschieden,  so  ist  die  Feldstärke  mit  cosd  behaftet;  von  r[<^a)  ist 
sie  ganz  unabhängig.     Das  Minuszeichen  entspricht  dem  Texte  nach  b)  oben. 

Augsburg.  _  V  —wt^  V'cc)l.\>x.?.'a%-L. 


^des  ■ 

aclirirt  S.lSflfl 


ZVm.  Znr  Conitraotion  einei  Flftche  tweiten  Grades 
aus  neun  Punkten 

Herr  Dr.  H.  Liebmann  bat  im  41.  Jahrgang  dieser  Zeitacliri 
die  Aufgabe  gelöat: 

Wenn  neun  Punkte  (iVJ^'P, P^P, C,  Ci^sft)  'm  Räume  gegeben  sind, 
auf  einer  Ebene  «  durcli  drei  deraelbea  IP.PjPj)  den  Kegelschnilt  qi 
zu  zeichnen,  den  die  durch  die  neun  Punkte  bestimmte  Flfiche  zweiten  , 
Grades  (I>  mit  derselben  gemein  hat. 

Wir  wollen  zeigen,  dass  das  dort  angegebene  Schema  der  Behandloi 
not^h    der  Variation  fUbig    ist,    um    die   angegebene    besondere  AdI 
lösen,  dasa  es  aber  im  Princip  auch  ausreicht,  um  den  Kegelschnitt  9  I 
in  jeder  beliebigen  Ebene  des  Raumes  zu  finden,  ohne  jede  Hilfr  | 
construction  ausser  halb  dieser  einen  Ebene. 

Zu  dem  Ende  wollen  wir  hier  kurz  die  methodischen  Eigenheiten  der  ] 
Liebmann'schen  Constrnction  hervorheben: 

b)  Zunächst  bemerken  wir,  dasa  die  neun  Punkte  in  2  +  3  +  4  Ponkte, 
also  in  drei  Gruppen  zertrennt  erscheinen.  Von  den  zwei  Punkten  der 
ersten  Gruppe  wird  (P  in  die  Ebene  8  der  zweiten  Gruppe,  also  doppelt 
projicirt.  In  dieser  so  doppelt  bezogenen  Ebene  keont  man  3  +  4  Paar 
entsprechender  Punkte,  wovon  die  drei  ersten  Doppel elemente  der  Be- 
ziehung vorstellen  (P, ,  P,,  P^).  Die  weiteren  DoppeleJemente  erfüllen  den 
fraglichen  Kegelschnitt  tp.  Ausserdem  giebt  es  in  der  Beziehung  einen 
singiilären  Punkte,  dem  je  eine  Gerade  m  im  anderen  System  entspricht. 
Die  Construction  von  tp  und  m  ist  gleichwerthig. 

b)  Als  metbodiachea  Hauptmerkmal  ist  aber  die  Variation  eines 
der  gegebenen  FIScheupun  kte  hervorzuheben.  Ea  wird  nBmlich  irgend 
ein  Punkt  C4  "^or  dritten  Gruppe  fortgelaaeen  und  dafür  ein  Punkt  P, 
der  zweiten  Gruppe  zugefügt,  der  bereits  in  der  Ebene  des  ip 
liegt  und  sobin  das  Problem,  ip  zu  Enden,  zu  vereinfachen  geeignet  ist 
Für  diesen  neuen  Fall  wird  die  Construction  dieses  Kegelschnittes  gezeigt. 

Wir  wollen  ibn  den  angepassten  Kegelachnitt  nennen  und  mit  V*!  p'   bezeich- 
nen; analog   die  ihm  eindeutig    zugehörige   aingulElre    Gerade   mit  nt    p  1' 

wobei  also  der  obere  Buchstabe  deu  im  System  weggelassenen ,  der  untere 
den  hierfür  zugefügten  Punkt  andeutet. 

c)  Nun  wird  auch  noch  P^  weggelassen;  dann  bilden  die  Flächen  (I>, 
ebenso  die  KegeJsehnilte  vF^*!!  "'ß  die  aicgulären  Geraden  mj^<l  Büschel. 
Die  noch  unbekannten  festen  Punkte  der  beiden  letztgenannten  eind  lineai 
zu  bestimmen.  In  der  Liebmann'schen  LCsung  werden  statt  der  tp  i 
gleichwerthigen  m  butraebtet.     Der   feste  Punkt  des  Büschels  der  m  mlllg 

mit  JttfQij  [jezeicbnet  werden. 
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^^M  d)  Zuletzt  mnas  die  der  nicht  varürteii  Fläche  (I>  zugehörige  m  in  alleu 
"BUscbelu  ü/r^il  enthalten  sein.  Eb  genügt,  zwei  der  letzteren  zn  con- 
struiren  und  dann  ihre  M  zn  verbinden.  Mit  m  ist  eindeutig  71  zd  Süden, 
wodurch  die  Aufgabe  gelöst  erscheint 

ünweaentlicb  un  vortitehender  Ausführung  ist  die  Art  der  Verlbeilung  der 
oean  Punkte  von  '£  auf  die  drei  Gruppen.  Bleiben  wir  zuDächst  dabei  sieben, 
dass  die  Gruppe  der  Ebene  S  mit  drei  Punkt«n  bedacht  bleiben  soll,  bd 
atelU  aicb  neben  dieLiebmann'Bcbe  Vertbeihing  die  folgende  symmetrische: 

Hiernach  wird  *  von  drei  Punkten  N  in  die  Ebene  S  projioirt  Be- 
leicbnet  man  den  Schnitt  der  Tangeulialebeue  der  Fläche  'P  in  ^j  mit  der 
Ebene  S  durch  ffl,  so  gestaltet  sich  die  Lösung  der  Aufgabe  nach  folgendem 
Schema.     Construire : 


I 


[N,' 


Schnitt  beider: 

-[M 

Verbindang  beider;   m     1. 

Schuiit  beider: 

4f.] 

uiSren  Geraden 

m  folgt  ei 

ideutig  q),  wie  bei  Herrn  Lieb 

Wir  wollen  nun  gleich  zu  dem  allgemeinsten  Falle  Übergeben,  der 
dadurch  gekennzeichnet  ist,  dass  die  Ebene  Ö,  in  welcher  rp  gezeichnet 
werden  soll,  keinen  der  gegebenen  neun  Punkte  entbliU.  Die  Äbtheilung 
der  neun  Punkte  erfolgt  demnach  so,  dass  die  erste  Gruppe  a,  die  zweite 
Null,  die  dritte  [9— a)  Punkte  enthalt.  Wir  wollen  hier  nur  den  einen 
Fall  betrachten ,  wo  o  =  2  ist.  Dann  erscheint  die  Ebene  8  doppelt  über- 
deckt. In  der  hierdurch  festgelegten  Beziehung  kennen  wir  nun  sieben 
Paare  entsprechender  Elemente,  woranter  sich  keine  Doppelelemente  be- 
finden.    Die  neun  Punkte  seien  bezeichnet  mit 

der  Schnitt  der  Tangentialebene  an  (P  in  ^  mit  der  Ebene  i  wieder 
mit  fit.  Dann  erfolgt  die  Construction  nach  folgendem  Schema,  das  wohl 
unschwer  zu  lesen  sein  wird,  wenn  auch  nach  den  Klammem  die  Worte: 
„Schnitt  beider"  bez.  „Verbindung  beider'  weggelassen  sind.  Von  dem 
Schema,  welches  in  der  ersten  der  acht  Colonnen  4 . 4  . 4  .4  ^  2Ö6  Zeilen 
erfordern  würde,  ist  natürlich  nur  der  Anfang  hergesetzt.  Wie  zu  ersehen, 
.  aind   nicht  weniger  als   341  Linien  m  und   170  Puii\l\&  M   va.  ^'ün.'^'ixx.'sti.. 


( 
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m 


m 


m 


Pt,  Pc  A-l 

p.  p.  p, 


Li** 

"*lp',p,p,pj\ 

lPiP,P,P,} 
Lp,p.p«p,J 
lP'P,P,P,J 
Lp.p.'p.pJ 


m 


m 


m 


m 


m 


m 


m 


m 


m 


LP.P.PePjJ 
LP,P,PeP,J 

Lp;p,p,p,J 

Lp,p,PeP,J 
LpjP.PjpJ 

LP.PiPePj 

r«4ft«6«7i 

Lp.P^PsPJ 

"•Lp,p,p.p,J 

r<>»c,^6«7i 

Lp.p:p.pJ 


m 


»[ti'sai 


>  m 


M 


[^' 


8  ^5  «6  «7 
J'6^«i'7J 


r«6  Q»  «7] " 

LP6P0P7J 


Jf 


L  *  P5  p,  P7  J 


•  m 


itf 


l*pip,pj ) 


r«5  «6  «7'I 
\-P,  Pc  ^»7-1  J 


l*p,r^p,} 


*  m 


M 


L*P,P,,P7J    J 


Lp,p,pJ 


if 


r«6  Qc  «7I 1 

L  •  p«  Pi  J 


■^L^p.pJJ 


M 


[Q*QtQM  ] 
L*p,p,.pJ 


>  m 


«[«•* 


',  Ö6  «7I 
'jPflJ'^J    J 


r«2  <>«  «7] 

Lp,  p«  P7-I J 


n.  8.W. 


u.  s.  w. 


München,  April  1896. 


J.  Klbibbb. 


Xty,  Beitia^  tax  HannigfaltigkeitBlehrs, 

Id  aeioer  EnbililalioiiBTOrleaDag  über  iJie  Hypothesen,  welche  der  Geo- 
metrie zu  Ornnde  liegen,  sagt  ßlematin  im  §  2,  daas  es  ein  wesentliciies 

I  Kennzeichen  einer  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  sei,  doss  in  ihr 
yoQ  einem  Punkt  nur  nach  zwei  Seiten,  vornSrts  oder  rückwärts,  ein  stetiger 
Fortgang  möglich  sei.  —  Der  Begriff  der  Stetigkeit  wird  dabei  nicht  besondera 
erklärt,  sondern  als  gegeben  betrachtet. 

Auf  Grand  dieser  DeSnitioa  der  einfach  aasgedehnten  Mannigfaltigkeit 
habe  ich  in  meinem  im  Jabre  1373  erscbieoeDen  Äbriss  einer  Theorie  der  com- 
pleien  Functionen  etc.  die  OrdDUUgszahlen ,  die  angeben,   wie  eine  Function 

j  einer  reellen  Verfinderlichen  x  an  einer  bestimmten  Stelle,  etwa  x^^  0,  ver- 
schwindet bez.  unendlich  wird,    ftlr  eine  einfach  ausgedehnte  Mannigfaltig- 

:  keit  in  Aaspruch  genommen,  die  unendlich  viel  dichter  ist,  als  die  Mannig- 
faltigkeit der  gemeinen  reellen  Zahlen.  Es  giebt  auch  Ordnungen,  die  grösser 
sind  als  jede  durch  eine  beliebig  grosse  reelle  Zahl  messbare,  wie  die  Ord- 

1  nung  der  Function  e~^'  im  Punkte  Null,  so  dass  man  durch  die  Ordnungen 
nicht  Mos  auf  actuell  unendlich  kleine,  sondern  auch  auf  actuell  unendlich 
grosse  Zahlen  geführt  wird,  wenn  man  diesen  Namen  den  Ordnungsmaassen 
zuerkennen  will. 

Diese  Inanspruchnahme  der  Ordnungszahlen  als  einer  einfach  nnendlichen 

[  Reibe  hat  nicht  überall  Beifall  gefunden,  und  es  lüsst  allerdings  diese  Mannig- 
faltigkeit  eine  andere  Äuffaasungs weise  zu.  Man  kann  die  nicht  durch  eine 
gemeine  reelle  Zahl  inessbaren  Ordnungen  als  qualitativ  von  jenen  verschieden 

1  ansehen  nnd  so  die  Ordnungszahlen  alt;  comple.te  Zahlen  auffassen,  man  kann 
ihnen  eine  mehrfache  (unendlich- vielfache)  Ausgedehntheit  zuschreiben.  Da 
aber  jeder  Analytiker  zweifellos  iu  die  Lage  kommt,  die  Ordnungsmhleu  zu 

\  ordnen,  ihre  Grösser  und  Kleiner  festzustellen,  und  da  für  keinen  Mathematiker 
der  mindeste  Zweifel  vorhanden  sein  wird,  dass  die  Ordnung  des  Verschwinden» 
der  Function  t :  lg  {j?)  eine  niedere ,  kleinere  ist  als  die  Ordnung  von  x*,  wenn  t 
eine  beliebig  kleine  positiv  reelle  Zahl  ist,  so  darf  man  das  Riemann'sche 
Kennzeichen  ftlr  die  Einfachheit  der  Ausdehnung  einer  Mannigfaltigkeit, 
dass  überall  nur  nach  zwei  Seiten,  vUckwSrts  und  vorwärts  ein  Fortgang 
möglich  ist,  nicht  als  ausreichend  ansehen.  In  der  That  lassen  sich  auch  die 
zweifach  ausgedehnten  gewöhnlichen  complexen  Zahlen  durch  besondere  Be- 
btimmungen  in  eine  einfache,  sagen  wir  eine  lineare  Reihe  anordnen.  Lässt  man 
z.B.  auf  jede  reelle  Zahl  x  die  Zahlen  z+^i  folgen,  woy  von  -  oo  bis  +<»  stetig 
fortschreitet,  so  werden  dadurch  die  complexen  Zahlen  in  eine  lineare  Reihe 
geordnet,  und  es  ist  bei  zwei  vorgegebenen  Zahlen  dieser  Art,  also  bei  zwei 
complexen  Zahlen  kein  Zweifel,  welche  die^ier  Anordnung  gemäss  die  grössere 
nnd  vrelche  die  kleinere  ist.  Der  Umstand,  daäs  zu  einer  Zahl  x  keine  Zahl 
existirt,  die  die  nächstfolgende  ist,  ist  schon  bei  den  gemeinen  Zahlen  ebenso 
vorbanden  als  bei  den  linear  geordneten  complexen.   V\eV\.B\t\i^.  vA  «aia 


juntiu       j 


merkuQg,  die  mir  ein  frUh  (im  Jabre  1885)  verstorbener  Stadirender  der 
Mathematik  Hameos  Ballauf  aas  Hattingen  über  diesen  Oegenstand  machte, 
im  Stande,  das  Biemann'sche  Kennzeichen  za  ver vollständigen. 

„Eine  einfach  unendliche  stetige  Mannigfaltigkeit  bat  die  Eigenschaft, 
daaa  sich  eine  abzahlbar  unendliche  Mannigfaltigkeit  in  ihr  überall  dicht 
bestimmen  iasst." 

Dies  ist  in  der  linear  geordneten  Reihe  der  complexen  Zahlen  oder  in  der 
Reibe  der  Ordnungszahlen  nicht  möglich.  Denn  bestioimt  man  die  in  die  Reihe 
der  coraplexen  Zahlen  zu  legende  abzahlbare  nnendlicbe  Mannigfaltigkeit  so, 
dasB  hinter  einem  x  die  ganze  Reibe  der  Zahlen  i+y  »(— «3<  y  <  +  x)  fehlt, 
so  ist  die  eingelegte  Mannigfaltigkeit  nicht  Überall  dicht.  Werden  aber  hinter 
jede  Zahl  x  Zahlen  von  der  Form  x+y,!,  ar+yjt,  x+y^i,...  eingeschaltet, 
so  ist  die  eingelegte  Mannigfaltigkeit  von  der  Mächtigkeit  der  reellen  Zahlen  x, 
und  also  von  höherer  als  abzahlbar- unendlicher  Mächtigkeit. 

Zum  Andenken  an  Ballauf  füge  ich  noob  eine  zweite  Bemerknog 
hieran,  die  einen  Gegenstand  der  Integralrechnung  betrifft,  und  die  bereits 
für  die  Mitglieder  des  Seminars  im  Seminarbericht  von  1883  gedruckt 
Platz  gefunden  hat 

Dirichlet  beweist  streng  den  Satz.  Ist  f{x)  zwischen  a  UDd*fr  Btetiftl 
und  lim\f{z-\-h)~f(x)]:h  fUr  positive  abnehmende  A  gleich  Nnll,  so  iat"! 
f{l,)=f(a).  Ballauf  gab  hierfür  einen  directeren  Beweis,  der  eine  einfacha  T 
Correctur  des  in  älteren  Lehrbüchern  enthaltenen  unzulänglichen  Beweiset  | 
ist,  nie  folgt: 

Sind  0,  ff',  0j,  o,,...  Grössen,  die  absolut  genommen  kleiner  oder  gleich  ff 
sind,  so  bat  man  hei  beliebig  klein  vorgegebenem  6,   a^O  angenommeasj 

fih,)-no)  <  Ol/.,,  f{\  +  \)  -  AÄi)  s  ".Ä, . . ., 

fUr  binreiobend  kleine  \hfh)^. ..,   woraus  sich  durch  Addition  ergiebt: 
I)  Afi)-AO)<ffA.     A.  +  /i,  +  A,  +  .--  =  A. 

Dieser  Satz  gilt  auch  noch,  nenn  li  =  h  ist.  Beweis.  Da  A,,/(f,... 
positive  Grössen  sind,  so  muss  ''i  + 'i(+ A3  +  ■  ■■  sich  einer  Zahl  C<6  als 
Grenze   nShern,    wenn    ihre   Summe  b  nicht  erreicht     Man  kann  also  fi  aa- 

groas  annehmen ,  dass      /,^  ^.  ^^ .( +  A^  ^  c  -  t 

wird,  wie  klein  auch  e  sein  mag.     Also  ist 

rt»-<)-rtol  <«(«-.),    «=->)-«»)<«•, 
worin  &'   wegen  der  voraasgese taten   Stetigkeit   mit  t  beliebig  klein  1 

Hieraus  folgt:  ^(g)  _ /'(O)^  ec  -  (o  -  ä'. 

Der  Satz  I)  gilt  also  noch  für  A  =c,  und  da  /"(c-f  A')  — /"(c)  ^  « 
gemacht  werden  kann,  so  gilt  er  über  c  hinaus,  so  lange  c  <^  &  ist,  \ 
gilt  daher  bis  A  =  b,  und  es  ist  f{V)  -  f{c)  <  d6  und  also,  da  i  boiieK^ 
klein  ist,  f{h)  =  f{0)  w.  z.  b.  w. 

Jena. 


XII. 

Beitrag  zur  kinematisohen  Theorie 
der  Gelenkmeohanismen. 

Von 

Johann  Kleiber, 

Hauptlehnr  enter  Ordnung  der  siftdlisohen  Handelstohnle  in  MUnelien. 


Hierzu  Tafel  V  Fig.  1—23. 


(Fortsetzung.) 


§  4.  XJebergesohlossane  Meohanismen. 

Direete  Bindung  zweier  Pantagraphe.  Einen  Pantagraphen 
haben  wir  als  einen  Apparat  bezeichnet,  der  zn  einer  Beihe  von  Ponkten  P< 
einen  Punkt  Q  constmirt,  welcher  der  Gleichung 

(1=  »1  +  XjH — ) 

genfigt,  worin  die  xt  fest  vorgegebene  reelle  Zahlen  bedeuten.  Fassen  wir 
in  einem  derartigen  Apparate  die  Punkte  Pt  als  feste  auf,  so  ist  auch  der 
Punkt  Q  fest.  Nun  haben  wir  zahlreiche  Typen  solcher  Pantagraphen  vor- 
geführt, aber  eines  war  bei  allen  zu  bemerken,  die  absoluten  Längen  von 
St&ben,  Grössen  von  Dreiecken,  Tetraedern,  Körpern  kamen  bei  keinem  in 
Betracht.  Haben  wir  also  einen  ersten  Apparat  Q^  mit  den  Punkten  Pi 
construirt,  so  können  wir  aus  diesem  sofort  eine  Unzahl  anderer  dadurch 
entwickeln,  dass  wir  die  Abmessungen  der  im  ersten  Apparat  frei  ge- 
wählten Längen  (Grössen)  durch  beliebige  andere  ersetzen.  Dadurch  ent- 
etehen  Apparate  Q'  mit  den  Punkten  P/,  für  welche* 

Koppelt  mau  die  Apparate  Q  und  Q'  so,  dass  jedes  P/  mit  Pi  identisch 
wird,  so  muss  freiwillig  Q*  mit  Q  identisch  werden:  die  Bindung  von  Q  mit  Q' 
nimmt  der  Apparat  bedingungslos  an,  ohne  dass  seine  Beweglichkeit  irgend- 
wie beeinflnsst  wird.  Dadurch  gewinnen  wir  also  einen  übergeschlossenen 
Mechanismus. 

ZsJUclwJft  f.  Mmtbemmtik  u.  PhjBik.  41.  Jftbrg.  1896.  5.  liolV  \^ 
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Am  deutlichsten  erscheint  der  Charakter  des  Mechanismus  als  Aber- 
geschlossener,  wenn  die  Einzelapparate  Q  nnd  Q'  schon  dann  starr ,  be- 
wegungslos werden,  wenn  man  die  gebundenen  Punkte  Pi^Pi  zu  Fix- 
punkten gewählt  hat 

Dies  erhellt  aus  folgenden  Beispielen: 

Beispiel  a)  (Figl).    Wir  koppeln  zwei  Pantagraphen  vom  Tjpus  b): 


ß  = 


s. 

Ä  p  p 

s. 

P    B    P 

s 

PPC 

ABC 

(P) 
(P) 


=  0,    Q'eee 


(P) 


S 

Ä    Q     Q 
Q    B     C 
Q    Q    C 

(Ö) 
(«) 
(«) 

ABC 

(«) 

=  0. 


Durch  das  gleichzeitige  Bestehen  beider  Schema,  deren  letzte  Zeilen 
identisch  gemacht  wurden,  um  die  Bindung  sofort  kenntlich  zu  machen, 
ist  sofort  ersichtlich,  in  welcher  Weise  die  „ Körper **  und  ihre  Theilpunkte 
rechts  abhängen  von  den  „ Körpern'*  und  Theilpunkten  links.  Es  ergiebt 
sich,  dass  Ä,  =  x^  +  (A  +  f*) P, 

T,^KA  +  ik  +  (i)Q, 


u.  s.  f., 


das  heisst,  dass  die  sechs  Stablängen  PA,  FB^  PC]  QA,   QB,   QC  be- 
liebig Yorgegeben  sein  können,  dass  aber  immer  die  Paare  von  Stäben: 


PA,  QA-,    PB,  QB;     PC,  QC 
je  im  selben  Yerhältniss 

X  :  (A  4-  fi)  bez.  k  :  (k  +  ii)  bez.  fi  :  (x  -J-  A) 

getheilt  sind.     Geometrisch  besagt  dies,  dass  die  drei  Secanten 


^1^1»     S^T^,    ÄjTj 


parallel  der  Secante  PQ  sein  müssen. 

Beispiel  b).   Wir  benutzen  nun  zwei  Pantagraphe  yom  Typus  c): 


Q  = 


s. 

A    P    P    P 

s. 

P    B    P    P 

s. 

P    P    C    P 

s 

P    P    P    D 

A    B    C    D 

(P) 
(P) 

(P)  =  0, 


Q^ 


r, 

A     Q     Q     Q 

y, 

Q    B     Q     Q 
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Q     Q     C    Q 

s 

Q     Q     Q    B 

A    B    C     B 

ip) 

(C) 
(C) 

(«)  =  0. 

(«) 

1(0) 
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I  vi«r  Paukte  A,  B,  C,  D  bilden  ein  rBumlicbes  Tetraeder,  S  ist 
>  diesem    affin    fest  verbundener  Theilpnnkt,     Das  Tetraeder  mit  S 
beiden  Apparaten    gemein    bei    aller    Deweglicbkeit    der    sobt    beliebig 
1  wählenden  Stabe 

PÄ,   PB,    J-C.   FD;     QÄ,    QB,    QC,    Öl»; 
r  ihre  Theilpunkte 

S,.  S,,  Sj,  5«;     T,,  r,.  T„  1\ 
sind  Bedingungen    unterworfen,    die   den   oberen  analog  sind;  so  sind  ins- 
beaondera  g_  j.^  ||  g^^^  jj  g^  y^  ||  g^y^  ||  p^ 

untereinander  parallel  etc. 

Die  in  beiden  Beispielen  aufgeführten  Pantagraphen  baben  die  Eigen- 
schaft, dasa  zu  fest  angunommeueu  Punkten  A,  B,  C  bez.  A,  B,  C,  D 
festgelegte  Punkte  P  und  Q  gehören. 

Analog  könnten  durch  directe  Bindung  von  Pantagraphen  anderer 
gleicher  oder  verschiedener  Typen  die  einfachsten  Ubergeschtoasecen 
Mecbanismea  erzielt  werden.  Wir  wenden  uns  aber  nun  zu  einer  zweiten 
Methode,  solche  aufzustellen.  Zu  dem  Ende  ist  es  nothwendig,  noch  einige 
Betrachtungen  Über  die  Additionskörper  vorauszuschicken. 

Bildung  der  Additionskörper,  Bisher  war  es  für  uns  gleicbgiltig, 
in  welcher  Wei^e  Additionskörper  aufgebaut  wurden,  die  folgenden  Er- 
örterungen legen  es  aber  nahe,  bestimmte  Annahmen  bei  Bildung  derselben 
in  beobachten.  Zur  Construction  des  fraglichen  Polyeders  seien  von  einem 
Punkte  ausgehend  die  n  Strecken  (nach  Richtung  und  Grösse  bezeichnet) 
zur  Addition  vorgegeben:  ^  o,ei.--.eia- 

Dieser  Reihe  entspricht  eine  bestimmte  Art,  die  Strecken  aneinander 
M  ketten,  zu  addiren,  und  wollen  wir  unter  Pj  einen  solchen  Streckenzug 
verBtehen :  j),  =  ai  +  öj  H 1"  <*»■ 

Der  Anfangspunkt  des  letzteren  sei  Pg,   der  End-  oder  Besultanten- 

pnnkt  P„.    Wenn  wir    uns    nun    einerseits   alle   directen,    andererseits  alle 

^^inveraen  cjklJschen  Vertausch un gen  der  Reihe  p  denken ,  so  erhalten  wir  aus : 

^h         J'i  =  Oi  +  «sH Ha«  JJ-i^  a,  +  at.+  «n-iH +  a, 

^B  ft='^+OaH I-Oi  P-i  =  a»+  a,  +  an+    ■•  +  aa 

^m  Ps  =  «a  +  «1  H +  «s  !•-  3  =  «3  +  »s  +  Ol  +  ■  ■  ■  +  Ol 

im  Ganzen  2n  StreckenzUge  zwischen  den  gemeinsamen  Endpunkten  P„  und 
1'k,  welche  direct  ein  parallelogrammflüchiches  Polyeder  vorstelieu,  dos 
in  J'^  und  J'„  zwei  gleicbgeartete  ausgezeichnete  Eckpunkte  besitzt. 

Um  diese  Behauptungen  zu  erweisen,  brauchen  wir  blos  zu  zeigen, 
daa»   die  dnrch  die  PolygonzOge  j)  ^  definirten  Eckpunkte  mit  jenen,    die 
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im  ^M 


man  au3  den  Streckeuztlgen  p_  erhalten  würde,  (ibereinBtimmen,  Za  dem 
Ende  beseicbnen  wir  den  Endpunkt  der  t""  Strecke  in  einem  der  Poljgoiia 
mit  I"^',  wobei  der  obere  Index  angiebt,  anf  welchem  der  StreckeniOge 
p^a  der  Funkt  genommen  werden  soll.  Dann  besteht  io  der  That  die 
Identität:  P+' rr.:  ?.-("+'-''. 

Denn  es  ist  P.'t~'der  Endpnnkt  eines  von  JP  aualaafenden  Zuges,  der 
ein  Theil  von  p.  ist,  nBmlich: 

Kehrt  man  die  Reibenfolge  um: 

so  ist  dies  der  aus  i  Summanden  bestehende  erste  Theil  des  Znges  j7— (b4.i_|), 
wobei  die  Indices  natürlich  nur  modn  zu  verstehen  sind. 

Diese    Relation    weist    unmittelbar  daranf  bin ,  dass  im  Funkt  P*  di(n 
vier  Strecken:  o«+(-i,     o«+i;     a«.     «.-i 

zDsammenstossen,  die  paarweise  je  einem  Streckenzug  p+  angeboren. 

Ist  jedoch  1  =  1  bez.  i  =  n  —  1 ,  so  erkennen  wir,  dass  in  einen  solchen^'l 
den  Endpunkten  Pg  und  P„  benachbarten   Punkt    blos   mehr   drei   Streckai'! 


Sonach  hat  ein  solches  Polyeder: 

2  Punkte  mit  Je  n  auslaufenden  Kanten  (f^,  P,), 
2n  Punkte  mit  je  drei  auslaufenden  Kauten, 
tt(n  — 3)  Punkte  mit  je  vier  auslaufenden  Kanten, 
das  beisst  [«,(«  — 1)  +  2]  Eckpunkte.  Diese  ordnen  sich  in  Zonen  nach 
dem  Index  i  an.  Ist  n  gerade,  so  giebt  es  eine  mittlere  Zone  (GQrtel  von 
n  Parallelogrammen).  Halten  wir  i  fest,  so  ordnen  eich  die  Punkte  der 
«""  Zone  PfPfPf.  .  .  P?  4 

zu  Eckpunkten  eines  Polygons   an,   dessen  Seiten  sich   als  Biagonateo  der^ 
das  Polyeder   begrenzenden  Parallelogramme   darstellen   and    das  wir  dem- 
entsprechend als  Diagonal  polygen  der  i""  Zone  bezeichnen  kOnnen. 

Die  üebersicht  der  Anordnung  der  Kanten  und  Parallelogramme  er- 
halten wir  am  besten  dadurch,  dass  wir  uns  das  Polyeder  aus  den  von 
fg  aus  hiufenden  n  Strecken  successive  construirt  denken,  indem  wir  jeweils 
xwej  consecutive  Strecken  zu  Parallelogrammen  ergBnzen.  Dadurch  er- 
halten wir  einen  ersten  Querzug  von  Kanten  des  Polyeders.  Aus  diesem 
ergiebt  sich  ein  zweiter,  scbliessltcb  ein  n'°'.  Jeder  so  gewonnene  Querzng 
xeigt  2n  Strecken,  die  man  dadurch  erbalten  kann,  dass  mau  hinter  jedes 
einzelne  Element  der  Reihe 

-J'i  =  -Oi.     -Oi-     -dl.- 
das  entsprechende  Element  der  verschobenen  Reiht 

+  Ph  =  +  OA,      +flA4.|,      +0*fi. 

schaltet,  so  dass  man  erhält: 

—  a^  +  a|,~  Oj  +  Oh+i --a^-V  ahj^x^^i- 
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Beim  weiteren  Anfbaa  des  Polyeders  Bind  dum  je  eine  negativ  an- 
^eBohriebene  mit  der  folgenden  positiven  iDaammen  zu  je  einem  weiteren 
Parallelogramm  zu  ergänzen,  ao  dass  wir  nach  folgenden  Cäsuren 

—  n,  +  a^  |-nj+  ai+i|  —  ■■■|a„  +  a^_,  |=0 
den    Qaerzug   der   nSchsten   Zone   durch   blose  Vertauachiing   der    Glieder 
in  jeder  Äbtheilung  gewinnen.     Der  h  +  1"  Querzug  lautet  also : 

Oi  -  a,  l  +  flA+i  — "il  ■■•iaA-i-an|  =  0, 
oder 

—  ai  +aft  +  i  — a, +  a*+,--.o„  +  OA  =  0. 

was  zudem  unsere  Regel  bestätigt. 

Jeder  Zug  p  +  besitzt  »  Kanten;  da  es  2n  Züge  auf  dem  Polyeder 
giebt,  hätte  dieses  2n*  Kanten.  Davon  sind  aber  die  in  P^  und  P„  mün- 
denden n  Kanten  doppelt  gezählt,  so  dasa  der  Additionskörper  2n(n-l) 
Kanten  besitzt.  Die  Zahl  der  das  Polyeder  begrenzenden  Parallelogramme 
beträgt  «(n  — 1). 

Ist  demnach  K  die  Zahl    der  Kanten,  F  die  der  FlScben,  E  die  der 
Ecken,  so  erhalten  wir  hier  die  bekannte  Euler'scbe  Gleichung; 
E+F  -  K=2. 

Diese  Polyeder  an  sich  betrachtet  bilden  schon  eine  gewisse  einfachste 
Klasse  von  Dbergeschlossenen  Mechanismen.  Wir  wollen  uns  aber  im  Nach- 
stehenden nicht  mit  dieser  Seite  ihrer  Eigenschaften  beschäftigen,  sondern 
BQchen,  zu  unseren  Pantagraphen  zurückzukehren. 

Minoren  des  Hauptpolyeders,  Wird  aus  einem  ersten  oder  Haupt- 
potyeder,  das  zur  Summation 

gebSrt,  nnter  Beibehaltung  des  Anfangspunktes  P  und  alter  Summanden 
bis  anf  einen,  an  dessen  Stelle  ein  der  Sichtung  nach  gleicher,  an 
Länge  verkürzter  Str ecken b um mand  gesetzt,  ein  anderes  Additionspolyeder 
der  gleichen  Art  gebildet,  so  soll  dieses  ein  Minor  des  ersten  genannt 
werden.  Solcher  Minoren  giebt  es  «Arten,  indem  die  Verkürzung  der 
Reihe  nach  auf  die  n  Summanden  ausgedehnt  werden  kann. 
S,E=x,a,  +  a,  +  ag  +  -.+ffl„ 


I 

'"-  Die    vorstehenden  Formeln   geben   in   ©   den  Hauptkörper,   ii 

die  Minoren.  Jeder  Minor  lehnt  sich  ISngs  der  gemeinsamen  So 
and  der  ans  ihnen  entwickelten  Seitenflächen  an  den  HauptkCrper 
ß'heU  aueb  an  die  anderen  Minoren. 


^S'iieU 
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Satz:  Die  Besultantenecke  des  Hauptpoljeders  und  die  eines  hierzu 
adjungirten  Minors  liegen  aaf  einer  beiden  KOrpem  gemeinsamen  Kante. 

Nachweis:  Schreibt  man  Hanptkörper  &  nnd  Minor  ®|  in  der 
folgenden  Weise: 

®  =  (orf+i  +  o^+sH ha«  +  ai4-a,H h  «fl-O  +  «<• 

®f  =  {Oi^x+ai+^-i h  au  +  ai  +  a^-] ho/-i)  +  J«*«^, 

so  erkennt  man  sofort,  dass  die  beiden  Polyeder  @  nnd  @i  einen  ganzen 
Eantenzug  (Theile  von  Pi^\  und  p/,i^i) 

(H+i  +  Orf+s  + hön  +  Äi  +  OjH h  o<-i 

gemein  haben ;  an  den  Endpunkt  dieses  Kantenzuges  ist  bei  @  der  Strecken- 
snmmand  a^,  bei  @<  aber  x^a<  anzufügen.  Beide  Streckensnmmanden 
stimmen  nach  Voraussetzung  in  ihrer  Richtung  ttberein,  follen  also  in 
eine  gemeinsame  Gerade.  Die  Endpunkte  Q  und  Q^  derselben  foUen  aber 
nicht  zusammen ,  da  die  Summanden  an  absoluter  Grösse  verschieden  sind. 
Wir  können  den  vorhergehenden  Satz  auch  so  aussprechen: 

0  Vom  Resultantenpunkt  Q  des  Hauptkörpers  @  gehen  n  Kanten 
aus;  auf  jeder  derselben  liegt  der  Resultantenpunkt  Qi  eines  der 
adjungirten  Minoren  &i.^ 

Die  Entfernung  QQ^  betrftgt  dabei: 

QQi—(^i—  ^'ißi  =  K(*i    (!  =  >«.•  +  h)' 

Bindung  von  Additionspoljedern  zur  Erzeugung  über- 
geschlossener Mechanismen.  Wir  wollen  nun  die  eben  entwickelten 
Sätze  zur  Bildung  von  übergeschlossenen  Mechanismen  verwerthen.  Zu 
dem  Ende  gehen  wir  von  einem  der  einfachsten  Fälle  aus,  wie  ihn 


e  = 


A 
B 

r 


Ä 
P 
P 


P 
B 
P 


P 
P 
C 


ABC 


(P) 


bezeichnet.  Der  Doppelstrich  (statt  des  früher  gebrauchten  einfachen 
Striches),  welcher  die  Theile  der  Matrix  trennt,  soll  in  unserem  Falle  an- 
deuten ,  dass  nunmehr  die  abgetrennten  Punkte  A ,  B ,  f,  Z  nicht  affin  sich 
entsprechend  in  den  auf  einander  bezogenen  rechts  angeschriebenen  |,Eörpem^ 
liegen,  sondern  darin  willkürlich  gewählt  sind.  Dementsprechend  sagt  das 
Schema  oben  aus,  dass  wir  auf  den  drei  von  P  auslaufenden  Strecken 
PAy  PB,  PC  drei  Punkte  A,  B,  f  angenommen  und  aus  den  Theil- 
strecken  PA,  PB,  Pf  das  Additionspoljeder  (Parallelepiped)  gebildet 
haben,  dessen  Resultantenpunkt  Z  ist.  Dieser  Punkt  Z  hat  zu  seiner 
Horlzontalreihe  A,  £,  C  ebensowenig  eine  affine  Beziehung,  wie  die  A, 
B,  r  zu  den  ihrigen. 
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Dem  obigen  Hanptschema  können  wir  aber  ein  gewöhnliches  adjungiren 
von  folgender  Oestalt: 


Q  = 


J7'     A    A 

AFP 

B     T'     B 

P     B     P 

r    r    s' 

PPC 

U     T     S 

ABC 

(P) 


Dass  dieses  möglich  ist,  liegt  daran,  dass  die  nEörper*  rechts  Tom 
mittleren  Yerticalstrich  degenerirte  sind,  mit  mehrfach  zShlendem  Punkte  P. 
War  etwa  ^^a^A  +  ß,P 

B  =  «,B  +  ß^P 

l  =Ui+ßi, 

so  kann  man  auch  schreiben: 

A  =  a,il  +  «,P  +  [l  -  er, -  «,]P 

B  =  «,P  +  «,£  +  [1  -  «,-  «i]P 
S  =  «,  P  +  «,P  +  [1  -  «,  -  «,]C, 

A  =  «,^  +  [1  -  «1  -  «,1^  + «sP 
r=  a,P  +  [1  -  «,  -  «,]B+  o,P 

r  =  a,P  + [1  -  a,  -  «JP  + ajC, 

"^'"'^  ?7'=  [1 -«,-«,]  .i  +  «,P  +  «,P 

B  =  [1  -  «,  -  «,]P  +  «,J5+  «gP 

r  =  [l-«,_«,]P+«r,P+«,C, 

womit  die  Pnnkte  8',  T',  U'  definirt  sind. 
Betrachtet  man  nun  die  zu  den  Colonnen 


oder: 


A 
B 

r 


U'    A 

A 

B    2* 

B 

r   r 

8' 

U    T 

8 

gehörigen  Additionspolyeder  @,  ®^,  ®^^  ®3,  so  erkennen  wir,  dass  die 
drei  letzteren  die  Minoren  zum  ersten  als  Hauptpolyeder  darstellen.  Denn 
es  gehören  diese  Polyeder  zn  folgenden  Sammen: 


©  H^PA  +PB  +  Pr 


©iE:PJ7'+PB  +  Pr 


®,=  PA  +PT'+Pr 


©3  =  PA +PB  +  PS'. 
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Die  drei  letzten  Snmmen  stimmen  in  allen  Summanden  bis  auf  einen 
mit  der  ersten  Summe  überein,  auch  ist  der  abweichende  Streekensnmmand 
der  Richtung  nach  identisch  mit  dem  ersetzten,  wie  bei  Minoren  erforderlich. 

Deshalb  liegen  die  Punkte  ZT*,  T,  8  der  Reihe  nach  auf  den  drei  von 
Z  ausgehenden  Kanten  des  Hauptpolyeders  @. 

Die  Punkte  U*,  T,  8  liegen  aber,  wie  aus  der  Pantagrapheneigenschaft 
des  Mechanismus  Q  hervorgeht,  als  invariabel  affine  Theilpunkte  im  ver- 
ftnderlichen  Dreieck  ABC. 

Statt  denmach  für  jeden  der  Punkte  Uj  T,  8  das  Additionsparallel- 
epiped  ®i  zu  construiren,  markire  man  in  richtiger  Weise  die  Punkte  U, 
T,  8  auf  den  von  Z  ausgehenden  Kanten  des  einzigen  Hauptparallelepipedes  €. 
Diesen  Satz  kann  man  auch  so  aussprechen: 

^ Jedes  Parallelepiped  @  zu  einer  Summe  PA  +  PB  +  FT 
schneidet  die  Ebene  ABC  mit  den  vom  Resultantenpunkt  aus- 
gehenden Kanten  in  einem  Tripel  affin  unver&nderlioher  Punkte.* 

Construiren  wir  nun  zum  Apparate 


ei= 


A/ 
B/ 


ÄI 

Pl 

Pi 

(i*/) 

Pl 

Bi 

Pi 

(i»/) 

Pl 

Pi 

Ci 

{Pi) 

AI 

Bi 

Gl 

iPi) 

(Fig.  2) 


noch  einen  zweiten  nach  demselben  Schema,  so  dass  die  Horizontalreihen 
des  neuen  Schemas  den  entsprechenden  des  alten  affin  entsprechen. 


e,= 


A// 

Äff 

Pii 

Pii 

iPii) 

B/r 

Pii 

Bfi 

Pir 

(.Prr) 

T// 

Pii 

Pii 

Cii 

iPn) 

I// 

Alf 

Bii 

Cii 

(Pn) 

SO  existiren  auf  den  Kanten,  die  von  Z//  ausgehen «  drei  Punkte  TJnTn8iiy 
die  im  Dreieck  AnBnCn  ebenso  liegen,  als  CjTiSj  im  Dreieck  AiBjCf. 
Bindet  man  die  Ecken  der  Dreiecke  AiBiCo 

Ar  =  An  =  -4, 
J?/=  B/f  =  B, 

C,=  Cn  =  C\ 
so  fallen  auch  die  Punktpaare  der 

Uj=UiT  =  U, 

Si  ^  Sir  —  8 

zasammeDf  das  heisst,  die  von  Z/  undZ//  ausgehenden  Kanten  der 
zugehörigen    Polyeder    aobneideii   B\<i\i  \i^  1^^\.^tl  ^xj.tv!^\.^t3l\  y^ 
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diesen  kann  man  also  jene  Kanten  koppeln,  ohne  die  Beweglichkeit  der 
Apparate  Oj  bez.  Qn  zu  beeintrfichtigen.  Dadurch  gewinnen  wir  einen 
übergeschlossenen  Mechanismus  (Fig.  2). 

Weiteres  Beispiel.  Die  Betrachtungen,  wie  wir  sie  gerade  mit 
dem  einfachen  Schema  6  angestellt  haben,  kOnnen  wir  mit  gleichem  Er- 
folg anwenden  auf  das  erweiterte  Schema: 

(p) 


0~ 


A 

Ä    P    P...P 

B 

P    B    P...P 

r 

• 

P    P    C...P 

%                  m                 %                         • 

A 

•                   •                 •                         • 

P    P    P...D 

A    B    C...D 

«  ^  0. 

(P) 


ip) 

Das  Schema  führt  im  Speciellen  auf  den  aus  der  Combination  zweier 
Mechanismen,  die  zu  einem  Schema  mit  vier  Punkten  il,  J?,  C^  D  gehören, 
hervorgehenden  übergeschlossenen  Apparat. 

Weiteres  BeispieL  Bedingung  für  die  Anwendbarkeit  der  an- 
gestellten Betrachtungen  ist,  dass  gewisse  Additionspolyeder  gemeinsamen 
Anfangspunkt  besitzen,  was  hie  nnd  da  erst  durch  Specialisirungen  erreicht 
werden  kann. 

Es  sei  hier  auf  die  Bemerkungen  beim  Pantagraphen  f  verwiesen. 

Mehrfache  Bindung  von  Additionspolyedern.  Statt  im  Schema 

(p) 


A 
P 


P... 

Jj  .    .  . 


Ä        J?.   .   . 

links    nur   ein    Additionspolyeder  anzufttgen,    kann    man    mehr   anreihen; 
für  jedes  einzelne  gilt  das  oben  Abgeleitete. 


e„= 


•  •  • 

A. 

Ax 

•  •  • 

• 
• 
• 

B. 

• 

• 
• 

•  •  • 

^ 

Ii 

A 
P 


P. .. 
B ,  ,  . 


A     B  • , , 


(p) 

^0, 


das  heisst  auf  den  von  Z^  bez.  Zj  •  •  •  ausgehenden  Kanten  liegen  Punkte 
TPiT\8\...  bez.  I7',rs',...,  welche  mit  dem  „Körper"  AB...  affin 
fest  verbunden  sind.  Construirt  man  nun  zu  diesem  ersten  Apparat  6i,s  .. . 
einen  ^analogen",  das  heisst  einen  solchen  6'i,8..*,  dessen  Horizontal. 
Zeilen  affin  verwandt  denen  von  O^j. ..  sind,  so  kann  mau  beide  Apparate 
wie   oben   binden»    Eß   j, durchkreuzen"    sich    dann    va^^^ox^^H^  ^^^^st 
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beider  Apparate  in  festen  Punkten  U^TJ^8^> ..  bez.  U^T^S^ •  • .,  wobei  der 
«Körper''  AB,,,  beiden  Apparaten  gemeinsam  wird. 

Die  links  im  Schema  angefügten  Yertikalreihen  bezeichnen  Poljeder, 
welche  die  Ecke  P  bez.  die  von  ihr  ausgehenden  Kanten  der  Sichtung 
nach  gemein  haben.  Diese  Poljeder  besitzen  sonst  keine  weitere  Bindung. 
Alle  Eigenschaften,  die  sie  an  sich  besassen,  bleiben  erhalten,  wenn  man 
auch  von  den  Fixpunkten  Ä^B...  absieht.  Wirft  man  diese  in  den  ge- 
koppelten Apparaten  6|2«*-  nnd  Q\^..,  ab,  so  bleiben  blos  Poljeder 
AiBf...Z<  derselben  Art  in  Koppelung  und  bezeichnen  eine  weitere  Art 
von  ttbergeschlossenen  Mechanismen. 

Beispiel.    Wählt  man  einfach: 


e„= 


A, 

Ai 

B, 

B. 

r, 

Tx 

^ 

^ 

AFP 
P  B  P 
P    P    C 


„  analog '^  zu 


e%=E 


IS 


A', 
B'. 


r 


2 


A'x 
B'i 


ABC 


(.P)> 
(P)< 


0,    (Pig.2.) 


I'i 


A' 

P' 

P' 

P' 

B' 

P' 

P 

P* 

C 

A! 

B' 

C 

(P) 
(P') 

(P')  < 

(P) 


0,    (Pig.2.) 


80  ergiebt  die  Koppelung: 


A  =  A', 
B  =  B\ 
C=C' 

feste  „  Kreuzungspunkte  ^  der  Poljederkanten,  die  von  Z^  und  Z'i  bez.  Z^  und  Z', 
ausgehen.  Hält  man  die  Koppelung  der  Poljeder  in  den  gemeinsamen 
Ecken  P  bez.  P'  aufrecht ,  so  bleibt  der  combinirte  Apparat  auch  dann  noch 
übergeschlossen,  wenn  man  von  den  Koppelpunkten  A  =  A\  Bs=zff, 
C  =  C  ganz  absieht.  Das  Resultat  ist  eine  eigenthttmliche  Koppelung 
von  vier  Paralielepipeden,  wie  sie  Figur  3  zeigt.  Der  entsprechende  Fall 
für  Parallelogramme  ist  in  Figur  4  gezeichnet. 

Es  ist  hieraus  leicht  abzusehen,  wie  sich  die  Sache  gestaltet,  wenn 
man  ein  erweitertes  Schema  benützt. 

Minoren  höherer  Ordnung.  Obwohl  wir  nicht  beabsichtigen,  die 
folgenden  Bemerkungen  tiefer  zu  verfolgen,  sei  doch  wenigstens  darauf 
hingewiesen,  dass  den  oben  betrachteten  Minoren,  welche  wir  Minoren 
erster  Ordnung  nennen  könnten,  auch  solche  höherer  Ordnung  zur  Seite 
zu  stellen  wären.    Bilden  wir  zum  Körper 

@  =  aj  +  a^  +  a^+ h  «« 

einen  anderen: 
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®i«  =  *ii  «1  +  *w  ^  +  ^  H 1" «"  > 

dessen  Summanden  der  Richtung  nach  alle,  der  Grösse  nach  bis  auf  zwei 
mit  den  Summanden  von  ®  übereinstimmen,  so  haben  wir  einen  Minor 
zweiter  Ordnung.    Schreibt  man  beide  Polyeder  in  der  Weise: 

®  =  («8  +  «iH h  «n)  +  «1  +  a,, 

80  erkennt  man,  dass  die  Polyeder  sich  Iftngs  der  Summanden 

(«s  +  öiH f"^) 

an  einander  lehnen  |  und  dass  die  an  diesen  Zug  sich  schliessenden  Seiten- 
flächen (Parallelogramme) 

%  aus  den  Summanden  a^+c^  von  @, 

51'    f)      f)  «       «ii«i  +  «i2»«  von  ©1, 

zusammenfallen.  Daraus  folgt  aber  wieder,  dass  der  Resultantenpunkt  Q' 
von  @|2  erstens  in  der  Seitenflftche  9i  des  Polyeders  fftllt,  zweitens  darin 
oonstruirbar  ist  (vergl.  Fig.  5). 

Zum  Polyeder  @  giebt  es  gerade  n  Minoren  der  zweiten  (höheren 
Ordnung)  y  da  die  aus  @  verftnderten  Summanden  zwei  aufeinander  folgende 
sein  müssen  (vergl.  die  Construotion  des  Polyeders  @).  ^ 

Bringt  man  am  Hauptpolyeder  @  die  Resultantenpunkte  Qfi^i^i  an, 
und  Iftsst  den  Resultantenpunkt  Q  von  @  ganz  weg,  so  bekommt  man 
den  Anblick  (Fig.  6)  eines  unfertigen  Polyeders. 

Verwendung  von  Minoren  höherer  Ordnung.  Hat  man,  um 
ein  Beispiel  anzuführen,  etwa  ein  Punktsystem  der  folgenden  Art  gewählt: 

(p) 

(P)  ^  0, 

(P) 


A 

Äi   At   P     P 

B 

P     P    Bi    B, 

r 

Ci    C,    P     P 

P    P     Dl    D, 

A     B    C     D 

(P) 

so  kann  man  diesem  unter  gewissen,  unten  näher  bezeichneten  Bedingungen 
in  einziger  Weise  folgendes  an  die  Seite  stellen: 

ip) 
(p) 

(P)  =  0. 


M'  = 


A    «     «'     A 

Ai    A,   P    P 

S'    «     B     B 

P     P    B^     B, 

r   r   r    e 

Ol    Ct    P     P 

A     A    S>'     3) 

P    P    Dl    D, 

«4  «j  Q»  Qx 

A    B     C     D 

ip) 

Die  Punkte  Qi   liegen    construirbar   auf   dem  Hauptpolyeder  mit  Z; 
um  810  ga  erbalten,  ist  es  also  nicht  nöthig,  «rat  d\^  Tv«t  va  <^^ii  ^^  ^- 
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hörigen  Polyeder   zn  constmiren,    es  genügt  die  Einführung  des  Haupt- 
polyeders  Z  in  der  oben  besprochenen  unfertigen  Form. 

Zwei  „  analoge '^  Apparate  V  und  V  können   nun    in   der  bekannten 
Weise  längs  der  Punktreihen 

gekoppelt  werden,  um  einen  ttbergeschlossenen  Mechanismus  zu  erhalten. 
Um  zu  zeigen y    dass  die  obige  Darstellung  möglich   ist,  setzen  wir 
etwa  an:  ^=-a^A^+  a^A^  +  [1  +  «i - «JP, 

Dann  kann  man  schreiben: 

^  =  a^A,+  a,A,+  ß,P  +  ftP, 

B  =  «iP  +«,P+ftJ?  +/3,P, 

6  =  a,Ci+a,Ci+ftP+ftP, 

SD  =  «iP  +  «jP  +  ft  Di+  ÄA, 

unter  der  Voraussetzung  der  Existenz  folgender  Relationen : 

A  +  A  =  ^«  +  ^5- 

Die  Colonnen  der  anderen  Minorpoljeder  können  dann  Shnlicb  der 
gegebenen  sofort  hingeschrieben  werden. 

§  5.    Das  Funktviereok.     (Ein  erstes  Bänderungsprincip.) 

Wahl  eines  geeigneten  Coordinatensjstems.  Das  Coordinaten- 
sjstem,  das  wir  zu  Beginn  des  §  1  gewählt  haben ,  leistete  vortreffliche 
Dienste  zur  Begründung  einer  Theorie  räumlicher  Pantagrapheui  seine  Ver- 
wendung in  der  Ebene  dagegen,  wo  die  Aehnlichkeit  von  Figuren  eine 
Bolle  spielt,  führt  auf  Weitläufigkeiten,  die  meist  auf  den  Oang  der  Be- 
trachtungen verdunkelnd  einwirken.  Das  fUr  die  folgenden  Betrachtungen 
geeignetste  Coordinatensystem  wird  uns  in  der  sogenannten  Gauss'schen 
Ebene  geboten. 

In  dieser  wird  jeder  Punkt  durch  eine  Coordinate  gegeben: 

P  = 


^ret/^'h-^^^-^*^)- 


Man   kann  aber  auch  die  Auffassung  zulassen,   dass  die  „Grösse  P^ 
ainen   S^eckensummanden  bedeutet,   dessen   Anfangspunkt  der  Nullpunkt 
des  Koordinatensystems  und  desaen  '&ndp\xnk.\i  ^«t  li^^<(^^  ^\a^  'S  \i^». 
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Punktreihe.  Wir  wollen  nun  die  Coordinaten  eines  Punktes  Q  auf- 
stellen, welcher  sich  auf  der  Verbindungslinie  zweier  Pankte:  P|  und  P^ 
befindet     Es  muss  dann  sein: 

wobei  —  reell  sein  muss.     Daraus  folfft: 

X 


''^®'  (*  +  A)  «  -  xPi  +  XF^ 

Setzen  wir  immer  %  +  X^\  voraus,  so  folgt  wie  früher: 

g«xPi  +  AP,. 

Man  bemerke  aber,  dass  hier  P^,  P,,  Q  auch  die  vom  Ursprung  nach 
diesen  Punkten  gezogenen  Strecken  bedeuten  kOnnen. 

Anmerkung.  Zieht  man  in  Figur  8  durch  Q  Parallele  zu  OF^  und 
OT^^  so  erhftlt  man  auf  diesen  die  Punkte  W  und  F  und  im  Ganzen  den 
Aspect  des  einfachen  Sjlvester'schen  Pantagraphen. 

Die  allgemeine  Formel  Q  »  xP^  +  AP^;  x  und  X  complex  aber 
%  +  X^\.     Lassen  wir  in  der  Gleichung 

'QPt"     * 

\  und  X  complex  sein  und  x  +  A»!,  so  ergiebt  sich  wie  oben: 

^  «  xPi  +  AP,. 

Schreiben  wir  den  Ansatz  in  Form  einer  Proportion: 

Pig:gP,:P,Pi«A:x:-l, 

so  erkennen  wir,  dass  der  Punkt  Q  mit  der  Basis  Px^^  ein  Dreieck  for- 
mirt,  das  bei  einmal  angenommenen  Werthen  x,  A  eine  invariable  Form 
fibr  alle  Veränderungen  von  P|  imd  Pj,  besitzt.  Das  Dreieck  bleibt  ähnlich 
denjenigen,  das  aus  den  drei  Strecken  x,  A,  — 1  gebildet  werden  kann 
(Fig.  9). 

Ein  erstes  BSnderungsprincip.  Hat  man  für  ein  Punktgebilde  Q 
von  Punkten  P|  eine  invariable  Eigenschafk  vermöge  der  Gleichungen 

e«xP,+  APx 

abgeleitet,  wobei  die  Punkte  Q  der  Einfachheit  halber  auf  der  Verbindungs- 
linie PiPii  angenommen  worden  waren,  so  gilt  diese  auch  dann  noch,  wenn 
alle  verwandten  Punkte  Q  als  Spitzen  von  ähnlich  veränderlichen  Dreiecken 
besetzt  werden ,  deren  Gestalten  nur  von  den  Relationen  der  x  A  beeinflusst 
sind.  Fasst  man  jede  Linie  PifP«  als  Rand  auf,  so  sind  die  Q  Randpunkte 
und   man    kann    von    einem  Bändernngsprincip   Bpi^c\ifiiu    \^^^\  \^V  ^^s^ 
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Princip   im    Sinne    einer   Arbeits kUrzung    za  Turstehen,   wie   etwa 
Princip  Ton  der  lebendigen  Kraft  in  der  Mechanik,  bei  dessen  Geltung  n 
sofort  ein  oder  mehrere  Integrale  binzu§chreiben  vermag. 

Anmerkung.  Parallelogramme  bleiben  bei  Anwendung  des  Bäudernngl 
principes    erhalten ,    denn    die   ihnen   zu    Grunde   liegende  Relation    enth 
weder  x  noch  k  (ebenso  alle  Additionskörper). 

BeiBpiel  a)  zum  ersten  KSnderungsprincip.  Der  PantagrapliM 
in  die  Ebene  gelegt  giebt  die  Kette  ron  Figur  3  (Taf.  III),  wobei  die  KettenT^ 
glieder  alle  cyklisch  afdn  nach  demselben  VerbSltniss  x  :  l  getheilt  sind ;  dann 
theilt  auch  der  Resultanteupunkt  die  Strecke  A(,Än  im  gleichen  Verh&ltniss. 
Wenden  wir  das  Ränderungs princip  an,  so  haben  wir  an  sämmtliche 
Stäbe  ^1^,-^1  ähnliche  Dreiecke  anzubringen,  dann  genau  wie  oben  das 
Netz  von  Parallelogrammen  zu  zeichnen,  um  einen  Resultantenpunkt  S  la 
erhalten,  der  mit  Ai^A,,  ein  den  übrigen  ähnliches  Dreieck  bildet. 

Anmerkung.     Die  ao  gestaltete   Kette   fUr  Kwei  Glieder  stellt  i 
Sjlvester'echen  Plagiograpben  (Schiefschreiber)  dar. 

Beispiel  b).     Man   künnte  in   dieser  Weke  alle   bisher  bebandeltanJ 
Typen    von    Pantagraphen    in    die    Ebene    legen    und  rundem;    es  ist  aber 
wohl   zu  merken,   dass  dos  Ränderungsprinoip   nur   in   der   Ebene  gilt, 
BO  dass   man  nicht  mehr  in   den  Raum   zurückgehen  kann,   ohne  die  | 
wonnenen  Beziehungen  zu  stören. 

I.  Satz  ttber  das  Punktviereck  (Fig.  10).  Sind  .do.d,  J, . 
auf  der  Geraden  A^Än  und  B(,B^B^  ■  ■  ■  B^  auf  der  Geraden  B^S^  Slmliche'-' 
Punktreiheu  und  theilt  man  die  entsprechenden  Verbindungen  ÄiBi  durch 
Punkte  Ci  im  constanten  Verhältnisse  :  q,  so  liegen  diese  Punkte  Ct  wieder 
auf  eiuer  Geraden  C„C7„  und  zwar  ist  die  von  Ihnen  gebildete  Funktr 
Ubnlich  den  beiden  gegebenen. 

Nachweis.    Aus  der  Aebnlichkeit  der  Punktreihen  ^^  und  Bt  folg 

B,=  xB„+  kB,,. 

Bilden   wir   auf  der  Verbiudnngslinie  jä^JB,  nach  Belieben  einen  Tbai 
punktQ,  so  ist:  C<  =  pJ,+  gB,, 

=  p.(»Ä^+XÄ„)  +  q{xB„  +  i.B„), 
=  x{pA^  +  qB^)  +  X{pAn  +  qB„), 
=  xC(,  +  iC„, 

womit  die  Aebnlichkeit  der  Reihe  (7,  zu  den  Reihen  At,   Bj  nacbgewiesen 
ist.    Dieser  Satz  lägst  sich  auch  in  Form  eines  PantagrapbensoheniaB  geben: 

=  0, 


t  dij 

leltJÜ 
aber 
gilt, 

.1 

licW— 


c, 

Co     C„ 

A     An 
B,    B, 
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WD  die  Verticalreihen  und  üorizontal reiben  zwei  Sjsteme  affiner  Beihen 
vorstellen.  Dies  Schema  kann  natarlich  nacb  Ewei  Richtungen  erweitert 
werden  and  gilt  ohne  Anwendung  des  BfinderungBprincipes  anch  im  Rannte 
und  lautet  dann: 


Uodell    zum 
von  genügender  Festigkeit  < 


...r,v\ 

r. 

^f 

y. 

...u',u\ 

Oo 

"■• 

■  Un 

...Ä',Ä\ 

A 

A,. 

■  A, 

...l'.B', 

^0 

Sf 

■  S. 

...M',M\ 

K 

K,. 

■  ■M. 

1  Satz.  Uacbt  man  sieb  aus  vier  Blecbatrelfen 
I  Gelenkviercck  J„j4„£o£„  und  IbelH  sowohl 
da£  eine  Paar  Gegenseiten  A^,An  und  B^,B„  in  gleichviel  Tbeile(fi),  ver- 
bindet correspondirenUe  Tbeilpunkte  durch  Gummiföden,  wiederholt  darnach 
denselben  Theilangsprocees  (m  Tbeüe)  fUr  daa  andere  Paar  Gegenseiten, 
verbindet  auch  hier  correapondirende  Tbeilpunkte,  wie  oben  angegeben, 
80  aberkreuzen  sieh  die  beiden  Systeme  von  Gummifftden  in  fixen  Punkten 
bei  allen  möglichen  Lagen  des  Gelenkvierecks  (in  vrelchen  die  Ffiden  ge- 
spannt bleiben).  Bei  der  Dehnung  der  GummlRiden  verzerren  sich  die 
Theile  derselben  so,  dass  sie  unter  sich  proportional  bleiben.  Steckt  man 
senkrecht  zur  Ebene  des  Vierecks  im  Ereuzungspunkt  der  Fäden  durch 
beide  eine  Nadel,  so  wird  dieselbe  keine  Zerrung  bei  den  Bewegungen  des 
Gelenk  Vierecks  erfahren  und  immer  senkrecht  zur  Ebene  bleiben. 

Macht  man  aus  dem  Viereck  ein  rSumlich  bewegliches,  so  Qberkreuzen 
sich  die  gerade  bleibenden  FSden  noch  immer  in  analoger  Weise  uud 
bilden  die  Erzeugenden  eines  Paraboloids  (zwei  Sehaaren). 

Eine  gewisse  Raumtransformation  (Fig.  II).  Gegeben  sei  ein 
rechteckiges  Parallelepii>edon  ÄBA„Bf,l]„CQG„D^I)„.  Um  einen  Punkt  P 
darin  zu  coordinatisireu ,  denken  wir  das  Prisma  durch  die  drei  in  P  sich 
treffenden  zn  den  Flächen  parallelen  Ebenen  gespalten.  Jede  der  Ebenen 
schneidet  sfimmttiche  von  ihr  getroffenen  Kanten  in  einem  bestimmten 
Verhältnis b;  so 

die  Kanten  A^An,  B^n,  (-'oC„  D^n  im  VerbaltnisB  k  :  k, 

„  „        i^o,  iTfl»,   C^o>  ^-^n    «  1.  P  =  9, 

„         „       i^o.  ÄC'-i  S^»,   ^n    .t  .)         r-  «i 

dann  sind  die  Coordinaten  von  P:  ^^| 

P=  r[>(»(^„+  i^,)  +  qii^B^  +  AB,)]  44 

■+-  s[i-(xC(,  +  }.C„)  +  g(xDo  +  ^^-)1 

In  dieser  Formet  kommen  die  QrOssen  Aq,  A„,..  .J)^,  !)„  als  Coeffi- 

oientea  Tor.    Verzerren  wir   das  Gebilde   der  acht  Eck^MttWe  \i^^M^^» 
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Raame,  so  bilden  die  vier  Eanten  einer  Seitenfl&che  dann  ein  allgemeinj 
räumliches  Viereok.  Vermöge  unserer  Coordinatisirung  (welche  bei 
bleibenden  doch  selbst  verzerrten  Kantenlängen  durch  unsere  Gummiffides 
nachgebildet  werden  kann)  verwandeln  sich  sSmmtliche  Seit^nüfichen  and  die 
zn  diesen  parallelen  Ebenen  in  Theile  von  hyperbolischen  Paraboloiden.  Be- 
merkenswertb  ist  bei  dieser  Transformation,  dass  die  drei  Schaoren  von 
Geraden,  die  den  ursprünglichen  Kauten  parallel  waren,  als  Gerade  er- 
halten bleiben. 

Da  r:  St  p:q,   k  :  il  als  die  Coordinaten  im  ursprDnglichen  System  an- 
gesehen werden  können,  so  ist  die  Transformation 

P  =  rp.  mAo  +  rpXA^  + i-sqlD^ 

eine  trilineare  in  r,  p,  k. 

Gehen  wir  zum  ursprün glichen  System  zurück,  bestimmen  darin  swn 
Punkte  durch  ihre  Coordinaten: 

P  =  H:k,    p:q,     r:s,  a 

P'=«':i',    p':q',    r':^,  4 

so  ist  ein  Pankt  P"  ihrer  Reihe  bestimmt  durch  die  Werthe:  * 

ir=(ex  +  tfx'),    i  =  (ei+öA'),  * 

=  (qp  +  öp').    C  =  (e«+  09').    e  +  a  =  1.  ', 

B=ii,r+at'),    fi=(ps  +  ös'), 
Eiemaob  erkennt  man,  doss  dem  transformirten  Punkt  P"  eine  homo- 
gene Function  dritten  Grades   in  a,  p  entspricht.    Bedenkt  man,  dass  die 
Gleichung  P  =  ry«^  +  .-. 

eigentlich  drei  Gleichungen  vorstellt,  indem  statt  der  Zeichen  m 

p,  Ä^Ä,...  m 

der  Beibe  nach  ihre  Coordinaten  in  x,  y,  x  zu  setten  sind,  so  erkennt  man, 
dass  der  Geraden  P  P'  nach  der  Transformation  eine  Raumcurve  dritter 
Ordnung  entspricht  u.  s.  w. 

Die  Ränderung  zum  Satz  I  über  das  Punktviereck  (Fig.  12) 
giebt  den  Satz:  Beschreibt  man  über  dem  ersten  Paar  von  Gegenseiten 
eines  Vierecks  ähnliche  Dreiecke  von  der  Form  n  und  mit  den  Spitzen  A^ 
und  A^,  analog  über  dem  zweiten  Paar  von  Gegenseiten  ein  anderes  Paar  von 
ähnlichen  Dreiecken  von  der  Form  ß  mit  den  Spitzen  £,  nnd  £,,  ferner 
über  A^Aj  ein  Dreieck  von  der  Form  ß  mit  der  Spitze  B^,  ^ 

so  fallen  die  Spitzen  A^B^  zusammen*  1 

*  Heber  eiDO  andere  Art  der   Rilndernng  vergleiche  man  meines  Anluta: 
Aphoriewen    zum    Aufgaben-Repertorium"  in  der  Zeiticbr.  f.  math,  D 
Ua^rricbt  XX.Vn,  §2. 


n.  SatK  über  das  PonktTiereck  (Fig.  13).    Dieser  Sati  giebt  gaiiE 
.-lUgemein  Äufschlnea  Qber  die  doppelte  Erzengung  des  Punktfeldes  (drei- 

dimensioDal)   eines  Vierecks  (Tetraeders).     Um  einen  Punkt  dieses  Feldes 

festzulegen,    bestimmen    wir   auf  AqAm  einea    Pankt  A,    auf  B^B*  einen 

PtxakiB,  &u(  AB  einen  Punkt  P: 
1^  A  =  i,A,-i-kA„,     x  +  A=^l, 

■  B  =  tBa+lB„.      f  +  I  =  l, 

V'  P  =  QA  +  aB,       e  +  ö=]. 

^V  Wir  bebanpten  nan ,  dass  dieser  Funkt  auch  so  erzengt  werden  kann, 

V^^dass   man  auf  A^S^  einen  Pnnkt  Pp,  ant  AnB„  einen  Pankt  P.,  auf  F^P„ 

aebliesslich  einen  Punkt  P  bestimmt,    der  mit  dem  obigen  identisch  bleibt 

bei  allen  Bewegungen  des  Viereckes,  das  heiest: 

p„  =  ic-io  +  -^^o.  s:+L  =  i, 
p„=SA  +  2J?n,    ffi+  a  =1, 

P  =BPo  +  SP„,     B  +  S  =1. 
Ana  der  Identität  für  P  folgt: 

\=IiKAo  +  SSA„  +  RLB<,  +  SiB„, 
I  heisat:  p«=Bfi',     ei  =  5g, 

ct  =  BL,     01  =  88, 
wobei  die  rechten  Seiten  nur  unbekannte  enthalten. 

Dnrch  Addition  der  ersten  und  dritten  bez.  der  zweiten  und  vierten 
meicbnng  folgt:  B  =  qx  +  at, 

Dies  eingesetzt,  giebt:  . 


I  ''-pA  +  al      ^        ßi+al 

womit  die  Behauptung  erwiesen  ist. 

Ist  das  Viereck  ein  ränmlicheB,  F  ein  beliebiger  Eaumpunkt,  so  ist 
bekauntermassen  hierdurch  ein  Hyperboloid  §  bestimmt;  durch  P  gehen 
zwei  Erzengende  von  ^,  die  eine  ist  AB,  die  andere  P^P„.  Damit  ist 
die  Existenz  der  doppelten  Erzengang  von  P  auch  geometrisch  evident. 

Zur  Conatruction  eines  MoiJelles  mittelst  GummifBden  und  eines 
Rahmens  vergleiche  man  frühere  Bemerkungen.  Ist  ein  Hyperboloid  durch  beide 
Erzeugendenschaaren  (Gummiföden)  für  eine  Lage  des  Vierecks  construirt, 
so  bleiben  dieselben  in  ihrer  Eigenschaft  als  solche  bei  allen  Veränderungen 
des  Vierecks  erhalten,  ohne  ihre  Kreuzungapunkte  zu  wecbaeln. 

Die  RSnderung  zum  Satz  II)  über  das  Punktviereck  (Pig.  4). 
Unser  Bändern ngaprinoip  besagt,  statt  die  Tbeilungs punkte  A,  S,  P  direct 
in  die  Verbind oegsiinien  A^A„,  B^Bn,    AB   zw  legen,  Vauii.  la'Mi  »a  Äa^ 
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eitrag  : 


-  liinematischen  Theorie  der  OelenkmecbatiiBiiieii. 


Spitzen  von  Dreiecken  über  diesen  Seiten  annehmen.  Diese  drei  Dreiecke 
sind  gestaltlich  beliebig,  aber  bei  allen  Verändeniiigen ,  denen  das  Pnnkt- 
Viereck  A^Bf,A„B„  nnterworron  vird,  muee  ihre  Gestalt  dattn  ioTariabel 
bleiben.  Der  solcbermassen  erbaitene  Punkt  P  lüBst  genau,  nie  oben  an- 
gegeben ,  eine  zweite  Erzeugung  mittelet  dreier  Dreiecke  über  den  Strecken 
AaBot  -AnBn,  PoP„  zu,  deren  Form  aber  in  ganz  bestimmter  Weiae  ?on 
der  Form  der  zuerst  gewohltan  Dreiecke  abhängt. 

Leitfignr.  Diese  Abhängigkeit  der  aechs  Dreiecke  wird  selbst  durch 
einen  ganz  bekannten  Ubergeacblossenen  Mechanismus  (Fig.  15)  geometrisch 
versinnbildlicht,  den  wir  als  Leitfignr  zum  oben  betrachteten  Apparat  be- 
zeichnen wollen.* 

Erklärung  derselben:  0/  stellt  die  Einheit  vor;  03l  +  ?lJ=l 
stellt  die  Gleichnng  )t-fi=l,  0^  +  ^1=1  die  Gleichung  ( -f- I  =  1, 
06  +  ßJ^l  die  Gleichung  p  +  0  =  1  vor.  Das  Dreieck  aasp  +  a  — 1=0, 
das  heisst  OS/  werde  kurz  mit  A  bezeichnet.  Dieses  Dreieck  ist  an  den 
vier  Seiten  x,  l,  t,  (  des  Vierecks  031/$  so  angeheftet,  wie  die  Figur  15 
zeigt,  dann  haben  nach  den  Multiplicationsgesetzen  in  der  Gauss'echen 
Ebene  die  Seiten  der  angehefteten  Dreiecke  die  in  der  Figur  eingetragenen 
Werthe.  

Construirt    man    nun    die  Parallelogramme   ans   OK,  und   OSQi  bez. 
/üj  nnd  /9},,  so   zeigen   diese  freiwillig  den  Koppelpnnkt  $,    wl 
sofort  erkennen  wird. 

Die  halben  Parallelogramme: 

Dreieck  051, IJ!  und  Dreieck  /91j9ß,   ferner  Dreieck  Ö^ 
ItSsen  das  Problem,  denn  die  Seiten  derselben  verhalten  sich  wie 


081,  :8t, Sß 

Ö^   :^/ 
Da  Ji-|-5=  1, 


zeichneten  Parallelogramme  sein  muss. 


0%  =  HQ  -.Iß  :  (kq  +  te)  =  K :  L  -.1, 
i^  =  Ae  :  lo  :  (Ip  +  I<j)  =  fi  :  2  : 1, 
Ö7  =  (xp  +  f o)  :  (Ip  +  Iff)  :  1  =  B  :  S :  1. 

folgt,    dasB    $    freiwilliger   Koppelpnnkt  der  1 


Der  Punkt  Q^)iP,+ kP^  +  t^P^,  (»t  +  i  +  fi  =  l){Fig.  16).  Schreib^ 
man  den  Werth  Q  in  folgender  Weise : 

C  =«/'.+ AP. -t-fiP,, 

=  «J■,^-(l-x-^.)P,  +  ^PJ, 

=  [xp,+ (1 -x)pj  +  [a-fi)p,+^p,] -p„ 

so    erkennt    man,     dass    Q    Kesultantenpunkt    eines    Farallelogrammes    sar 
Summe  ^  +  P^  ist,   wobei  0  und  Ä  Spitzen  von  Dreiecken  über  ^P, 

*  Dasi  dieae  Leitfigur  ohne  Weiteres  aU  GIlipaograph  betracbtet  werden  kai 
scheint  oocfa  nicht  bekannt  za  sein.  Der  Nachweis  soll  in  einer  s^^teren  I' 
tbeihng  erbracht  werden. 


bez.  PgPg  sind,  deren  Gestalt  dnrch  die  Coefficienten  k,X,  ft  bedingt  ist. 
Bedenkt  man,  dass  die  obige  Zerlegung  dreimal  in  verechiedener  Art  aus- 
geführt werden  kann,  so  kommt  man  ohne  besondere  MUbe  auf  die  simaltan 
dreifache  Erieugnng  der  Koppelcurve  Eobert's,  Die  betreffende  Curve 
wird  (vergl.  Fig.  1  Taf.  111}  von  einem  Punkte  beschrieben ,  der  den  folgenden 
Gleiohnngen  genflgt:         Q  =  xP  +  iP  +  oP 

woKQ    noch    kommt,    dass    die   absoluten   Werthe    von    x,  X,  fi   fest   TOr- 


III.  Satz  über  daa  Punktviereck  (Fig.  17).  Die  Seiten  des  Punkt- 
Tierecks  kann  man  noch  in  anderer  Weise  zusammenfassen  wie  im  II.  Satz. 
Zq  dem  Ende  betrachten  wir  daa  Viereck  als  Projection  eines  Tetraeders. 
Dm  einen  Punkt  P  des  Tetraederraumea  zu  bestimmen,  theilen  wir  eine 
der  Ebenen   des  Tetraedei 


^i+i, 


ii+». 


Ai+a    durch    Xi    im  YerhSltniss 
lltniss  Qi :  a^.    Dann  erbalten  wir: 

p  =  e,x, +  ff,.ä,, 

P=p.X,  +  <r,J„ 


■^i  ■  ^i  '■  f*(  und  die  Entfernung  XiÄt  im 

IX,  =  «,^,  +  J,^,  +  ft,  J„ 
X^=^y^A,  +  l^A^  +  (>i^A,. 
Aus  den  Identitttten  P  =  P  ergiebt  sich 
Nehmen  wir  an,  eine  Punktbestimmung,  etwa  die  erste,  sei  zahlen- 
mKssig  bekannt,  so  ergiebt  die  Auflösung  dieses  Gleichungssystemes  die 
anderen: 


«,  :  i, :  ft,  =  Ij : 


=  ei«n 


:  J'4  =  -  : 


-  etil, 


U  =  Pi  f^i- 


(  Hiernach  ist  gezeigt,  dass  eine  Tierfacbe  Erzeugung  des  Punktes  P 
der  Ebene  des  Vierecks  ^1,^4,^^^^  müglicb  ist. 
Känderung  zum  Satz  III.  Die  Theilungspunkte  aa'bb'cc'dd'  auf 
den  Seiten  des  Vierecks  A^AJA3Af  von  Figur  17,  welche  die  Construction 
der  Xi  vermitteln,  werden  bei  der  Ränderuug  zu  Spitzen  von  Dreiecken, 
die  im  Allgemeinen  sSmmtlich  verschiedene  Gestalt  besitzen  werden.  Doch 
sind  von  diesen  Dreiecken  nur  drei  von  einander  unabhängig  wählbar, 
■end    die   übrigen    sich    ans  diesen  in  bestlmmtcT  ^e\w  «%ft\3e\i.,    'ü^k  1 


HcirÜin 


252       Beitrag  zur  kinematisohen  Theorie  der  Oelenkmechanismen. 

Besaltat  der  Bftnderung  ist  in  Figur  18  ersichtlich.  Bei  alleii  Bewegungen 
des  Gelenkvierecks  AiÄ^A^Ä^  projicirt  der  Punkt  P  die  Lftngen  Z^P« 
anter  gestaltlich  invariablen  Dreiecken. 

Leitfigur  (Fig.  19).  um  die  Abh&ngigkeit  der  Dreiecke  lu  Aber- 
sehen,  construiren  wir  uns  die  Leitfigur  Figur  19.  Dieselbe  besteht  ans 
einem  Linienzug  von  folgenden  Summanden: 


«II  K}  f*i 


^1 


Ueber  den  ersten  drei  Summanden  sind  Dreiecke  beschrieben,  welche 
dem  Dreieck  ^, -f<fi  =  l  ähnlich  sind,  so  dass 


aa'=^iKi,    bb'=PiAi,    cc'=^if*i, 
und 


=  <^2>  —  <^«i  =  <^l} 


a'b  =  («1  +  Aj  +  fh)  -  Äa'=  1  -  (^8=  ^„ 
6"!  =  (^1  +  fh  +  ^ )  -  6b  =  1  -  <^3  =  ^. , 

c'l  =  (fh  +  *i  +  ^i)  -  c7=  1  -  tf»  =  9i, 
so  dass  es  die  Dreiecksformen 

aa'b,    bb'^,    cc'i 

sind,  die  im  Punkte  P(=a'=b'^c')  gekoppelt  erscheinen. 
Femer  sind  zugeordnet  dem  Punkte: 

Zj  =  X2-4j+ A,il4+ fi^ili  das  Viereck  bebe  und  das  Dreieck  aa'b, 

^i  =  ^AA  +  hA+(^A^    „        „       bcfg     „      „        „       cc'i; 
denn   es  yerbalten   sich  die  Coefficienten  xt :  A,- :  fi^  wie  die  drei  Strecken- 
summanden,   welche  jeweils   im  betreffenden  Viereck  (vom   Anfangsbuch- 
staben an  gerechnet)  auftreten. 

um  deutlicher  zu  sein,   behandeln  wir  das  erste  Viereck  etwas  aus* 

fahrlicher:  <-    ^        r        <.    <.  ^i 

bebe;     bc  :  eb  :  be  =  A  :  tt  :  - 

Q 

Nimmt  man  voii  diesen  drei  Streckensummanden  je  zwei  coosecutive 
zu_jöinem  Dreieck  zusammen,  so  hat  man  die  an  die  Seiten  Ä^A^  und 
A^Ai  zu  fügenden  Dreiecke  und  zwar  coincidiren  die  Punkte,  die  hier 
unter  einander  geschrieben  sind: 

(-43^4,  ^4il,  I 
beb,    ebc  J 

IV.  Satz   über  das  Punktviereck  (Fig.  20).    Auch  dadurch  kann 

man  den  Punktraum   des  Vierecks  festlegen,   dass  man  das  letztere  durch 

die  eine   oder  andere  Diagonale  in  v^t\  DtevbdL^  xwlb^^  vai  federn  der- 
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selben  einen  Pankt  festlegt  und  aaf  deren  Verbindungslinie  irgend  einen 
Theilpnnkt  P  hervorbebt.    Dies  liefert  die  Erzeugungen : 

T^^xA,  +  lA^  +  ^^3,  Fl  =^KA^+LA^+  MA^, 

Y^^tA,  +  lA^  +  mAj,         r,  =  ft  il,  +  2A,  +  MA^, 

p  =  ^  r^+  cy r,.  p  =  u r,  +  sy^. 

Aus  der  Identität  von  P.=  P  ergeben  sich  die  Gleichungen: 

Q9i  +  at  =  Bß, 

qX^B&  +  8K, 

<yl  =  ä2»  +  SM. 

Aus  diesen  Gleichungen  erkennt  man,  dass  drei  der  Punkte  Yt  be- 
liebig wählbar  sind,  wir  nehmen  an,  es  seien  Y^,  Fg,  Y^-  dann  folgt: 

K:L:  M=  ^gk  —  ^(ga  +  af)j  :  [g^t  +  cm]  :^al  —  -g  (^x  +  af)j. 

Die  Bänderun^  zu  Satz  IV  ergiebt  wieder  Dreiecke,  die  im  All- 
gemeinen lauter  verschiedene  Gestalten  aufweisen,  aber  nur  sechs  von  ihnen 
sind  willkftrlich  wählbar  (Fig!  21). 

f  Verallgemeinerung.  Es  soll  hier  nur  an  einem  einzigen  Beispiel 
angedeutet  werden,  in  welcher  Weise  eine  Verallgemeinerung  der  an- 
gestellten Betrachtungen  eintreten  kann. 

Sind  z.  B.  fünf  Punkte  gegeben,  so  kann  man  sie  in  mehrere  Gruppen 
ordnen,  z.B.:  A,A,A,,    A,A,A,,    A,A,A,... 

A^A^^  A^A^f         A^A^,,. 

Aus  jeder  Zeile,  die  einen  Baum  vorstellt,  nimmt  man  einen  Punkt: 

X  =  Xi-4i  +  lA^  +  ^ilg, 

r=f^  +  I^,  U.S.  f. 
und  bildet  daraus  einen  Punkt  P: 

P=^Z  +  <yr,    P=Q'X'+aY' 

und  setzt  schliesslich  die  Werthe  von  P  einander  identisch  gleich.  Daraus 
ergeben  sich  dann  die  Belationen  der  x,  il,  fi,  (,  I,  (,  tf.  Durch  Ränderung 
ist  die  erhaltene  Figur  noch  weiter  auszubilden. 

Ein  weiteres  Problem.  Die  Sätze  I  bis  IV  behandelten  im  Wesent- 
lichen die  Aufgabe: 

jyEs  sind  im  Mechanismus  des  bewegten  Vierecks  A^A^A^A^ 
vier  solche  Punkte  ZZ' FT' anzugeben,  so  dass  die  Verbindungs- 
linie XX'  von  FF'  immer  im  selben  (auch  complexen)  Veihältniss 
getheilt  wird.** 
Wir  können  dieser  Forderung  eine  andere  entgegensteUen : 

„Es  sind  im  Mechanismus  des  bewegten  Vierecks  AiA^A^A^ 
Tier  Bolche  Punkte  XX'YY'  anzugeben,  «o  ÖAa^  ÖA^^wVYsAaÄ^fiir 
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linien  XX'  und   YT'  einen    festen  Winkel   einBchliessen   und  in 

festem  Verhftltniss  stehen.* 
Beide  Probleme  erfordern  zur  LOsnng  den  gleichen  Ansatz.    Im  ersten 
Fall  wurde  ein  Punkt P  so  bestimmt,  dass  ^X  +  aX'=  RY+  8Y'  war, 
wobei  p  +  ö  =  l,     Ä  +  fifc=l 

vorausgesetzt  würde.    Im  zweiten  Fall  soll 


^x'x  =  ßrr 

sein,  was  man  auch  schreiben  kann: 

QX  +  aX'=^RY+8r, 

angenommen  wird.  Da  aber  alle  angenommenen  Gleiohungssjsteme  fftr 
die  Sätze  I  bis  IV  auch  unter  diesen  Bedingungen  lösbar  sind  —  aller- 
dings sind  die  Schlussresultate  andere  —  so  ist  die  Möglichkeit  der  Lösung 
des  Problems  erwiesen,  der  Gang  zur  Behandlung  angedeutet.* 


§  6.    Aehnlich  veränderliche  Figuren. 

1.  Lehrsatz.  Wenn  die  im  Schema  der  Grundpunkte  eines  ebenen 
Pantagraphen  auftretenden  affin  bezogenen  „Körper*'  einander  so  ähnlich 
werden,  wie  sie  affin  auf  einander  bezogen  erscheinen,  so  ist  denselben 
auch  der  in  der  letzten  Zeile  des  Schemas  enthaltene  nEörper^  ähnlieh. 

Beweis.    Sei 


^2      ■'^9       ^9  •  •  • 


Ä     B      C.  .. 
das  Schema,  dann  ist  bekanntlich: 


(«»^  =  0. 


(o) 


a-4  =  a^Ä^  +  a^A^  + 


aB^a,B,  +  a^B^  + 


aC^a^C^  +  a^C^  + 


folglicn : 


AB=-  AiB-^  +  A^ ^2  +  •  • . 


BC^B^C^+B^C^-^- 


Wegen  der  vorausgesetzten  directen  Aehnlichkeit  besteht  aber  für  Längen 
und  Richtungen  die  Proportion: 


A^B^i  B^Cii  C^Di"'  =  A^B^:B^C^:  C^D^."  = 


Vergl  die  Fussnote  8.  248  diesea  He^%. 
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Nach  dem  Satz  von  der  correspondirenden  Addition  der  homologen 
Olieder  kann  man  dieser  fortlaufenden  Proportion  noch  das  Glied  hinzufUgen : 


=  TAiBi :  ZBiCi :  ZC<A  : 


=  ^jB:  jBC:  CD:  ... 

Hiermit  ist  der  Lehrsatz  bewiesen. 
Einfaches  Beispiel.    Das  Schema 


A 

B, 

c^ 

A, 

B, 

c. 

A 

B 

c 

(P) 

(P)  =  0  (Pig.  22) 


(P) 

enthalte  zwei  congruente  Dreiecke,  deren  Ebenen  in  einem  beliebigen,  sich 
nicht  entsprechenden  Punkt  F  gekoppelt  seien.  Ergänzt  man  die  von  P  nach 
correspondirenden  Punkten  J.|,  A^\  B^^  B^\  C^f  C^  gehenden  Strecken  zu 
Parallelogrammen,  so  werden  deren  Resultantenpunkte  Ä,  B,  C  ein  den 
gegebenen  Dreiecken  ähnlich  veränderliches  Dreieck  bilden. 

Anmerkung.  Lässt  man  P  in  zwei  cyklisch  folgende  Punkte ,  z.B. 
J.^  und  Gefallen,  so  erscheint  der  Sylvester 'sehe  Plagiograph. 

2.  Lehrsatz.  Ein  ähnlich  veränderliches  Dreieck  (Vieleck)  kann  von 
den  einer  Gruppe  von  Punkten  Ä,  B^  C,  D . . .  ^linear  verwandten  Punkten 
im  Allgemeinen  nur  erzeugt  werden,  indem  man  in  den  Ebenen  der  Stäbe 
ÄBj  BC,., .  Dreiecke  festlegt,  die  dem  zu  erzeugenden  selber  ähnlich  sind. 

Beweis.    Sei  XTZ  das  zu  construirende  Dreieck,  so  muss  sein: 

X  =  x,  il+xj-B  +  Xj(74-...     Zx<  =  l, 

Y^X^Ä+X^B  +  X^C  +  ..^     Zit,  =  1, 

Z  =  HiÄ+  n^B  +  fi^C  -\ Zf*<=  1. 

Soll  Z  die  Spitze  eines  ähnlich .  veränderlichen  Dreiecks  über  der 
Basis  XY  bilden,  so  muss 

Z=uX  +  vY,    u4-t;  =  l 

sein,    oder  was  dasselbe  ist,    die  letzte  Zeile  muss  eine  Folge  der  beiden 
ersten  sein.     Daher  muss  die  Matrix 

X«   Xa  Xo    ... 

1  ^S  ^8  *  .  . 

Um  die  Punkte  Z,  F,  Z  zu  construiren,  benutzen  wir  das 


verschwinden. 
Schema: 


^1 

y,x, 

z. 

Fg  X^ 

z> 

Y,X, 

1 

z 

r  X 

AB 
BC 
C. 

•  •         • 

MN 
AN 


(B) 


=  0. 
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Dahei  sind  die  Z^F^Z,-  so  zu  hestimmen,  dass 

Z,  =  (x,  -  K,)B  +  (1  -  X,  +  x,)C, 

^3  =  (*»  -  '«»)C  +  (1  -  K,  +  »C,)l>, 


Wir  wollen  nun  nntersnchen^  welche  Bedingungen  statthaben  mflssen, 
damit  die  den  Stäben  AB,  BC  attachirten  Dreiecke  fthnlioh  seien.  Zo 
dem  Ende  mflsste  die  Gleichung  bestehen: 


oder: 


oder: 


oder: 


Zj—  Y^ 


^  —  ^     *g       X|        ^   I    ^ 

Xj       Xj       1 

Aj     A,     1     =0. 


Damit  die  Gesammtheit  der  Dreiecke  XiTiZ^  ähnlich  werde,  mftsste  die 
Bedingung  erfüllt  sein: 

Ai     Ag     X^...Xn^i    1      =0. 

Dies  ist  aber  mit  der  Bedingung  identisch,  die  wir  oben  entwickelt 
haben,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  Zx2=ZA^s=Zft<=  1  ist. 

Beispiel.  Die  eben  angestellte  Betrachtung  führt  uns  gleichzeitig 
auf  die  allgemeinste  Erzeugung  ähnlich  veränderlicher  Figuren:  Man 
nehme  in  den  Ebenen,  die  mit  den  Stäben  AB,  BC^  CD  einer  Kette 
ABDC...  verbunden  sind,  willkürlich  feste,  einander  ähnliche  Dreiecke 
XiYiZi  an  und  suche  zu  den  Punkten  Z;  bez.  7«  bez.  J?^  die  Resultanten- 
punkte  Xf  Y^  Z  zur  Kette.  Dann  formiren  diese  selber  ein  den  Dreiecken 
Xi  YiZi  ähnlich  veränderliches  Dreieck. 

Da  es  nun  nicht  auf  die  Constanz  der  Stäbe  AB^  BC...  ankommt, 

sondern  blos  auf  die  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  Xi  YiZi^  so  kann  man  statt 

des  Stabes  il^  einen  Dreistabmechanismus  ilZ^F^^  einführen,  auf  dessen 

Mittelglied  das  Dreieck  X^  Y^  Z^  sitzt  u.  s.  f.     Dadurch  hat  man  die  Be- 

weglicbkeit  des  Apparates  noch  ethUit  ^'\g.2^V 
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3.  Lehrsatz.  Nur  in  Ausnahmefällen  ist  die  Entfernung  von  zwei 
Punkten:     p«  ^^il  +  x,-B +  ...     und     Q^l^Ä+l^B  +  '' 

bei  der  Bewegung  des  Sjstemes  Äf  B^. . .  constant. 
Beweis:    Diese  Entfernung  ist 

PQ==  Ai  -  x^  il  +  Ag  -  X, 5  +  . . . 

Setzen  wir  der  Einfachheit  halber  ein  Viereck  AB  OD  voraus,  das 
von  den  vier  Stäben  AB^  BC^  CD,  AD  gebildet  wird,  so  kann  man 
PQ  jedenfalls  auch  so  schreiben: 

PQ^{l,A+Ji,B)^{UC+l,D) 

das  heisst:  ein  Punkt  X  der  Seite  AB  müsste  von  einem  Punkte  Y  der 
Seite  CD  eine  feste  Entfernung  haben,  was  unmöglich  ist,  es  falle  denn 
X  und  T  mit  Ecken  A^  B^C^  D  zusammen. 

Daraus  kann  man  entnehmen,  dass  zwei  Punkte  P  und  Q  nur  dann 
eine  oonstante  Entfernung  von  einander  besitzen  können,  wenn  ihre  Ver- 
bindungslinie parallel  zu  einem  der  Kettenstftbe  bleibt. 


(SohloM  folfft.) 


xm. 

Die  ElaBtioitätBOoefficienten  und  die  Wellen- 
bewegungserseheinungen  als  Functionen  der 
Moleculargewlchte   und   speciflschen  Wärme. 

Von 

Dr.  Otto  Foerstek 


Äur  die  Beziehungen,  welche  zwischen  den  ElaBticitÜtscoefBcienten  i 
Metalle  einerseita  und  deren  Dichtigkeit  nnd  Moleoularge wicht  andererseitt 
bestehen ,    ist    bereits    vor    längerer   Zeit    hingewiesen    worden.     Po i  s s o d ' 
stellte  folgende  Formel  auf: 


dyfr 

d.T    ' 


I 


In  dieser  Formel  ist  N  eine  constante ,  auf  die  Oberfi&cbe  des  KOrptn 

lothrecht  wirkende  Kraft,  Ö  die  von  ihr  bewirkte  proportionale  lineare 
Dilatation  oder  Contraction  des  Körpers,  r  der  Wirkangsradiua  einw 
Molecüls,  a  der  mittlere  Abstand  zweier  benaohharier  Molecöle  aoä  fr  die 
Fnnction,  durch  welche  man  das  Gesetz  der  molecularen  ResulIaDte  aaS' 
gedrückt  annimmt.  Bei  den  gewöhnlichen  Versuchen  wirkt  die  Kraft  aar 
an  den  beiden  Enden  eines  Prisma,  und  wenn  das  Verhältniss  der  Kraft 
zu  der  erzeugten  linearen  Verlängerung  oder  Verkürzung  g  genannt  irird, 
BO  ist  dasselbe  die  Hälfte  des  Vorstehenden.     Man  bat  also: 


4^ 

d.r 


worin  a  =  y  —%  nämlich   S  daa   fipecißaelui  G««ioht,  A  das  Mtileculur' 
gewicht. 

Der  Werth  g  .  a'  ist  nahttlii  con»*-  sill.i  »• 


de  l'Acadi'ii::! 
Aanalen.    I 


on.   MeUioifö  sur  ' 


^^B         WenD    ma 


Von  Dr.  Otto  Foekster 


I 

1 

l 


Veno    man    den  Eluücitfitscoefficienten    mit  E  bezeioimet,    so  kann 

dem  Auadriick  auch  die  Form  ^{j/  -^)  =  constatU  geben. 

In  diesem   Ansdrucke   iet  ßiae  obne  Weiteres  verstBndlicfa,   dass  näm- 

lieb  y  -^  ein  Maasa  für  die  mittleren  ÄbstSnde  zweier  benachbarter  Mole- 

A 
cöle  ist,  da  —  ein  Maass  für  das  Molecularvoluro  oder  besser  für  den  mitt- 
leren jedem  MolecOle  zar  Verfügung  stehenden  Raum  ist.  Unaufgeklärt 
aber  bleibt  die  nHhere  Beziehung  zwischen  der  Höhe  der  Potenz  jenes  Ab- 
staodes  und  den  VerlSngerongen  oder  VerkOrzungen ,  welche  Stabe  ver- 
schiedener Metalle  von  gleicher  LUnge  nnd  gleichem  Querschnitt  durch  ein 
and  dasselbe  Gewicht  erleiden. 

Bekannte  Formeln   fUr  die  Fortpflanzangageacb windigkeit  der  Wellen- 
bewegung   in  Stuben    sollen   znr  Entwickelung  des  Ausdrucks  fflr  die  con- 

Btante  Grösse  E,(  7/ —)■  oder,   wenn  die  jetit  meist  ablichen  Zeichen 

eingesetzt  werden,  E.il/  -z-1  dienen. 

Noch  einer  jener  Formeln  ist  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 


=/^ 


worin  g  die  Beschleunigung  beim  freien  Falle,  S  die  Verlängerung  eines 
1  Meter  langen  Stabes  durch  ein  dem  Gewichte  desselben  gleiches  Gewicht 
bedeutet 

Eine  andere  Formel  lautet:  7/^ 

0  =  ]/^- 

'worin  E  den  ElaeticitKtecoefficienten ,  D  die  Dichtigkeit  des  Materials  be- 
identet,  aus  welchem  die  Stäbe  gearbeitet  sind.    Demnach  ist 

/f=//i  -  -^- 

Um  die  Elasticitfitscoefficienten  der  Metalle  zu  ermitteln,  bedarf  es 
daher,  abgesehen  von  der  Beschleunigung  beim  freien  Falle,  nur  noch 
der  Kenntniss  der  specifischen  Gewichte  der  Metalle,  sowie  der  senkrechten 
linearen  Verlängerung  oder  Verkürzung,  welche  die  Raumeinheit  durch  ihr 
Eigengewicht  erfahrt. 

Die  einfache  Ueberlegung  fuhrt  zu  dem  Schlüsse,  dass  diese  Ver- 
Iftngerong  oder  Verkürzung  umgekehrt  proportional  sein  muss  der  Summe 
iet  Centrlpetalkrafte  reep,  CentrifugalkrSfte  der  in  der  Raumeinheit  ent- 
haltenen MolecUle. 

Den  zwischen  zwei  einzelnen  MolecUlen  wirkenden  CentrlpetalkrfifLen 
proportional  nSmlich  d 
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ihres  Abstandes  daroh  eine  Kraft  sein,  welche  dem  Molecnlargewichte 
proportional  ist  Der  Widerstand,  den  sKmmtliche  die  Banmeinheit  er- 
füllenden Molecftle  ihrer  gegenseitigen  Entfernnng  oder  Annäherung  durch 
ein  ihrer  Gesammtmasse  proportionales  Oewicht  entgegensetzen ,  miiss  also 
der  Samme  der  Centripetalkr&fte  resp.  Centrifagalkrftfte  der  die  Banm- 
einheit erfüllenden  Molecftle  proportional  sein.  Diesem  Widerstände  nm- 
gekehrt  proportional  ist  die  lineare  DHatation  oder  Contraction  der  Banm- 
einheit.    Es  ist  demnach  ji 

worin  8  die  Samme  der  die  Banmeinheit  erfftUenden  Holecttle,  v  ihre 
Geschwindigkeit  bei  gleichen  Temperataren,  B  ihren  mittleren  gegen- 
seitigen Abstand  bedeutet. 

Die   relative  Anzahl   der    die  Banmeinheit   erfüllenden  Molecftle   ver- 
schiedener Körper  ist  umgekehrt  proportional  dem  Molecnlarvolom,  wird 

also  durch  3>  ausgedrückt. 

JB. 

Nach  Einsetzung  der  wahren  Werthe  für  12  und  8  wird  daher: 


«  = 


Ü.  £3. 

D    _.    ,  "  Dp* 

M 


Setzt  man  nun  für  d,  mit  Vernachlässigung  von  g  als  Bestandtheil 
einer  später  einzufahrenden  Constante,  den  obigen  Werth  — «  so  wird: 

^  =  i-?-    und    £  =  m.«l/?. 

Da  nun  die  Bewegungsgrössen  der  Molecüle  einander  gleich  sind, 
wenn  sich  ihre  Geschwindigkeiten  umgekehrt  wie  ihre  Massen ,  also  nach 
dem  Gesetze  von  Dulong  und  Petit  direct  wie  die  specifischen  Wärmen  bei 
gleichen  Temperaturen  verhalten ,  so  kann  man  für  die  Geschwindigkeit  r 
die  specifische  Wärme  c  setzen,  und  es  wird: 

wofGlr  ohne  beachtenswerthen  Fehler  auch  gesetzt  werden  kann: 

E  =  {fD~c)\ 
oder  auch:  .  sz-ttv, 

womit  der  obige  Ausdruck  für  die  Constante  q .  a^  oder 
bergeateUt  ist  *  V     D^ 


Von  Dr.  Otto  Fo erste b. 

Für  die  Fortp&auungBgeBchwiiidigkeit  der  Wellenbewegung  entwickelt 
!ek  ans 

nnd 


«'=5 


j  Formel; 


R 


das  heUst:  daa  Quadrat  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellen- 
bewegung ist  proportional  der  Summe  der  lebeudigen  Crät'te  der  In  der 
Raumeinbeit  eiitbalt«neu  MolecUle,  umgekehrt  proportional  dem  mittleren 
Abstände  zweier  benachbarter  MolecUle;  oder  auch  proportional  der  Summe 
der  Cectripetalkr&fte  reap.  Centrifugalkräfte  der  in  der  Raumeinbeit  ent- 
haltenen MolecUle, 

Aof  weitere  Folgerungen  aus  den  eo  entwickelten  Formeln  aoll  hier 
nicht  weiter  eingegangen  werden. 

Die  beigegebene  Tabelle  enthält  in  den  ersten  drei  Columnen  die  von 
Wertheim  gegebenen  auf  experimentellem  Wege  ermittelten  ElasticitUts- 
coefScienten ,  in  der  letzten  Colnmne  die  dem  Ausdruck  {K.D.c)'  ent- 
sprechenden  Werthe,  worin  die  Conatante  K  den  daroh  Dirision  der 
experimentell  gefundenen  Elaaticitätscoefficienten  darch  ifl .  c)'  erhaltenen 
Mittelwerth  77,33  reprSsentirt. 

Die  aaf  die  eine  oder  andere  Weise  ermittelten  Zahlenwertbe  zeigen 
zuweilen  namhafte  von  den  ZuetSuden  der  Metalle  abhangige  Abweichungen, 
die  namentlich  durch  die  Verschiedenheit  der  epecißschen  Gewichte  ver- 
ursacht werden,  aber  auch  in  der  Grösse  der  für  die  verschiedenen  Zustände 
geltenden  Werthe  der  specifischen  WUrmen  ihren  Orund  haben  können. 
Leider  sind  die  specifischen  Wärmen  fOr  die  von  Wertheim  verwendeten 
Metalle  nicht  bekannt.  Da  diese  unterschiede  durch  den  hohen  Exponenten 
erheblich  vergrBssert  werden,  so  können  die  Abweichungen  der  berechneten 
Werthe  unter  sich  und  tod  den  experimentell  ermittelten,  sowie  der  letzteren 
unter  einander  kaum  auffallen.  Im  Allgemeinen  zeigen  die  nach  der  oben 
entwickelten  Formel  berechneten  höchsten  oder  niedrigsten  Werthe  Ueber- 
einstimmuDg  mit  mindestens  einem  der  experimentell  gefundenen.  Grössere 
Abweichungen  kommen  bei  Zinn  und  Platin  vor,  die  beim  Zinn  durch 
die  Eigenart  der  inneren  Structur ,  beim  Platin  durch  die  Veruareinigungeu 
des  zu  den  Versuchen  verwendeten  Materials  vielleicht  erklärbar  sind. 
Bekanntlich  wird  das  specifiscbe  Gewicht  des  Platins  durch  einen  Gebalt 
an  Iridium,  namentlich  in  Verbindung  mit  Osmium  sehr  wesentlich  erhöht, 
obgleich  das  specifische  Gewicht  des  letzteren  unter  Umständen  sehr  viel 
niedriger    ist.*     Natürlich    beeinflussen    solche  Verunreinigungen    auch   die 

!  Ueberosmiumiäure    reducirte«    Usmium    hat   daa 


H^ecifi« 
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speoifische  W&rme  und  beeinträchtigen  die  Richtigkeit  des  fdr  das  reine 
Metall  angenommenen  Moleculargewichts.  Das  verarbeitete  Platin  jener 
Zeit,  in  welcher  die  erwähnten  Versuche  gemacht  wurden,  war  bekanntlich 
niemals  rein.  Auf  die  Thatsache,  dass  der  ElasticitfttscoefSoient  fElr  ein 
und  dasselbe  Metall  nicht  constant,  sondern  mit  den  Umständen,  die  seine 
Dichtigkeit  beeinflussen,  veränderlich  ist,  hat  schon  Wertheim  hin- 
gewiesen. 


Namen  und  Zustand 

Elasticitätscoefficienten 

experimentell  ermittelt 

nach 

{K.D.c)i 

Ä'  =  77,88. 

MaTirnnm  und 
Minimum    der 

der  Metalle. 

Längs- 

Quer- 

• 

Ver- 

Iftngerujig 
daroh 
gleiche 

Gewichte. 

specifischen 
Gewichte    der 

schwingungen 

MetaUe. 

Blei,  sehr  langsam  er- 
kaltet,   krjstalli- 
nisch     .... 

2320 
2270 

11,87  (Reich) 

„      ebenso  .... 

— 

— 

— 

11,254  (Deville) 

„     gegossen    .     .     . 

199S 

1985 

1775 

— 

— 

„      ausgezogen     .     . 

2273 

1781 

1803 

3200 

— 

Zinn,  geschmolzen  .     . 



— 

— 

7,81 

„       durch  Electrolyse 
in    tetragonalen 
Prismen   .     .     . 

2860 

^  ^^^jRammels- 
6,969l     berg 

„        ausgezogen  .     . 

4006 

3840 

— 

— 

— 

„        angelassen    .     . 

4418 

3703 

— 

4890 
4700 

Cadminm,  gehämmert 

— 

— 

8,6944 

i  Stroh- 
majer 

„           geschmolzen 

— 

^■~ 

8,546  (Schröder) 

„           ausgezogen 

6090 

5424 

7358 
7141 

— 

— 

„           angelassen 

4241 

5313 

7550 

— 

SUber,  gefällt   .     .     . 

10,62 

„          ausgeglühter, 
öfter  gezogener 
Draht    .     .     . 

7820 

7240 

10,43  (Lengsdorf) 

„         ausgezogen 

7576 

— 

;,         angelasseu 

7242 

7533 

i 

^ 

V 
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Namen  nnd  Zustand 

Elasticitätscoefßdenten 

experimentell  ermitlelt 

nach 

(K.D.e)^ 
K  =  77,8S. 

Maximum  und 
Minimum    der 

der  Metalle. 

Längs- 

Quer- 

Ver- 
l&ngemng 

durch 

gleiche 

Gewichte. 

specifischen 
Gewichte  der 

Schwingungen. 

MetaUe. 

Gk>ld,  durch  FeSO^gB- 

fallt  ...    . 

10060 

20,689  (G.Rose) 

,,      geschmolzen 

— 

— 

— 

8510 

19,266(MatthieeBeD) 

,,      ausgezogen  •     . 

8599 

8645 

8132 

■H^ 

— 

„      angelassen    .     . 

6372 

5989 

5585 



— 

Zink,  gewalzt    .     .     . 

— 

— 

10560 

7,8  (Bolley) 

y,       k&uflich^    ge- 
schmolzen    .     . 

_. 

■— 

9140 

6,861  (Brisson) 

„       destillirt,    ge- 
gossen in  Sand 

7536 

6778 

_ 

— 

— 

n       destillirt,    ge- 
gossen in  Form 

9338 

9423 

9021 

10600 

— 

Falladiam,  geschmiedet 

— 

11,8  (Cock) 

„           geschmoben 





9780 

A^  .     Deville  u. 
^^'*  1    Debray 

„           ausgezogen 



12395 

11759 

— 

— 

,,           angelassen 

"^ 

11281 

9789 

12860 

— 

Platin ,  gewalzt .     .     . 

23,64  (Cloud) 

,,         feiner  Draht  ge- 
schmolzen .     • 



_— . 

— 

10980 

21,5 

Wollaston, 

Deville  und 

Debray 

„         dünner  Draht . 

16176 

15928 

— 

— 

„         desgleichen  an- 
gelassen    .     . 

14292 

14373 

— 

— . 

— 

„         mittelstarker 
Draht    .     .     . 

17165 

17153 

17044 
15518 

— 

i— 

„         desgleichen  an- 
gelassen     .     . 

15611 

15355 

i 

\ 

— 
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Namen  und  Zustand 

Elasticitätscoefficienten 

experimentell  ermittelt 

nach 

K  =  77,M. 

Maximum  und 
Minimum    der 

der  Metalle. 

Längs- 

Quer- 

Ver- 

Iftngenmg 
durch 
gleiche 

Gewichte. 

specifischen 
Gewichte    der 

schwingungen. 

Metalle. 

Kupfer,    unter   NaCl 
geschmolzen,    als 
Draht  gehämmert , 
auch    als    Blech 
gewalzt   und   ge- 
hämmert  .     .     . 

16610 

o  ^^^   Marchand 
Ö|^ö2  u.  Scharer 

„     unter  Glas  u.Borax 
geschmolzen  .     . 

— 

— 

11760 

7,72 

„     ausgezogen     .     . 

12536 

12513 

12449 

— 

— 

„     angelassen      .     . 

12540 

11833 

10519 

— - 

— 

Eisen,    chemisch    rein 
durch  Olühen  von 
Clavierdraht    mit 

— 

19630 

7,8489  (Broling) 

„     desgleichen  durch 
Auswalzen      und 
Ziehen  .... 

_ 

.^_ 

18090 

7,6 

„     ausgezogen      .     . 

19903 

18547 

20869 

— 

— 

„     angelassen.     .     . 

19925 

19410 

20794 

— 

— 

Zur  MaassbeBttmmung  in  den  einförmigen 
Grundgebilden. 

Von 

Dr.  Kakl  Doehlemann, 


Der    zur    Maasabestimmaiig    la    den    einfSrinigeii    Gnindgebilden     der 

a  KuliUdiscben  Geometrie  notbweodige  Begriff  des  Doppel  verbal  tnisa  es 
TOD  vier  Elementen  einea  solchen  Gebildes  scbeint  mir  trotz  Tielfacbater 
Bebaadlnag*  nocb  einer  Darstellung  fähig,  welche  das  OualitStagesetz 
etwas  schärfer  hervortreten  ISsat,  die  zwei  verschiedenen  BeatimmnngH- 
arten  des  Yorzeichena  ausdrücklich  betont  und  eine  kleine  Lücke  auBfUllt 
in  dem  geometrischen  Beweise  ftlr  den  Satz,  dass  vier  Punkte  einer 
Geraden  nnd  vier  durch  sie  gehende  Strahlen  eines  Büschels  das  gleiche 
DoppelverhSitnias  liefern.  Ea  wird  dies  erreicht  dadurch,  dasa  von  vorn- 
lierein    der  Begriff  des  »Trennungs-EJementes"  zur  Einführung  gelangt.** 


I.  Der  Strahlbtticiiel. 
1.  Unter  einem  Strablbüachel  versteht  man  den  Inbegriff  aller  Strahlen 
dnrcb  einen  Punkt  in  einer  Ebene.  Dabei  ist  unter  „Strahl*  die  Gerade 
in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  gemeint.  Sie  wird  durch  den  Mittelpunkt 
des  Büschels  in  zwei  „Halbstrablen"  zerlegt.  Zwei  Strahlen  a  nnd  b  be- 
stimmen dann  zunächst  vier  Winkel,  die  aber  paarweise  einander  gleich 
sind.  Verstehen  wir  unter  ab  die  Grösse  der  Drehung,  welche  a  nacb  b 
aberfuhrt  und  zwar  auch  dem  ßinne  nach,  so  ist  ab  der  Grdase  und  dem 
Sinne  nach  doppeldeutig  (Fig.  1). 


„Geometrie  der  Lage"j   Cre- 
;  sowie  Wiener:  „Darstellende 


*  Ich  nenne  die  Lehrbücher  von  Fiedler;  ,. 
mona:  „Elemente  der  projeotiviachen  Geometrie". 
Geometrie"  Bd.  1. 

**  Profetsor   Paich    gebraucht  in   seinen   „Vorletungen  Aber  nenere  Qeo- 
melrie",  Leipzig  18S2,  die  Ausdrücke  „Grenzitrah!"  „Grenzpunkt".  S.  29,  S.  IS. 

_      Zefucliiifl  f  Malliaiiialii  0.  Pbyiik  JJ.Jalirg,  ISOS.  &,IIe(t 
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2.  Nehmen  wir  jetzt  drei  Strahlen  a,  h^  e.  Dann  kann  man  mittelst 
derselben  einen  Drehungs  -  Sinn  definiren:  es  soll  nämlich  durch  die  Auf- 
einanderfolge ahc  oder  durch  den  ^Sinn  ahc'^  die  Drehung  bezeichnet 
werden,  welche  den  Strahl  a  nach  h  führt,  ohne  dass  dabei  c  passirt 
wird  (Fig.  2). 

3.  Will  man  also,  dass  zwei  Strahlen  eines  Büschels  einen  nach  OrOsse 
und  Sinn  eindeutigen  Winkel  festlegen,  dass  also  ah  eindeutig  ist,  so 
muss  man  noch  einen  weiteren  festen  Strahl  u  hinzunehmen  und  unter  ah 
die  im  Sinne  ahu  genommene  Drehung  verstehen.  Es  ist  also  ah  dann 
die  Drehung,  welche  nicht  über  u  führt.    Wir  wollen  diesen  Hilfsstrahl « 

Fig.  1. 


den  Trennungsstrahl  nennen  (Fig.  3).    Für  weitere  Strahlen  c,  d...fN,  n 
gelten  dann  die  Relationen: 

ah  +  ha^O, 

ah  +  hc  +  ca  =  0, 

ah  +  hc  -] h  tnn  +  na  =  0. 

Wollte  man  sich  weniger  genau  ausdrücken,  so  könnte  man  sagen, 
dass  man  durch  den  Trennungsstrahl  den  Büschel  halbirt  und  sich  bei 
der  Betrachtung  auf  eine  Hälfte,  also  auf  Halbstrahlen  beschränkt. 

4.  Hat  man  vier  Strahlen  a,  &,  c,  d  und  theilt  sie  in  die  Gruppen 
ah  und  ce2,  so  bestimmen  ahc  und  ahd  je  einen  Sinn  nach  2).  Wir 
definiren  jetzt: 

„Die  vier  Strahlen  ah  cd  heissen  getrennt,  wenn  die  Sinne  ahc  und 
ahd  entgegengesetzte  sind.^  Man  kann  dann  von  a  nicht  nach  h  ge- 
langen, ohne  0  oder  d  zu  passiren.  Kann  man  von  a  nach  b  gelangen, 
ohne  c  oder  d  zu  berühren,  so  trennen  sich  die  Strahlenpaare  ab  und 
^^  nicht 
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5.  Nehmen  wir  jetzt  zu  den  vier  obigen  Strahlen  einen  Trennungs* 
strahl  u  hinzu,  so  hat  der  Doppelquotient 

ca     da 
'cb'db 

nach  Grösse  and  Vorzeichen  einen  eindeutigen  Werth.  Es  treten  in  ihm 
vier  Drehungen  auf:  Wir  rechnen  alle  entgegengesetzt  der  ührzeiger- 
bewegung  sich  ausbildenden  etwa  positiv,  die  mit  dem  Uhrzeiger  gehenden 
negativ.* 

Fttr  die  Rechnung  freilich  müssen  wir  statt  der  Winkel  selbst 
trigonometrische  Functionen  dieser  Winkel  einführen  und  zwar  muss  die 
einzuführende  Function  eine  ungerade  sein.  Wir  wählen  aus  Gründen, 
die     allerdings     erst    später  Fig.  3. 

SU  Tage  treten,    den  Sinus.  ^ 

Dann  ist  auch 

sinca     sin  da 
sinch'  sindh 

der  Grösse  und  dem  Vor- 
zeichen nach  bestimmt ,  wenn 
die  vier  Strahlen  und  ein 
fester  Trennungsstrahl  ge- 
geben sind.  Wir  nennen 
diesen  Doppelquotienten  das 
Doppelverhaltniss  der  vier 
Strahlen  ah  cd  für  den  Trenn- 
ungsstrahl u  und  schreiben : 

I)  {ahcd)u  = 


sinca    sin  da 
sincb     sindh 


Hierbei  muss  also  u  gegeben  sein  und  zur  Vorzeichenbestimmung  sind 
die  vier  Drehungen  zu  berücksichtigen.^  Ist  u  gegeben  und  hat  man  drei 
Strahlen  ahc^  sowie  den  Werth  {ahcd)^  so  ist  daraus  d  eindeutig  festgelegt. 

6.  Es  fragt  sich  jetzt  aber:  Kann  man  für  vier  Strahlen  eines 
Büschels  nicht  auch  einen  Doppelquotienten  bilden,  der  von  der  Wahl 
eines  Trennungsstrahles  unabhängig  ist?  Wird  kein  Trennungsstrahl  an- 
genommen, so  sind  alle  Symbole,  wie  z.  B.  ca,  nach  Grösse  und  Sinn 
doppeldeutig  (1).  Die  Doppeldeutigkeit  des  Winkels  machen  wir  unschäd- 
lich, indem  wir  eine  trigonometrische  Function  des  Winkels  einführen, 
welche  sich  nicht  ändert,  wenn  statt  des  Winkels  sein  Nebenwinkel  ein- 
geführt wird.  Unter  den  einfachen  trigonometrischen  Functionen  hat 
diese  Eigenschaft  blos  der  Sinus.    Es  liegt  also  nahe,  diesen  einzuführen. 


*  Die  Fizirung  eines  bestimmten,  positiven  Drehung -Sinnes  ist  nicht  noth- 
wendig,   da  das  Vorzeichen  der  Quotienten  sich  auch  ohne  iViü  V^^^\>varai^T!L  \&SAiV. 
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Die  Doppeldeutigkeit  des  Sinnes  ferner  umgehen  wir,  indem  wir  Ober- 
haupt alle  Winkel  positiv  nehmen.  Dies  soll  durch  cä  ausgedrückt  werden. 
Dagegeu  geben  wir  dem  guDien  Doppelquotienten 

sin  Ca    sin  da 

sin  c  b    sin  db 
das  Vorzeichen  -|-  oder  — ,  je  nach  dem  abc  und  abd  gleichen  oder  ent- 
gegengesehten  Sinn  haben,  das  heisst,  je  nachdem  sich  die  Paare  ab  und 
cd  nicht  trennen  oder  trennen. 

Wir  wollen  dies  durch  die  Formel  andeuten : 

IT.,  /   >.   j\       j   Isinca    sinda 

II)  (abcaj  =  +    — ^=  :  ■    -_ ■  ■ 

\sinch    sindb 

Es  ist  nun  der  Werth  II)  identisch  mit  I),  oder  anders  anegedrDckt» 
Der  Werth  des  Doppelverhalt nisses  von  vier  Strahlen  ist  unabhängig  tob 
der  Wahl  des  Trennangs Strahles.  Um  dies  zu  zeigen,  bemerken  wir  lU- 
nächst,  dass  die  Werthe  (a&C(!>u  und  {abcd)  absolut  genommen  ohnediei 
übereinstimmen.  Es  ist  aiso  blos  nöthig,  die  Uebereinatimmung  in  Being 
auf  daa  Vorzeicheu  darzuthun.  Kehmen  wir  aber  z.  B.  an,  die  vier  Strahlen 
ab  und  cd  trennen  sich,  so  wird  das  Gleiche  von  den  vier  Halbstrahleo 
gelten,  die  nach  Annahme  eines  Trennungs Strahles  zu  beiden  Seiten  des- 
selben auftreten.  Dann  muss  von  den  Strahlen  c  und  d  der  eine  inner- 
halb, der  andere  ausserhalb  des  Winkels  ab  liegen.  Von  den  vier  Dreh- 
ungen, die  gemäss  der  Gleichung  I)  zum  Zweck  der  Yorzeicbenbestimmung 
zu  untersuchen  sind,  sind  zwei  gleich  und  zwei  entgegengesetzt  gerichtet 
(z.  B.  ca  nnd  cb  gleich,  da  und  db  entgegengesetzt  (Fig.  3),  so  dass  sich 
das  negative  Vorzeichen  ergiebt.  Dies  stimmt  aber  mit  der  Gleichung  II). 
Analog  gestaltet  sich  der  Beweis,  wenn  ab  nnd  cd  sieb  nicht  trennen. 

Es  mag  noch  bemerkt  werden ,  dass  jetzt  nach  Wegfall  eines  Trennnngs- 
strahles  die  Gleichungen  von  3)  nicht  mehr  angesetzt  werden  können. 

II.  Die- Fonktreihe. 

7.  Um  auf  der  Geraden  die  Continuität  der  Punkte  herzustellen, 
sie  der  StrahlbUschel  in  Bezug  auf  die  Strahlen  schon  zeigt,  machen 
die  fUr  die  Euklidische  Geometrie  charakteristische  Annahme,  dass 
Gerade  einen  unendlich  fernen  (absoluten)  Funkt  U  habe,  dem  wir  uns 
sowohl  in  der  einen  als  in  der  anderen  Richtung  der  Geraden  nähern 
können.  Sind  jetzt  zwei  Punkte  A  und  B  auf  der  Geraden  gegeben  nud 
verstehen  wir  unter  AB  die  GrUsse  der  Fortbewegung  von  A  nach  B, 
so  ist  AB  sowohl  in  Bezug  auf  Grösse  als  anch  Richtung  zunitchat 
doppeldeutig ,  entsprechend  dem  Umstände ,  dass  man  von  A  auf  zwei 
Wegen  nach  B  kommen  kann,  entweder  auf  der  endlichen  Geraden  oder 
Über  den  unendlich  fernen  Punkt  U.  Diese  letztere  Strecke  ist  allerdioga 
aioht  mehr  endlich. 


I 


8.  Sind  drei  Paukte  auf  einer  Geraden  gegeben  A^  B,  C,  ao  be- 
stimmen sie  einen  „Sian^£C.  Darunter  soll  die  Bewegang  verstanden 
werden,  bei  welcher  man  von  A  direct  nach  B  gelangt,  ohne  vorher  C 
zu  passiren. 

9.  Um  darch  zwei  Punkte  auf  der  Geraden  eine  nach  GrÖase  Qnd 
Bichtang  eindentig  beatimmte  Strecke  festzulegen,  mUsBen  wir  auch  hier 
wieder  ein  Trennangselement  annehmen,  also  einen  Trennungspunkt, 
Gleichzeitig  werden  aber  auch  unendliche  Strecken  aus  der  Betrachtung 
fern  zu  halten  sein.  Beides  erreichen  wir  nur  dadurch,  doss  wir  den  un- 
endlich fernen  Punkt  U  als  Treu nungsp unkt  wl[hlen.  Unter  dem  Symbol 
AB  ist  abio  dann  die  Bewegung  nacfa  Grösse  and  Sinn  zn  verstehen,  bei 
welcher  man,  ohne  das  unendliche  zu  passiren,  von  A  nach  B  gelangt. 
FQr  irgend  welche  Punkte  Ä,  B,  0,  .  .  .M,  N  der  Geraden  gelten  dann 
die  Relationen;  AB  ■\-  BA  =  0, 

AB=-BA, 

AB-\-BC-\-  CA  =  (i, 

^  AB  +  BC+---\-M2f-\-NA  =  Q. 

V        10.  Vier  Punkte  AB  und   CD  trennen   sich,   wenn   die  Sinne  ABC 

'  und  ABD    entgegengesetzte   sind.     Man    kann    dann    von  A   nicht  nach  B 

gelangen,   ohne  C  oder  C  zu  passiren.    Wenn  umgekehrt  die  Sinne  ABC 

und  ABD  übereinstimmen,  so  treunen  eich  die  Paare  AB  und  CD  nicht. 

11.  Für  irgend  vier  Punkte  A,  B,  C,  D,  welche  in  die  zwei  Gruppen 

rB  nnd  CD  getheilt  sind,  kann  man  den  Doppelqnotienten  bilden: 
CA    BA 

cb'db' 

der  nach  GrSsae  und  Vorzeichen  vollständig  bestimmt  ist,  da  der  Trennungs- 
pnnkt  in  der  Vorstellung  gegeben  ist.  Um  das  Vorzeichen  zn  bestimmen, 
ist  das  Vorzeichen  der  vier  Theilstrecken  zu  untersuchen.  Die  von  links 
nach  rechts  sich  erstreckenden  Abmessungen  werden  z.  B.  alle  positiv,  die 
von  rechts  nach  links  sich  ausbildenden  negativ  gerechnet.*  Dieser  Doppel- 
quotient heisst  das  DoppelverhSltniss  der  vier  Punkte  AB,  CD  und  wir 
schreiben:  _.      „. 

Die  Gleichung  entspricht  der  analogen  von  5.  Es  gelten  hier  die 
Belationen  von  9. 

12.  Beim  Strahlbttschel  konnten  wir  uns  nun  von  dem  Trenuungs- 
strahl  ganz  unabhängig  machen  durch  EinfUbrnng  der  Sinus  function,  welche 
die  Doppeldentigkeit  des  Winkeis  ab  beseitigte.     Die  Pünktreihe  aber  wird 

•  Belraclitet  man  blos  Streckenquotienten  oder  daraus  zusammeageeetzte 
Anedrücke,  go  ist  die  Fixirung  einer  b eetim raten ,  poeiliven  Richtung  nicht  nolh- 
wendig,  da  daa  Vorzeichen  eines  Streckenqiiotienten  eich  achou  aus  dem  gegen- 
teitigen  Verbalten  der  beiden  Strecken  bestimmen  \üa«t.  ^ 
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bilden.  ^H 

fernes  Fankto^f 
t  überdies  aneli  * 


II) 


(_ÄBCI))  =  ±\^:~ 


erst  dnrcb  die  Vorstellung  oder  ÄdjanclJon  des  nsendlicb  1 
znm  Continnum  und  dieser  Punkt  muss  als  Trennangspunkt  überdies  ancli  ^ 
deswegen  beibehalten  werden,  um  die  endliche  Strecke  AB  vor  der 
unendlichen  auezuzeicfanen,  also  um  unendliche  Strecken  auszuscbliessen. 
Doch  können  wir  auch  hier  vermöge  einer  ähnlichen  Betrachtung  das  Vor- 
zeichen des  Doppelverhältnissea  bestimmen ,  ohne  die  Vorzeichen  der  ein- 
zelnen Strecken  berücksichtigen  zu  müssen.  Wir  nehmen  n&mlich  alle 
Strecken  absolut,  was  durch  CA  angedeutet  werden  mag,  dem  ganien 
Doppelquotienten  aber  geben  wir  das  Vorzeichen  +  oder  — ,  je  nachdem  die 
Pnnkte  AB  und  CD  sich  nicht  trennen  oder  trennen.  Man  erkennt  leicht 
die  Ueberein Stimmung  dieser  zweiton  Schreibweise  mit  der  ersten.  I 

Es  ist  also  auch:  ,   ,  ^| 

I  CA  .  SA  M 

'  db\'  ' 

Auch  diese  Gleiohnng  trat  ebenso  beim  Büschel  auf  (€).  Bei  der 
Punktreihe  ist  aber  Gleichung  I)  vorzuziehen,  weil  fUr  die  Rechnung  mit 
Strecken  stets  die  bequemen  Formeln  von  (9)  gelten,  während  beim  Büschel 
die  analogen  Relationen  (3)  blos  unter  Annahme  eines  Trenn ungs  ■  Strahles 

anzusetzen  waren. 

in.  StrahlbtlBchel  und  Fnnktreibe. 

13.   Nachdem   der  Begriff   des   DoppelverbBltnieses   für   StrahlbOschel 
und  Panktreihe  aelbstständig  entwickelt,  wie  es  die  Oleichberechtigung  der 
j,.,    j  beiden  Grundgebilde  ver- 

langt, verbinden  wir 
jetzt  beide  Betracbtnngea. 
Eine  Punktreibe  p  werde 
erzeugt  (Fig-  4)  als  Schnitt 
mit  einem  Strahlbllschel& 
Dadurch, dass  dann  immer 
im  Büschel  S  der  Halb- 
strahl  ausgezeichnet  wird, 
welcher  den  Schnittpunkt  mit  g  trägt,  erhalten  wir  im  BUschel  eine  An- 
ordnung nach  Halbstrahlen,  die  genau  damit  übereinstimmt,  dasa  wir  den 
Parallel  strahl  u  zn  ^  durch  S  als  Trennungsstrahl  des  Büschels  einfuhren. 
Da  ferner  der  nnendliche  ferne  Funkt  f  der  Panktreihe  ^  für  diese  gleich- 
zeitig der  Trennungspunkt ,  so  liegen  also  bei  der  perspectiven  Lage  von 
Funktreihe  and  Strahlbüschel  anch  die  Trennungselemente  der  beiden  Ge- 
bilde ineinander. 

Durchlaufen  wir  jetzt  die  Panktreihe  in  einem  Sinne,  etwa  Ton  links 
nach  rechts,  was  dem  positiven  Sinn  entsprechen  möge,  so  wird  sich  durch 
die  Bewegung  des  entsprechenden  Strahles  im  Büschel  in  diesem  ebenfalls 
ein  Sinn   ausbildeu  und  dies  sei  Aer  ^oaitii«  Sviiii  \to  \i'!va>JoÄ„    \a'v  i&wn^ 
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Z.B,  AB  positiv 9  so  ist  es  auch  sinat^  wenn  a  und  b  die  nach  Ä  und 
B  laufenden  Strahlen  des  Büschels,  isiBÄ  negativ,  so  ist  es  ekuch  sinha. 
Hat  man  nun  vier  Strahlen  a,  5,  c,  d  im  Büschel  8,  welche  g  in  A, 
B^  C,  D  treffen,  ist  femer  8q  der  Fusspunkt  der  von  8  auf  g  gefllllten 
Senkrechten,  so  hat  man  die  Gleichungen: 


2A8CA  =  8A.8C.8in{ea)==88o.CA, 

2£iSCB  =  SB.S0.sin{ch)=S8Q.0B, 

2ASDA^  8A.8D.sin{da)^S8o.DA, 

2ASDB^8B.8D.sin{dh)^8SQ.DB. 

Hierbei  sind  8Af  8B...8Sq  absolut  zu  nehmen,  die  Vorzeichen- 
regulirung  besorgt  OA  und  sin{ea)  u.  s.  f.  Dividiren  wir  diese  Gleich- 
ungen, so  kommt  unter  Anwendung  von  Gleichung  I)  auf  der  linken  Seite 
das  Doppelverhältniss  {ahcd^u  iind  es  wird 

{ahcd)u=  {AB  OD), 

Nun  ist  aber  weiter  das  Doppelyerhältniss  der  vier  Strahlen  unabhängig 
Yom  Trennnngsstrahl.    Es  ist  also  überhaupt: 

{ahcdl)^{ABCD): 

Schneidet  eine  beliebige  andere  Gerade  g^  die  vier  Strahlen  in 
AlB^C^D^,  so  ist  auch 

(ABOD)  =  {A^B^C^D^)  =  {ahcd). 

Dabei  sind  dann  in  den  perspectiven  Pnnktreihen  g  und  ^|  die  Be- 
wegungsrichtungen als  gleiche  Sinne  zu  definiren,  welche  für  den  per- 
spectiven Büschel  den  gleichen  Drehungssinn  liefern.  —  Für  diesen  Be- 
weis scheint  mir  die  Annahme  eines  Trennungs- Strahles,  auch  wenn  der- 
selbe beim  Büschel  nur  eine  vorübergehende  Bedeutung  hat,  doch  fast 
unentbehrlich. 

München,  December  1896. 
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XX.  üeber  algebraische  Beriehangeii  an  einem  symmetrisdhen 

Xreissechseok. 

Bei  der  algebraischen  Behandlang  gewisser  planimetrischer  Aufgaben 
stOsst  man  zuweilen  auf  Gleichungssysteme  höheren  Grades,  deren  Auf- 
lOsuDg  auf  directem  Wege  zu  anübersehbaren  Bechnnngen  führt  and  des- 
halb illasorisch  wird.  Es  sei  hier  nur  an  die  elementare  Aufgabe  erinnert: 
„Aus  den  drei  Winkelhalbirenden  eines  Dreiecks  die  Seiten  des 
letzteren  zu  berechnen.^ 

Dieses  ^  A, 

Problem  ist 
zur  Zeit  noch 
nicht  gelöst, 
inzwischen 
aber  hat  Herr 
Dr.Heymann 
im  35.  Jahr- 
gange   dieser  A 

Zeitschrift 
S.  254     eine 
ganz     ver- 
wandte   Auf- 
gabe  mittelst 
wiederholter 

Winkel - 
dreitheilung 
erledigt  und 
solchergestalt 
erreicht,  dass 
die  der  Tri- 
section  ent- 
sprechenden cubischen  Gleichungen  in  die  Rechnung  überhaupt  nicht  eingehen. 
Jenes  Verfahren  Ittsst  sich,  wie  Herr  Dr.  Hey  mann  dem  Endesunterzeichneten 
gelegentlich  mittheilte,  auch  unmittelbar  bei  der  Berechnung  eines  sym- 
metrischen Kreissechsecks  in  Anwendung  bringen ,  und  diese  möge  hier  folgen. 
Bezeichnen : 

5^(t=sl,2,3)    die    auf  einander   folgenden,    paarweise   gleichen 

Seiten  eines  symmetrischen  Kreissechsecks  (siehe  die  Figur), 

Xi  bezüglich  y^  die  je  zwei  gleiche,   bezüglich  je  zwei  ungleiche 

Sechsecksseiten  überspannenden  Diagonalen, 
jE^i  die  Hauptdiagonalen  des  3Qc\i%%c\L%^ 
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80  kann  man,  da  die  Figur  durch  drei  Ton  einander  unabhängige  Stücke 
bestimmt  ist,  folgende  vier  Gruppen  Ton  Aufgaben  auswählen: 


I) 


n) 


III) 


1) 

«i 

Gegeben:  Si. 

Gesucht: 

2) 
3) 

Vi 

Gegeben:  Xi, 

Gesucht: 

2] 

|3) 

1  y< 

8i 

(»  =  1.2,3). 

Gegeben:  y^. 

Gesucht: 

2) 
3) 

St 

Gegeben:  «r^. 

Gesucht: 

2) 
3) 

IV) 


Die  zu  den  Gruppen  II)  und  III)  gehörigen  Ausdrücke  lassen  sich 
durch  einfache  planimetrische  Betrachtungen  ermitteln.  Man  berücksichtige 
insbesondere,  dass  die  Hauptdiagonalen  0i  in  dem  Ton  den  a?^- Diagonalen 
gebildeten  Dreiecke  die  Winkelhalbirenden ,  dagegen  in  dem  von  den  y^ 
Diagonalen  gebildeten  Dreiecke  die  Höhen  sind,  und  dass  der  Ptolemä'sche 
Satz  wiederholt  auftritt 

Dann  wird  man  finden: 


1  / ^%^s 


II.  1) 


*         r     (a?i  +  Ä2  +  a?3)(^i  — ^2  + 


a^s) 


11.2) 


^*      "^y  (ir,+a?»-ir8)(A+««+ 


%) 


%=«; 


'Vv^^ 


SUt  SUa 


«g+^8)(*l-**  +  *s) 


et  =  {Xi+Xg)j/  — 


11,3) 


^*s 


+ 2^+  *»)  (-  «j+ «, +a^) 


',  -  ^'>+''^Y{x,  +  x,  +  x')%,-x, 


+  *,) 


'*      ^'"^ '•'^^/^  {x,+  »,+  «jHxi-V  «*-  «%S 
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Kleinere  Mittheilnngeo. 


^-       -       ^■™/'*_^\.  -Nm^-.^  .'".•--.-W--r*_'>»^V   '  j^     _/"« 


III,  1) 


III,  2) 


a^=  %/d5^=V = TV  (y.*- y.'+y,«), 

"  9i9l 


X 


^1  =  ^  [y«y*  +  ^(«»»-y^^Xd'-ys*)]. 

III  ,8)         {'*  =  \  [y^Vi  +  ^^(<*'-ys')(<*'-y.*)] . 

',  =  ^  [y.y.  +  ^(d»-y,»){d«-y,»)]. 

In  jenen  Gleiohungen  bedeutet  d  den  Durchmesser  des  Umkreises,  also: 

ia=^iML,    A  =  j^^- y.« - y,«- y,*  +  2y, V  +  2y,*y,»  +  2y,»y,» 

Zu  den  Gleichungen    der  Gruppe  I)   kann    man    nun   gelangen ,   aus- 
gehend von  den  goniometrischen  Functionen  der  halben  Winkel  im  a^- Dreiecke. 


Man  hat: 


1) 


stn 


und 


cos 


Mithin  wird: 


2       ■"  ^**^  2 


1  —  «w*-n^  —  sin^  -^  —  «n'  -^  "  2  sin  ^^  sin  ^  sin  ö^  =  0, 

oder  mit  Hilfe  von  1}: 

2)  d^  -  (5i«  +  5g«  +  «3^(1  -  25iS,53  =  0. 

Man  erhält  dann  nach  dem  Sinussatz,  bezüglich  nach  dem  PtolemS'schen 


Lehrsatz : 


1,1) 


d 


x^  =  --^j/d'  —  s 


12 


2 
1  , 


x,=  ?|?j/d?3^ 


2  s. 


*,  f=  ^'  Vd»  -  »,». 


1,2) 


5« 


5. 


fy.  =  ff^55^^+"J/d»-v. 


y,  = -|Yd»  -  V  +  5^/d^^^ 


Kleinere  Mittheilangen. 
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1,3) 


Bt  = 


e^  = 


U3  = 


hVd*- 

-s*  + 

s^^^d»- 

-V 

j/d*- 

V 

8,Vd*- 

-5,*  + 

«yd»- 

-s," 

fd*- 

-»!*  + 

V 

s,  Vä*  - 

»i^d»- 

-V 

J/^*^=v 


Die  eigentlich  interessanten  nnd  schwierigen  Aufgaben  enthält  nun 
Ornppe  IV),  denn  sie  verlangt,  dass  man  das  Oleichnngssystem  II,  8)  nach 
den  Xif  III,  3)  nach  den  y(  und  I,  3)  nach  den  St  auflöse.  Dies  gelingt, 
wenn  man  nach  Heymann  folgende  Hilfswinkel  einführt: 

Man  denke  sich  von  den  Ecken  Ai  des  Xi  -  Dreiecks  aus  dreimal  den 
Durchmesser  d  gezogen  und  bezeichne  die  im  Sinne  der  Uhrzeigerbewegung 
genommenen  Winkel  zwischen  d  und  gi  mit  cf^(t=  1,  2,  3),  dann  ist: 

3)  e^  =  dcosa^^    0^^  dcosa^t    0^=dco8a^ 
und 

4)  2a,  =  J,-il3,     2aj=il3  — ^„     2«j=i4i  — -Aj. 

Da  mithin 

so  wird: 

1  —  C05'«i  —  aw*aj—  cos^a^+  2cosaiCa8a^co8a^^  0, 

oder  mit  Hilfe  von  3): 

5)  d^  -  (ir,«  +  IT,«  +  V) d  +  20,0,0,  =  0. 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  der  Durchmesser  d,  ans  3)  findet 
man  die  Hilfswirkel  «<  und  mit  Hilfe  Ton  4)  erhält  man  die  Winkel  des 
Xj- Dreiecks: 

2  2  2 

Hiermit   ergeben   sich    als  Lösungen   für   die   Aufgaben    der   vierten 


«i+««+«8=0» 


Gruppe  unmittelbar: 


IV,  1) 


IV.  2) 


»1  =  dsin-^Ai, 
s^  ^  dsin-^  Äff 

^    '      ^     A 

Ss=  dstn-^Ay 

x,=  dsinÄ,, 
x^=  d  sin  A^ « 
x,=  d  sin  Ay 


IT,  1) 


Kleinere  Mittbeüangen. 
1 


»,  =  iJ 


2 


A. 


XXI.  Zar  TTebertragung  der  Recbnungaatten  aaf  die  Oeometrie, 

inebeHondere  Über  die  Mäglichkeit  der  Multiplication  von  Strecken 

mit  Strecken. 

In  den  Lehrbilobern  der  Geometrie  stossen  die  Lehrsätze  über  ^.| 
FIBohen- und  RaumberechnuDgen  auf  eine  gewisseScbwierigkeit.  Enthill 
in  der  That  ein  Reobteck  mit  iwei  nnatosaenden  Seiten  von  8m  und  7  m  L 
einen  Fficheninhalt  von  D6qm,  ein  rechtwinkliges  Parallel epipedon  von  Sa 
Länge,  7m  Breite  nnd  Gm  Höbe  einen  Bauminhalt  von  336c6j», 
sich  wobl  die  bei  der  Flüchen-  und  Raumbereohnung  entstandenen  MaaaBzahlea 
aUProducte  der  Maasszablen  der  Seiten  bez.  Kaoten  erkllLren,  die  neuen 
CenenDungen  gm  und  cbm  jedoch  nicht  in  gleicher  Weise  als  Producte  der 
uraprÜDglichen  BenennuQgeQ.  Denn,  „man  kann  nie  zwei  benannte  Zahlen 
maltipliciren,  es  muss  vielmehr  mindestens  der  MnUiplicator  unbenannt  sein" 
(SchlOmilch,  Handbuch  der  Mathematik  1879  S.244),  oder,  „man  kami 
von  Producten  zweier  Linien,  als  benannten  Zahlen,  im  eigentlichen  Sinne 
nicht  sprechen"  (Spieker,  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie  1894  S.  191)  oder 
„es  wtlrde  widersinnig  sein,  Linien  mit  einander  zu  multipliciren"  (Koppe, 
Planimetrie  1880  S.  104J  q.  b.  w.  Nur  als  nUbliob  gewordene  Abkürzung'  wird 
es  daher  bezeichnet,  zusagen:  „Der  Flächeninhalt  eines  Rechtecks  ist  gleich 
dem  Product  zweieraQstossenderSeiten'',indembierbei  die  von  ihrer  Benennnng 
befreiten  Maaaszahlen  multiplicirt  gedacht  werden  und  dem  Product  die  neue 
Maassei uheit  als  Benennung  zugelegt  wird  (Scbl6milcha.  a.  0.}-  Auf  diese 
Üebertragnng  der  Rechnungsarten  auf  die  Geometrie  kommt  auch  Schotten 
in  seinem  verdienstvollen  Buche:  ^Inhalt  und  Methode  des  planimetrischen 
Unterrichts",  dessen  I.  Band  Leipzig  1890  erschienen  ist,  in  einigen  kritischen 
Zeilen  (S.145u.  146)  zuV.  Schlegels  Ausführungen  „üeber  den  sogenannten 
vierdimensionalen  Raum"  zusprechen.  Da  das  Werk  Schotten's  eine  kritische 
Zusammenstellung  der  Literatur  des  planimetrischen  Unterrichta  sein  will  und 
als  Nachschlagebuch  für  alle  Fragen  auf  dem  Gebiete  des  planimetrischen  Onter- 
richts  dienen  soll,  so  durfte  es,  wiewohl  die  Flächen-  und  Hau mberechnnng  erst 
einem  späteren  Bande  vorbehalten  sind,  nicht  unpassend  erscheinen,  seine  bis  jetzt 
in  unserer  Frage  gegebenen  Ansiebten  zu  hOren  und  einer  Prüfung  zu  unterziehen. 
Wir  lesen  (3.146):  nDieVergleichung  der  arithmetischen  und  geometriscben 
Dimensionen  hat  eich  naturgemSss  an  die  drei  Stufen  der  arithmetischen 
ßecbenoperationen  zu  halten.  Der  Btßten  Stola  äea  ^ÄtAiYiMa ,  Ätt  küVOisi^,— 


entspricht  die  einfache  Ansdehnang  nach  der  LSnge,  der  zweiten  Stafe,  der 
Mattiplication,  die  zweifache  Änsdehnung  nach  LSnge  nnd  Breite,  der 

dritten  Sttife.derPotenziruug,  die  dreifache'ÄuadehnuDg  nach  Lange,Breite 
und  Höhe.  Das  Resultat  der  Addition,  die  Summe,  findet  ihre  geometrische 
Deutung  in  der  Linie;  das  Product  in  der  Fläche;  die  PotenE  in  dem  Körper. 
Während  nun  aus  der  Gleichheit  der  Summanden  das  Product,  aas  der 
Gleichheit  der  Factoren  die  Potenz  entsteht  und  sich  auf  diese  Weise  die  drei 
Stnfen  der  arithmetischen  Operationen  entwickeln,  resultirt  aas  der  Vermehr- 
ung der  Exponenten  und  der  Gleichsetzung  von  Basis  und  Exponenten  keine 
weitere  Stufe  des  Rechnens.  In  Analogie  hiermit  kann  man  die  Erzeugung 
geometrischer  Gebilde  durch  Bewegung  setzen.  Entsprechend  dem  Stillstand 
der  Rechnung  bei  der  Potenzirung  ergiebt  sich  nichts  Nenes  durch  die  Be- 
wegong  des  Körpers  ".  ~  Im  Gegensatz  zu  dem  ersten  Theil  dieser  Auseinander- 
setzung lesen  wir  (S,  145) :  „Die  einfache  Zahl  a  stellt  die  Lttnge  einer  ge- 
messenen Linie,  die  zweite  Potenz  dieser  Zahl  a*  den  Flächeninhalt  des 
über  der  Strecke  a  als  Seite  errichteten  Quadrates  und  die  dritte  Potenz  a" 
den  Rauminhalt  des  über  diesem  Quadrate  als  Grundfläche  errichteten  WUrfeU". 

Hier  wird  die  Linie  schon  durch  eine  einfache  Zahl  dargestellt,  oben  ent- 
spricht sie  der  Addition  von  Zahlen,  die  Fläche  und  der  Körper  werden  hier 
durch  die  zweite  und  dritte  Potenz  einer  Zahl ,  also  beide  geometrischen  Ge- 
bilde durch  Potenzirung  dargestellt,  oben  entspricht  die  Fläche  der  Maltipli- 
cation  und  erst  der  Körper  der  Potenzirung.  Wir  finden  so  kurz  hintereinander 
einen  vollen  Widerspruch  in  der  Ucberlragung  der  Rechnungearten  auf  die  geo- 
metrischen Gebilde  und  doch  sind  diese  ein7.elnen  Vergleichspunkte  in  allen 
Lehrbüchern  der  Geometrie  in  derselben  Weise  ausgedrückt.  Mir  erscheint 
diese  geometrische  Deutung  rein  arithmetiücher  Ausdrücke  Überhaupt  unhalt- 
bar; dies  fühlt,  wie  Andere,  auch  Schotten,  indem  er  (S.  145)  sagt:  „Die 
Bedeutung  eines  Productes  ist  iu  der  Geometrie  nach  einer  ursprüng- 
lich willkürlichen  Festsetzung  die  eines  Rechtecks..." 

Können  wir  in  der  That  die  drei  Rechnungsarten  mit  den  drei  Dimen- 
sionen in  der  Geometrie  vergleichen?  Sind  die  Resultate  der  Addition, 
Multipltcation  und  Potenzirung  etwas  so  von  einander  Verschiedenes,  wie 
die  rSumlichen  Gebilde:    Liuie,  Fläche  und  Körper? 

Bei  der  Betrachtung  der  Rechenoperationen  handelt  es  sich  sei bst- 
verstSndlich  nur  um  nnbenannte,  bestimmte  oder  allgemeine  einfache  Zahlen, 
da  auf  die  sogenannten  benannten  Zahlen  sich  die  Addition  nur,  wenn  sie 
gleichbenannt  sind,  die  Multiplication  mit  unbenanntem  MultipHcator  nnd 
das  Potenziren  gar  nicht  anwenden  IS^st.  Die  Reihe  unserer  natürlichen  Zahlen 
stellen  wir  uns  geometrisch  als  Punkte  einer  Geraden,  von  einem  gewählten 
Ansgangspunkt  aus  in  gleichen  Abständen  geordnet,  vor;  die  Zahlenreihe  hat 
also  nur  eine  Ausdehnung,  die  Läcge  und  einer  bestimmten  Zahl  entspricht 
dann  eine  bestimmte  Strecke.  Die  Addition  zweier  oder  mehrerer  Zahlen, 
Reiche  Rechnungsart  ursprünglich  durch  Weiterzahlen  lu  i«T  T.^'iAbq.'c^^«  -Ht^- 


zogen  wird,  ergiebt  daberauch  eineZalil  derselben  Reihe  (8 +  7^  15),  duEe- 
suKat  der  Addition  von  Zablen  ist  also  geometriscb  auch  als  eine  bestimmte 
Strecke  zu  deateu;  ebenso  sind  aber  auch  die  Reaultate  der  UuItlpticatioD  und 
Potenzirung  von  Zahlen  wieder  nur  einfache  Zahlen  (8.7  =  56,  8^=2097152), 
Zablen  derselben  Zahlenreihe;  sie  können  daher  geometriscb  auch  nur  ab 
Strecken,  keinesfalls  als  Gebilde  einer  2 fachen  oder  3 fachen  Ausdehnung  go- 
deutet  werden.  Die  drei  Rechnungsarten  Addition,  MiiUiplication  und  Potenzir- 
ung  ergeben  immer  nur  Zahlen  der  nalUrlicbeu  Zahlenreihe,  nichts  Neaes, 
nichts  entsprechend  den  Raumgebildxn  begrifflich  von  einander  Verschiedene«. 

Was  sind  denn  nun  aber  die  Zahlen  der  natürlichen  Zahlenreihe  selbst? 
Sie  sind  Begriffe  unseres  Denkens,  Abstractionen  von  gezählten  GegenatBnden 
der  uns  umgebenden  Welt;  die  verschiedenen  Zahlen  erhalten  wir  durch  wieder- 
holtes Setzen  einer  gedachten  Einheit ,  der  Zahleinheit.  Das  Addiren  ist  ein  An- 
einandersetzen  zweier  oder  mehrerer  Zahlen;  sind  die£e  Addenden  alle  gleich, 
so  wählen  wir  an  Stelle  der  Addition  eine  kürzere  Schreibweise  und  erhalten  die 
Rechnungsart  der  MiiUiplication,  welche  zur  Ausbildung  des  Einmaleina  und 
den  besonderen  Regeln  des  MuUipUcirens  geführt  bat ;  ebenso  ist  die  Potenziroog 
nichts  weiter  als  eine  kürzere  Schreibweise  einer  MultipUcation  von  lanter 
gleichen  Factoren  und  es  haben  sieb  aus  derselben  die  besonderen  Regeln  des 
Poteuzirens  entwickelt.  Es  giebt  demnach  keine  arithmetischen  Dimensionen 
oder  Mannigfaltigkeiten,  wir  können  die  Resultate  der  verschiedenen  Bechnungs- 
arten  überhaupt  nicht  mit  den  verschiedenen  geometrischen  Gebilden  vergleichen. 

Durch  wiederholtes  Setzen  einer  nicht  mehr  blos  gedachten  Einheit,  der 
Zableinheit,  sondern  eines  wirklichen  Gegenstandes,  erhält  die  Zahl  ihre  Be- 
nennung, wird  eine  sogenannte  benannte  Zahl.  Diese  benannten  Zahlen 
bedeuten  daher  oder  sind  graphische  Darstellungen  von  gezählten  Gegen- 
ständen; über  die  nur  beschränkte  Rechnung  mit  ihnen  ist  oben  schon  ge- 
sprochen worden. 

Wenden  wir  nns  nun  zu  den  geometrischen  Gebilden,  den  Linien, 
Flüchen  und  Körpern,  mit  denen  man  jene  Rechnungsreaultate  in  Verbindung 
gebracht  hat.  Was  sind  ^ie  eigentlich  ?  Es  kommen  wohl  physikaliscbe  Körper 
in  der  uns  umgehenden  Welt  wirklich  vor,  eben  die  zuletzt  utwSbnten  be- 
nannten Einheiten  oder  gezählten  Gegenstände;  die  mathematischen  KGrper,  die 
Flflcben  und  Linien  sind  jedoch  ebenfalls  nur  Begriffe  unseres  Denkens,  unserer 
Raum  Vorstellung,  Abstractionen  von  den  wirklichen  Körpern.  Wir  Terstehen 
unter  einem  matliemalischen  Körper  den  Raum,  den  ein  physikalischer  Kitrper 
von  gleicher  Grösse  und  Gestalt  einnimmt,  der  letztere  ist  fUr  uns  ein  Bild 
des  ersteren;  die  Flächen  sind  die  Begrenzungen  eines  Körpers  vom  übrigen 
Räume,  die  Linien  die  Begrenzungen  einer  Figur  von  der  Übrigen  FlSohe, 
wahrend  eine  Strecke  von  der  übrigen  Linie  durch  Punkte  begrenzt  wird. 
Durch  fortgesetztes  Abstrab iren  von  den  wirklichen  Gegenständen  werden  die 
Punkte,  Linien,  Flächen  und  mathematischen  Körper  für  unser  Denken  nacb 
ind  nach  zu  seJbststSudigen  RaumgebUieu,  (tn.\.e.'^'ccA'a«i'a^  >V«Vk«,\D(aclien  Zahleo; 


keinesfalls  aber  dürfen  die  in  m,  gilt  oder  cbm  gemesBenen  Strecken,  Flächen 
oder  KSrper  in  gleiche  Reihe  mit  den  sogenannten  henannten  Zahlen,  welche 
gezählte,  in  Sprach^eichen  geschriebene  GegenstSude  waren,  gebracht  werden; 
sie  sind  nur  Begriffe  unaerea  Denkens.  Diese  in  arithmetischer  Behandlung  der 
geometrischen  Gebilde  bta  jetzt  immer  geübte  Gleichstellung  der  letzteren  mit 
den  gezählten  Gegenständen  ist  meines  Eracbtens  der  Grund  zu  der  anfangs 
erwähnten  Schwierigkeit  und  es  durfte  sieb  wohl  empfehlen,  den  za  allgemein  ge- 
brauchten Ausdruck  „benannte  Zahlen"  nur  auf  die ,  durch  irgend  welche  Ein- 
beitea  gemesseuen  Begriffe  onseres  Denkeus,  nicht  aber  auf  die  wirklichen 
Gegenstände  zu  beziehen,  vielmehr  das  Rechnen  mit  letzteren  als  „Rechnen  mit 
gezählten  Gegenständen"  zu  bezeichnen.  Zu  den  ersteren  Itechnungsgrössen 
mUesen  neben  den  geometriscben  die  zeitlichen  und  die  graduell  verschiedenen 
GrßsBeo,  wie  wir  sie  in  den  Naturwiasenschaften  antreSen,  gerechnet  werden. 

Hieraus  ergiebt  sieb,  dasa  die  erwähnten  Einscbrllnkungen  der  Rech- 
nungsarten bei  den  sogenannten  benannten  Zahlen  nicht  ohne  Weiteres  auf 
die  Baumgebilde  Übertragen  werden  dürfen. 

Wie  sind  wir  nun  im  Stande ,  jene  Vergleichungen  zwischen  Produoten  und 
Flächen  u.  s.  w.  zu  erkJfironV  Auf  einen  wichtigen  Unterschied  bei  der  Ver- 
gleichung  der  Resultate  der  Rechenoperationen  mit  den  Ranmgrössen  musa  hier 
sogleich  hingewiesen  werden;  die  einfachen  Zahlen  sind  diacontinuirliche, 
die  RaumgrSasencontinuirliche  Grössen;  der  üuterschied  beider  charakteri- 
sirt  sich  am  Besten  durch  die  Begriffe:  „wiederholt  setzen"  — „sich  fortbewegen". 
Wir  können  una  nämlich  die  räumlichen  Gebilde  als  durch  Bewegung  ent- 
standen denken;  so  beschreibt  ein  Punkt,  wenn  ersieh  fortbewegt,  eine  Linie, 
eine  fortbewegte  Linie  beschreibt  entweder  wieder  eine  Linie  oder  eine  Fläche 
und  diese  in  ihrer  Fortbewegung  wieder  eine  Fläche  oder  einen  Edrptr,  während 
letzterer  fortbewegt  nur  wieder  einen  Körper  beschreibt,  nichts  Neues  erzeugt 

Wie  wir  die  einfachen  Zahlen  durch  wiederholtes  Setzen  der  Zahleinheit 
in  einer  bestimmten  Richtung  ans  entstanden  dachten ,  so  entstehen  durch  Fort- 
bewegen eines  Punktes  in  eiuer  beatimmten  Richtung  bis  zu  bestimmten  Ab- 
ständen die  nach  beiden  Seiten  begrenzten .  geraden  Linien ,  die  Strecken ;  durch 
Fortbewegen  einer  Strecke  in  einer  bestimmten  (nicht  der  ihr  eigenen  Richtung) 
bis  eu  bestimmten  Abständen,  die  nach  allen  Seiten  begrenzten,  ebenen  Fläehen, 
die  geradlinigen  Figuren;  durch  Fortbewegen  einer  Figur  in  einer  bestimmten 
(nicht  in  ihr  selbst  gelegenen)  Richtung  bis  zu  bestimmten  Abständen  die  nach 
allen  Seiten  begrenzten  Theile  des  Raumes,  die  Körper.  Lassen  wir  dagegen  die 
Strecken  sich  in  ihrer  eigenen  Richtung,  die  Figuren  in  ihrer  eigenen  Ebene,  die 
Körper  im  Räume  fortbewegen,  so  wenden  wir  die  Rechnungsart  der  Addition 
anfalle  drei  Arten  von  Raumgrüssen  au;  d.  h. ,  verlängern  wir  eine  Strecke  um 
eine  oder  mehrere  andere  Strecken,  so  bilden  wir  die  Summe  dieser  Strecken 
und  dieseist  wieder  eine  Strecke;  setzen  wir  an  eine  Figur  in  ihrer  eigenen  Ebene 
eine  oder  mehrere  andere  Figuren  an  ,  so  bilden  wir  die  Summe  dieser  Figuren 
nnd  diese  ist  wieder  eine  Figur;  fügen  wir  an  einen  K.Bipet  m'&AnsA'^ 


oder  mehrere  andere  Körper  an,   so  entsteht  wieder  ein  Eürper.  —  Ti 

e  Strecke  zwei-  oder  mehrmals  um  sich  seibat,  setzen  wir 
Figur  in  ihrer  Ebene  oder  einen  Körper  im  Räume  zwei-  oder  mehrmals  an- 
einander an,  Go  multipliciren  wir  Strecken,  Flächen  oder  Körper  mit  ein- 
fachen Zahlen  und  es  entstehen  wiederum  nur  Strecken,  Flächen  oder  Körper. 

Dem  Fortbewegen  einer  Strecke  in  anderer  Richtung  als  der  ihr  eigeaeo 
uro  eine  andere  Strecke,  dem  Portbewegen  einer  Figur  in  einer  anderen  nls  in 
ihr  gelegenen  Richtung  um  eine  Strecke  entspricht  das  Multipliciren  einer 
Strecke  mit  einer  Strecke ,  das  Multipliciren  einer  Figur  mit  einer  Strecke. 

Nehmen  wir  als  Lfitigeneinheit  dos  m ,  als  Flächeneinheit  das  q  tn  und  aU 
Ranmeinheit  das  chm,  so  können  wir  uns  die  FlBche  eines  ^m  entstanden  denken 
durch  Fortbewegung  einer  Strecke  von  1  m  LSnge  senkrecht  lu  ihrer  Richtnng 
1  m  weit ;  den  Raum  eines  cbm  durch  Fortbewegung  der  Fläche  eines  gm  senk- 
recht zu  ihrer  Ebene  1  m  weit.  Lassen  wir  in  derselben  Weise  eine  Strecke  tod 
8  m  Länge  sich  senkrecht  zu  ihrerRichtungTm  weit  bewegen,  so  beschreibt  sie 
ein  Rechteck  von  5Gqm^  8m  .Im,  wie  andererseits  eine  Quadratfiäche  von 
5Gqm  senkrecht  zu  ihrer  Ebene  6  m  weit  fortbewegt  gedacht,  ein  rechtwinkliges 
Paraüelepipedon  von  336  cbm  =  56(;m.  6  ni  beschreibt.  Wir  können  so  in  Folge 
der  dreidimensionalen  Ausdehnung  des  Raumes  den  rechnerischen  Degri ff  der 
Multiplication  in  voller  Schärfe  auch  auf  die  Multiplication  von  Strecken  mit 
Strecken  und  von  Flächen  mit  Strecken  ausdehnen;  natürlich  dürfen  wir  aber 
nicht  1.  B.  Flächen  mit  Flächen  oder  Körper  mit  Strecken  u.  s.  w.  multipliciren. 

Bewegt  sich  eine  Strecke  senkrecht  zu  ihrer  Richtung  um  ihre  eigene 
Länge  fort,  so  beschreibt  sie  das  Quadrat  der  Strecke,  welches  der  zweiten 
Potenz  dieser  Strecke  entspricht;  bewegt  eich  dieses  Quadrat  senkrecht  ni 
seiner  Ebene  um  seine  Länge  fort,  so  beschreibt  sie  den  Würfel  über  dieser 
Strecke,  welcher  der  dritten  Potenz  der  Strecke  entspricht.  So  sind  in  nn- 
gezwungener  Weise,  ohne  jede  WtUkllr,  aus  unseren  geometrischen  Anschau- 
ungen heraus  die  Rechnungsarten  auf  die  geometrischen  Gebilde  Ubertrageo. 

Während  jede  einfache  Zahl  durch  eine  Strecke  dargestellt  werden  kann, 
muss  jede  Strecke  durch  eine  mit  der  Längeneinheit  versebene  Zahl,  eine  be- 
nannte Zahl  oder  kurz  einen  Buchstaben  (8 m=a) bezeichnet  werden;  das  Qaa- 
drat  einer  einfachen  Zahl  (8*=  64)  bedeutet  nicht  den  Flächeninhalt  des  über  der 
Strecke  lon  8  m  Länge  errichteten  Quadrates,  sondern  das  Quadrat  der  mit  der 
Längeneinheit  versehenen  Zahl  [{SmY=ii4qm]  hat  diese  Bedeutung;  ebenso 
bedeutet  nicht  das  Product  zweier  einfacher  Zahleu  (8,7=56)  eine  Fläche, 
sondern  nur  das  Product  der  mit  der  Längeneinheit  versehenen  Zahlen 
(8m.7m  =  56gm)  bedeutet  den  Flächeninhalt  eines  Rechtecks  u.  s.  w. 

Mit  vollem  Recht  können  wir  daher  sagen :  der  Flächeninhalt  eines  Recht- 
ecks ist  gleich  dem  Product  zweier  anstossender  Seiten  etc.,  und  ebenso  k9onn 
wir  das  Product  a .  6  als  ein  Rechteck  deuten,  wenn  wir  unter  den  allgemi 
Grössen  a  und  b  Zahlen  verstehen,  die  mit  einer  Längeneinheit  versehen 

öautzen.  \!)T,H\i(i(i  Vollpreoht. 
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XV. 

Beitrag  zur  kinematisohen  Theorie 
der  Oelenkmeohanismen. 

Von 

Johann  Kleiber, 

Hanptlehrer  enter  Ordnung  der  städ tischen  Handelssoimle  in  Manchen. 


Hierzu  Tafel  VII  Fig.  1-12. 

(Schltua.) 

n.  Theil. 
Gebilde   höherer  Punktfanctionen. 

§  7.  Der  Frocess  6.    Anwendungen. 

Ableitung.  Die  bisher  yorgetrageue  Theorie  der  Pantagraphe  war 
im  Wesentlichen  identisch  mit  einer  geometrischen  Interpretation  einer 
Theorie  der  linearen  ganzen  Functionen  der  Grundpunkte.  Wir  wollen  nun- 
mehr einen  Schritt  weiter  gehen  und  auch  höhere  Functionen  der  letzteren 
in  den  Bereich  unserer  Betrachtungen  ziehen.  Zu  dem  Ende  verbleiben 
wir  zunttchst  in  der  Ebene.  In  dieser  herrscht  bekanntlich  die  Eigen- 
thfimlichkeit,  dass  congruente  Figuren  nicht  immer  durch  Schiebung  zur 
Deckung  gebracht  werden  können,  sobald  eine  Drehung  der  Figur  aus  der 
Ebene  heraus  durch  den  Raum  nicht  gestattet  wird;  man  sagt,  die  Ebene 
ist  zweiseitig,  um  die  inverse  Lage  congruenter  Figuren  in  einfacher  Weise 
in  unsere  Rechnungen  einzufahren ,  werden  wir  einen  symbolisch  zu 
nehmenden  Prooess  ö...  benützen. 

Wir  bezeichnen,  wenn 

P=sx  +  iy  =  refv    z=r{cos g>  +  isin g>) 

wobei  wir  P  als  Punkt  oder  als  die  vom  Ursprung  0  der  Gauss 'sehen 
Coordinatenebene  nach  diesem  Punkt  P  gehende  Strecke  auffassen.  Die  geo- 
metrische Interpretation  zeigt,  dass  dann  6P  den  Spiegelpunkt  zu  P  für 
die  a; -Achse  bedeutet.  Algebraisch  fordert  der  Process  d  nur  den  Zeichen- 
wechsel des  Factors  i, 

Zsitachrm  f.  Mmtbemmtik  u.  Phjf ik.  41.  Jahrg.  1896.  6.  Helt  V^ 
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Mit   Einführung    dieses  Processes   ö...  sind   wir   im   Stande,   sofort 
Vector  r  und  Amplitude  g>  zu  bestimmen.     Es  ergiebt  sich : 

P 


c»«»  = 


8P 


1.  Charakterisirung  einer  Ecke.  Geht  man  yon  Ä  nach  B  und 
von  B  nach  C^  so  entsteht  bei  B  eine  Ecke.  Diese  Ecke  wird  durch  eine 
einzige  Zahl  E  charakterisirt : 

A-B 

Man  findet  für  die  Grösse  des  Winkels  q>  an  dieser  Ecke: 

ÖE 
ferner  fflr  das  Verhältniss  der  Seiten  a=ÄB  and  b'=BC: 

2.  Aehnlichkeit  invers  gelegener  Polygone.    Hat  man  in 

ein  erstes  Polygon    und  spiegelt  es  an  der  X-Achse,   so  hat  das  Spiegel- 
bild die  Reihe  der  Ecken     » j        •  ^  *  a 

0  -^1 1      O  ^a  }  •   •  •  0  .^n* 

Beide  Polygone  sind  invers  congruent.    Jedes  andere  Polygon 

Jlj  Jlj  Jl3  .  .  .  JLn  % 

das  dem  ersten  ähnlich  ist,  erfüllt  die  fortlaufende  Gleichung: 


wdj  Ji^  i  A^  il^ : .  • . :  i^n  ^1  -"  "^1  -^f  •  "^2 ""^s  *  •  •  •  •  -^t»  -^1  ? 

denn,  da  jedes  Einzelverhältniss  aufeinander  folgender  Strecken  eine  Ecke 
E  vollkommen  charakterisirt,  so  folgt  aus  der  Gleichheit  dieser  YerhSli- 
nisse  die  Aehnlichkeit  der  Ecken  beider  Polygone  und  somit  die  Aehnlich- 
keit der  letzteren  selbst.  Sei  Y^Y^. . .  Yn  ein  Polygon ,  das  dem  inversen 
zu  il, ^g ...  ^n  ähnlich  sein  soll,   so  muss  als  einzige  Gleichung  bestehen: 


Fl  r,  :  Tg  Tg  : . . . :  F«  T,  =  8AiA^  :  öÄ^A^  :...:  öAnA^. 

S.Gleichung  eines  Kreises.    Soll  die  Entfernung  a  zweier  Punkte 
P  und  Q  berechnet  werden,  so  hat  man: 

{P-Q)8{P-Q)  =  a> 

°^^^  PSP-PÖQ-6P.Q  +  QÖQ  =  a'. 

Hält  man  Q  als  Mittelpunkt  fest,   so  ist  diese  Gleichung  fDr  ein  Ter- 
änderUebes  P  die  Gleichang  eines  Kxeuea. 
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•^  ^^    W*«i 


Hiernaoh  ergiebt  sich  als  die  Bedingung  dafür ,  dass  vier  Punkte  P, 
Q,  R^  8  auf  einem  Kreise  liegen: 


=  0. 


j  Pdp 

P 

SP 

1 

\QSQ 

Q 

iQ 

1 

BSS 

B 

SR 

1 

\S6S 

8 

SS 

1 

Die  Gleichung  des  Kreises  kann  auch  in  mancherlei  Parameterformen 
gegeben  werden;  eine  der  interessantesten  ist  die  folgende:  „Ist  das  Doppel- 
verhältniss  von  vier  Punkten  P,  Q,  By  S  eine  reine  Zahl  m,  so  liegen  die 
vier  Punkte  auf  einem  Kreise".    Das  heisst: 

Die  Einzelverhältnisse  stellen  Ecken  Ei  und  E^  vor,  für  welche 

E^i  E2  =  fn, 
öEi :  oE^  ==  Ol»  =  t», 

öE^        6E^ 

woraus  man  auf  Winkelgleichheit  der  Ecken  (Peripheriewinkel  des  Kreises) 
schliesst.  Die  letztere  Gleichung  ist,  in  P,  Q^  R^  8  geschrieben,  identisch 
mit  der  zuerst  aufgestellten  Bedingung. 

4.  Gleichung  einer  Geraden.  Soll  in  einem  Punkte  M  eine  Gerade 
senkrecht  zu  OJf  errichtet  werden  und  ist  P  ein  Punkt  derselben,  so  ist 
die  Ecke  PMO  eine  rechtwinklige,  das  heisst,  es  muss 

E 


folglich : 

daher  durch  Division: 


t=  c«.''  =  — 1 


sein,   woraus  folgt: 


6E 

PM      ÖPM 


=  0, 


oder: 


JllO  •    ÖMO 
PÖ{M '-0)  +  ÖP.  (M-0)  =  MöiM-O)  +  6M.{M-0). 
Drei  Punkte  P,  Q,  R  liegen  demnach  auf  einer  Geraden,  wenn 

P    6P    1 
Q    ÖQ    1    :=0. 
R    8R    1 
Sind   P,  Qy  B,  8  vier  Punkte,   welche   durch  Stäbe  von  den  Längen 

Pn  P«;  ^«»  ^«1  ^n  ♦'«I  *i»  *2  ™^*  *^®^  Fixpunkten  U  und  V  verbunden  und 
wird  das  Gkinze  nach  Art  einer  Narnberger  Scheere  beweglich  gedacht,  so 
gelten  fttr  P  die  Gleichungen: 

P8P  ^{P6U+ÜÖP)  +  U6U=^  p,\ 

P8P  -'{P6V+  VÖP)  +  V6V=Pi\ 
*^'^'       Pö{ü--V)  +  öP^U-V)  +  {U6U-VöV)-(p^^-y^\=Q^ 

Vi* 
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Stellt  man  solche  Gleichungen  auch  für  die  anderen  Punkte  auf  and 
eliminirt  U  und  F,  so  folgt: 


p 

dP 

1 

(P,*-Pt') 

Q 

9Q 

1 

W  -  <?,*) 

B 

dB 

1 

(V  -  r,") 

S 

iS 

1 

W  -  »**) 

=  0    (Pig.  1); 


die  geometrische  Interpretation  lautet:  Errichtet  man  in  den  yier  Punkten 
zu  ihrer  Ebene  Senkrechte  von  den  Längen  (l>i*— ft*)»  (?i*~ft*)"M  ^o 
liegen  die  erhaltenen  Endpunkte  P\  Q\  R\  S'  bei  allen  Verzerrungen  von 
U  und  V  in  einer  neuen  Ebene. 

5.  Spiegelung  eines  Punktes  an  einer  Geraden.  Spiegelt  man 
einen  Punkt  P  an  einer  Geraden  UV,  so  erhält  man  einen  Punkt  Q,  dessen 
Coordinaten  berechnet  werden  sollen.  Zu  dem  Ende  bedenke  man,  dass 
die  Ecken  PÜV  und  QUV  invers  congruent  sind,  so  dass  folgt: 


woraus  folgt: 


Pg_  QU 

{Q-U)^d{P-U) 


UV 


öUV 


Diese  Formeln    sprechen    sich  einfacher   aus,    wenn   es   sich   daram 


handelt ,  eine  Strecke  a  =  P  27  an  einer  Richtung 
erhaltene  Strecke  a  genügt  dann  der  Gleichung 


UV 

ÖUV 


zu  inversiren,  die 


a  =  da 


UV 

ÖUV 


das  heisst  a  ist  proportional  da. 

6.  Gleichung  der  Focalen  eines  Stammvierecks  (Pig.  2).  hiÄ^ 
B,  Cy  D  ein  Gelenkviereck  von  den  Seitenlängen  a,  h,  c,  d]  Pein  Punkt, 
der  so  gelegen  ist,  dass  die  Summe  der  Winkel  ÄPB  +  CPD  =  180®  ist,  so 
ist  der  Ort  von  P  bekanntermaassen  eine  Curve  dritter  Ordnung,  der  geo- 
metrische Ort  der  Brennpunkte  derjenigen  Schaar  von  Kegelschnitten,  die  dem 
Stammviereck  einbeschrieben  sind.  Der  angegebenen  Bedingung  entspricht  die 


Gleichung : 


oder: 


oder: 


oder: 


P-Ä    P-C 


1, 


P-^     P- O 

=  0   -  ■ r:  0 


P-B   P-D      ' P-B' P—D 

{P*-P[A  +  C]+AC)     i(,P^-P{A  +  C]  +  AC) 
(^P*-P[B  +  Ii]  +  BB)     i(P  -P[B  +  D]  +  BD) 

P*  ÖP*  l 

{P[A  +  C]+AC)    d'P[A  +  C]  +  AC)    1 
(P[B  +  D]  +  BT>)    i{P\B\B\\EB\   l 


=  0, 


=  0. 
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^,^v-r^>*^  -^,*"s.^^  **»,^ 


Hfttte  man  verlangt,  dass  die  Winkelsamme  eine  andere  als  180®  sein 
soll,  so  würde  die  Gleichung  formal  nur  unwesentliche  Aenderungen  erfahren 
haben,  sie  würde  aber  dann  vom  vierten  Orad. 

7.  Oleichung  der  Koppelcurve  beider  Dreistabbewegung. 
Wird  im  Gelenkviereck  AB  CD  der  Stab  AD  festgehalten,  am  Stab  BC 
ein  Dreieck  von  der  Form  BF  +  PC=  BC  oder  x+A  =  l  befestigt,  so 
beschreibt  P  die  Koppelcurve.     Dies  entspricht  den  Gleichungen: 

{A'-B)6{A-B)  =  a» 

{B'-C)Ö{B-C)  =  V    P^xC+XB. 

iC''D)ö{C  -'D)  =  c^ 

Hieraus  wären  C  und  D  zu  eliminireu.  um  diese  Elimination  sym- 
metrisch zu  gestalten ,  führen  wir  noch  eine  Fremdgleichung  Z  =  C  —  B 
ein ;  dann  ergiebt  sich  C  =  P '-  IZ 

B^P-hZ. 

Setzt  man  dies  in  die  drei  quadratischen  Gleichungen  oben  ein,  so  folgt: 

{xZ-ilP)d(xZ-ilP)  =  a«, 

ZSZ  =  h\ 

QiZ'-DP)ö{XZ-DP)  =  c^. 
Aus  diesen  drei  Gleichungen  folgt: 

KÖK    -KÖÄP    -OK. AP    APbÄP-a? 

10  0  -5* 

kök    -XdDP     -ökDP    DPdDP-c^ 

0     KÖB    — £3x     «Äf  —  a*  +  x6x5* 

10  0  -5« 

O-'kdri  -i?6A    tidfi-c^+kdkh* 

Setzt  man  hieraus  die  Werthe  ZdZ,  Z,  iZ  in 


Z5Z:  — Z:dZ:-l  = 


wobei  €  =  AP,  ti^ DP* 
Relation,  so  folgt: 

KÖB     eÖK 
köri    fiök 


0=&« 


b8k  fd«— a*+x5x6* 
fjök  fidri-c^+kikh^ 


köfi    riÖri-c^  +  kdkh^ 

Anmerkung.    Jeder  Punkt  des  Punktfeldes 

P  =  KA  +  k'B  +  if:C+vD 

beschreibt  eine  Koppelcurve,  die  einem  Curvenindividuum  aus  der  Schaar 

P^kC+  kB,     x  +  A  =  l  (complex) 

ähnlich   ist.     Der  Beweis  ergiebt  sich   aus  dem  Satz  II  über  das  Punkt- 
viereck.    Die  Oleichung  wird  genau  wie  oben  abgeleitet. 

8.  Welche  festen  Winkel  können  die  Diagonalen  einesStamm- 
Vierecks  bei  der  Bewegung  beibehalten?     ABCD  ^^\  ^«ä  ^\wokisl* 
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Viereck,  ÄC  die  eine  Diagonale,  BD  die  andere.    Ihr  Winkel  (Ecke)  soll 
constant  sein,  daher  die  Gleichung: 

E               ^         A-C    6{B-D)         ,       .,„, 
=  x    oder ^-77-5 — 7=^  =  x(=  e«*»). 


6E  B-B  ö{Ä-C) 

Addirt  man  zu  den  Seiten  der  letzten  Gleichung  die  Zahl  1,  so  folgt: 
{ÄÖB  +  B6Ä)+(CöB'^B6C)-iÄäD+BÖÄ)-(CdB+BiC)  ^ 


Ist  ÄB  =  a,  BCs=bi  CB^e^  BA=^d^  so  sohreiht  sich  der 
Zähler  auch  —  (a*+ c*  — 6*— eJ*),  wird  also  constant,  somit 

Wird  B  — D=Ä,e'<'',  4  — C=J^e'»'  gesetzt,  so  folgt: 

Als  erstes  Resultat  gewinnen  wir  also  den  Satz  {fi^  B^  sind  die 
Längen  der  Diagonalen ,  9>|  -  ^g  ihr  Winkel) : 

i,Ist  in  einem  Gelenkviereck  der  Winkel  der  Diagonalen  con- 
stant,  so  ist  auch  ihr  Product,  also  auch  der  Inhalt  des  Gelenk- 
Vierecks  constant." 
Dieser  Satz  ist  in  dem  Falle  ungiltig,  wenn  die  rechte  Seite  die  Form 
Null  durch  Null  annimmt;  das  heisst,  wenn 

K=:-l,    6«+d«  =  a«+c». 

Beide  Bedingungen  schliessen  einander  ein  und  hleiht  der  Winkel  der 
Diagonalen  hei  der  Bewegung  ein  rechter. 

Um  den  allgemeinen  Fall  näher  zu  untersuchen .  hält  man  die  längste 
Seite  des  Gelenk  Vierecks  {AB)  fest  und  lässt  erstens  die  Seite  AB^  zweitens 
DC7  in  diese  fallen,  dann  ist  in  beiden  Fällen  die  eine  Diagonale  =  AB, 
die  anderen  müssen  also  gleich  lang  sein  und  mit  AB  gleiche  Winkel 
bilden.  Aus  dem  dadurch  entstehenden  Parallelogramme  folgt  dann  die 
Bedingung  a  =  c,  ferner  5  =  c2,  das  heisst ^  das  gesuchte  Viereck  kOnnte 
also  nur  das  Parallelogramm  oder  das  überschlagene  Parallelogramm  sein. 
Nur  letzteres  löst  die  Aufgabe ,  dann  ist  x  =  —  1  und  beide  Diagonalen 
sind  parallel,  der  Inhalt  ist  Null,  wie  es  sein  muss,  da  jedes  Gelenk- 
viereck einmal  den  Inhalt  0  annimmt  und  sonach  nur  Null  die  Grösse 
eines  constant  bleibenden  Inhaltes  sein  kann. 

9.  Welches  Gelenkviereck  ist  immer  Kreisviereck?  Sind  a,  b, 
Cy  d  vier  Strecken  nach  Grösse  und  Richtung,  und  a+&  +  c+ä  =  0  ^ 
geschlossener  Streckenzug  das  Gelenkviereck,  so  lautet  die  zu  erfüllende 
Bedingung:  ^  ^^  ^^ 

1)  —  =  K  •  -rr^     ( X  reell  =    -r-    )• 
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{a  =  X . 
6=1. 


Dies  in  Parameterform  geschrieben: 

=  X . cöc 
cöd. 
Durch  Addition  und  Berücksichtigung  von  a  +  h=i'-{c  +  d): 

3)  (c  +  cl)  =  -  a(KÖc  +  öd). 

Aus  2)  und  3)  folgen: 

aöa  =  x^aöa  .cdc^ 

höh  =  aöa .dödf 

(c  +  d)d{c+d)=^a.öa.{KÖc  +  öd){KC  +  d). 

Diese  Gleichungen  können  sinngemäss  nur  bestehen,  wenn 

(rda  =  l,     n  =  lfa6a  =  c6Cf     h6hs=död; 
dann  ist  c  +  d 


a  = 


Kc  +  d) 

Berücksichtigt  man  die  in  diesem  Paragraphen  für  die  symmetrische 
Lage  von  Strecken  abgeleiteten  Beziehungen ,  so  erkennt  man  aus  2) ,  dass 
das  gesuchte  Viereck  nur  das  überschlagene  Parallelogramm  sein  kann. 

10.  Wann  stehen  zwei  Linien  im  Punktfeld 

auf  einander  senkrecht?   Verbindet  die  eine  Linie   die  Punkte  F  und 
Qy  die  andere  die  Punkte  B  und  /Sf,  so  muss  sein 

Setzen  wir:  ^""^  ^  "^  * 

Ä-iS  =  fil  +  l-B+mC  +  nD,     f  +  t  +  m  +  n  =  0, 

so  geht  die  Bedingung  über  in: 

0  =  (x-ä  +  AJ5  +  f*C+i;D)6(fui  +  t^+mC+n2)) 
+  (M  + 1 -ß  +  m  C  +  n  2> )  5  (x  il  +  A  J5  +  ^  C  +  V  D). 
Die  Entwickelung  liefert  für  reelle  x,  (,...: 

{%\  +  n)U^B  +  BbA)  +  {km+ii\)i,BdC+CbB) 
+  (^n  +  vm)(C*2)  +  2)6C)  +  (vI  +  xn)(2>6ii  +  ildD) 
+  {%m  +  iit){AöC  +  CbA)  +  {kn'{'v\)(BbD  +  DbB) 
+  2%tA6A+2k\BöB  +  2iimCSC+2vxiDbD^0. 
Berücksichtigt  man  nun,  dass 

AbB+  B6A^  AbA+  BbB^  a^, 
BöC+GdB^BöB  +  CöC-'h^ 
C8D+D60  =  OöC+I)dD-c\ 
D8A+A8D=^D8D+AdA-d^, 
80  ergiebt  eine  Zusammenziebung  des  entwickelten  A\x%di\]Lc\L^^\ 
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{fim  + (it)[ÄöC+CSÄ-Ä6Ä-CdC] 

+  {kn  +  vi)[BöD  +  DÖB''BdB^DöD'] 

-[(xl+fil)a«+(Am  +  /*l)6«+(/*n+vm)c«+(vf+«n>P]=0. 

Setzt  man  das   letzte  Olied  zur  Abkürzung  &=  <Z>,  so  kann  man  auch 
schreiben : 


{Km  +  iit)ÄCöAC+{kn+vl)BD6BD+O:=»0, 

das  heisst,  zwischen  den  Quadraten  der  Diagonalen  müsste  eine  lineare 
Relation  eintreten.  Hat  man  ein  Viereck,  bei  dem  dies  nicht  der  Fall,  so 
müssen  die  Coefficienten  einzeln  verschwinden: 

I)  (xm  +  itt!)  =  0,    (An  +  vl)  =  0,     a>  =  0. 

Dies  ist  die  allgemeine  Lösung.  Die  singulare  erfolgt  für  das  Parallelo- 
gramm, das  ja  das  Viereck  ist,  für  welches  eine  Relation  zwischen  den 
Diagonalquadraten  existirt:  (a  =  c,  b  ^  d) 


ÄCdÄC+BD8BD  =  a^+h^+c^+€p. 

Demnach  wird  die  Bedingung: 

[(xm  +  fiI)-an-~  vl)]ÄC6AC=-  O 

und  demnach  die  singulare  Lösung: 

II)  a  =  c,     6  =  d,     (Km  +  ^f)=:an  +  vl),     a>'=0; 

die  weitere  Discussion  der  Formeln  soll  hier  nicht  gegeben  werden. 

11.  Wann  sind  zwei  Linien  im  Punktfelde 

P=KÄ  +  IB  +  fiC+vD 

an    Länge  gleich?     Verbindet  die  eine  Linie  die  Punkte  P  und  Qf  die 
andere  die  Punkte  R  und  S,  so  muss  sein: 

{P "  Q)Ö{P ^  Q)  ^  {R- S)Ö{R- 8). 
Setzen  wir: 

P''Q  =  xÄ  +  lB+  fiC+vD,     (x  +  A  +  ^  +  v  =  0). 
R-S=tÄ+lB  +  mC+nD,      (f  +  l  +  m  +  n  =  0), 
so  geht  die  Bedingung  über  in: 

0={kÄ  +  XB  +  nC+  vD)d{KÄ  +  kB  +  iiC+  vD) 
=  {lA  +  \B  +  mC+  nD)d(U  +  IjB  +  mC+  nD), 
die  Entwickelung  liefert  für  reelle  x,  f,  .  .  .: 

(xX  -  n){AöB  +  B6Ä)  +  (X^  -  tm)(^dC  +  dB) 
+  (fiv  -  mn){CöD  +  DÖC)  +  (vx  -  nl){DdA  +  AdD) 
+  (x|i*-  tm)(AÖC+  CiA)  +  (kv  -  ln)(BSD  +  DdB) 
+  (x«  -  t')AöA  +  (A«-  l')BÖB  +  (|ii«-  m*)Cd(7 


Von  Johann  Kleiber. 
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Berücksichtigt  man  wieder,  dass 

A6B  +  BdA  =  A8A  +  BSB 


a*  etc.. 


80  ergiebt  eine  Znsammenfassang  des  entwickelten  Ausdrucks : 

(xjii  -  lvx)[A6C  +  CiA  -  AdA  -  C6C^ 
+  {Xv  +  lxi)[BiD  +  DÖB  -  BÖB  -  BdJ)] 

-  [(xX  -  10«'+  (^tj«*  -  Im)6*+  (/iv  -  mn)c^ 

Setzt  man  das  letzte  Glied  zur  Abkürzung  =  ^,  so  kann  man  auch 
schreiben : 

(x^  -  lrxi)ÄC6lC  +  (>tv  -  \xC)Bi)6BD  +  ^=  0. 

Wie  oben  ergiebt  sich  auch  hier  eine  allgemeine  und  eine  singulare 
Lösung  des  Problems.  Bezüglich  der  Discussion  werde  auf  den  vorigen 
Fall  verwiesen. 

Anmerkung.  Die  Discussion  ergiebt,  dass  es  möglich  ist,  in  den 
Seiten  eines  Oelenkvierecks  Punkte  XYZW  so  festzulegen,  dass  sie  bei 
allen  Verzerrungen  des  Gelenkvierecks  ein  Antiparallelogramm  bilden. 

§  8.    Kreis-  und  Kugelpunkte. 

1.  Kreispunkte  auf  den  Seiten  des  Gelenkvierecks.  Wir 
nehmen  auf  den  Seiten  des  Stammvierecks  AB  CD  vier  Punkte  P,  Q,  R^  S 
an  und  wollen  untersuchen,  unter  welchen  Voraussetzungen  dieselben 
immer  auf  einem  Kreise  liegen.  Wir  wissen,  dass  die  zu  erfüllende 
Gleichung  die  folgende  ist: 


1) 


P8P     P 

iP     1 

QäQ    Q 

ÖQ     1 

—  0 

BiB    B 

dB     1 

\y  9 

S6S     8 

dS     1 

Setzen  wir:       p^^^^  +  j^^, 

e  =  x,B  +  A,(7, 

.  ^  =  «s 

C  +  i^D, 

S  =  %iD 

+  h^, 

2) 

SO  muss  die  Relation  1)  unabhängig  von  den  Ay  B,  C,  D  bestehen,     um 
diese  umzuformen,  bedenken  wir,  dass  {xili  reell)  x^  +  ^<  =  1  • 

FÖF  =  Xj^AdA  +  Xj^B8B  +  k^X^{A8B  +  BÖA), 

=  Kj^AdA  +  Xj^BÖB  +  7iiX^{AdA  +  BÖB  -  a«), 
I  =%iA6A+XiB8B  +  XiXy, 

QöQ^7i^BöB  +  X^CöC-^X^h\ 
RdR  =  X3C6C  +  X^DöD  —  X3A3C*, 
SÖS  =  x^BöD  +  X^AÖA—  y^^l^dK 
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Soll  nun  1)  umgeformt  mit  2)  und  3)  nnabhftngig  von  den  Ä^  B,  C,  D 
bestehen,  so  mOssen  sich  vier  Zahlen  Uitt^tt^u^  finden  lassen,  welche  Ton 
Ay  B^  C,  D  unabhängig  sind  und  die  Oleichungen: 

u^PdP  +  u^QöQ  +  u^RöB  +  u^86S  =  0, 

WiP       +u^Q       +t*sÄ       +u^S      =0, 

UiöP     +u^dQ    +1*8*^     +u^d8    =0, 


u. 


+  ^ 


+  t«8  +^4 


=  0 


ZU  identischen  machen.     Zu  dem  Ende  muss  sein: 

W2X2  +  WjXs  =  0, 

«*4^4  +  «*l'<l  =0, 
ttiXiA,a*+U2X2A,6*+  W8^S^8^+  U^9l^k^d^=^  0. 

Oder,  es  haben  die  Determinanten  der  Matrix  zu  verschwinden: 

XjAja*    Xj^^'    *3^c*    x^A^d* 


4) 


^1 
0 

0 

X, 


0 
0 


0 


0 


0 
0 


=  0. 


Nach  dem  Eron  eck  er 'sehen  Satze  sind  dies  zwei  Bedingungen.  LSsst 
man  die  erste  Zeile  fort,  so  folgt  eine  Determinante,  welche  ausgewerthet 
lautet: 

O)  A^  Aj  Aj  A^  ^  Xj  Xj  Xß  X^, 

Die  andere  Gleichung  würde  sich  am  symmetrischsten  ergeben,  wenn 
man  die  Matrix  mit  einer  beliebigen  Zahlenreihe  (z.  B.  1)  rändert,  asym- 
metrisch ,  wenn  man  eine  Zeile  weglässt  (z.  B.  die  letzte) : 

6)     alAjXjXgXjX^—  &*.  AiAgX,x8X4+  c*.  AjAjAjXsX^— (P.A4A,A8X^X4  =  0. 

Da  x^  -h  A<  =  1 ,  so  stellen  die  zwei  Gleichungen  für  die  unbekannten 
x,x2X3X4  geschrieben  ein  Diophant'sches  System  dar.  Zu  je  zwei  Punkten 
auf  Seiten  des  Gelenkvierecks  können  immer  noch  zwei  andere,  auf  den 
anderen  Seiten  gelegen,  angegeben  werden,  die  zusammen  mit  jenen  aof 
einem  Kreise  liegen. 

2.  Kreispunkte  im  Punktfelde  P=  kÄ  +  kB  +  fiC+  vD.  Die 
Lösung  erfolgt  wie  vorhin,  nur  ist  zu  setzen: 

P=KiÄ+XiB  +  iij^C+ViI), 
Q  =  K^Ä  +  k^B  +  (i^C+v^D, 
R=^x^A+X^B  +  (i^C+v^D, 
S  =  %^A+  X^B  +  \x^G  -k-  vj}^ 


^,  +  ^*  +  f*i  +  V,=  l 

(reell). 


Von  Johann  Kleiber. 
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Die  Dothwendige  Umformung  von  PöP^,..  lautet: 
PdP==%,k^(ÄdB  +  B6Ä)  +  i^(i^{B6C+C6B)  +  i*,v,(CdJ)  +  DÖCf) 
+  v^Ki{D6Ä  +  ÄÖJ))  +  7i^(ii(Ä6C+  CöÄ)  +  kiV^{BÖD  +  DöB) 
+  Tij^ÄÖÄ  +  X^^B6B+  fi^^CÖC+Vi^DÖD, 
Ersetzt   man   wieder  ÄdB  +  B6Ä   durch  AdÄ  +  BöB  —  a*  n.  8.  f,^ 
80  folgt:  psP^  -  [K^iiiÄCöÄC+  liViBDÖBD] 

+  [k^äöä  +  X^BÖB  +  (ii  CöC  +  v^DöD] 
-  [xiAia«+  Aifii6*+  fiiViC«+  v^xid*]. 

Bezeichnen  wir  den  letzten  Ausdruck  in  PdP,  QiQ.<>  mit  H^^  H^ 
A||  H^^  so  ergehen  die  weiteren,  genau  wie  vorhin  zu  führenden  Be- 
trachtungen als  Lösung  des  Prohlems  das  Verschwinden  der  folgenden 
Matrix: 


^i 

X, 

H 

H 

h 

^2 

h 

h 

fl 

f« 

H 

H 

^x 

V« 

v« 

^4 

*IMl 

r^%H 

*3f3 

^4(^4 

K^i 

AjVg 

^3  »'s 

A4V4 

=-.0. 


Hl     H^     Hq     H^ 

Die  in  dieser  nach  Kronecker  enthaltenen  vier  Gleichungen  gehen 
mit  den  Relationen  X|  +  ^tf+  |^<+  v<^  1  zusammen  acht  Gleichungen  zur 
Bestimmung  von  16  ünhekannten.  Wir  können  demnach  immer  zu  zwei 
Torgegehenen  Punkten  des  Feldes'  (auf  oc^  Arten)  noch  zwei  weitere  he- 
stimmen ,  die  mit  jenen  immer  auf  einem  Kreise  liegen. 

Eine  ausftlhrlichere  Discussion  soll  nicht  Platz  greifen. 

3.  Kugelpunkte  im  Punktfelde  P=  xii  +  XJ5  +  ^C+vD.  Wir 
denken  uns  jetzt  das  Gelenkviereck  '  räumlich  heweglich  und  windschief 
und  fragen,  welche  Bedingungen  erftlllt  sein  müssen,  damit  fünf  Punkte 
Pi  immer  auf  einer  Kugel  hleihen. 

Wir  henützen  nunmehr  gewöhnliche  Coordinaten  Xiyi$i  und  hahen  die 
Aufgahe,  die  Bedingung 


Xi^  +  Vi^  +  B^    Xi    yi    $i     1 


=  0 


identisch  zu  erfüllen,  ohne  Bücksicht  auf  die  hesondere  Lage  der  Eck- 
punkte A,  B^  Cj  D  des  Vierecks.  Kommen  diesen  die  Coordinaten  ^itiitf 
zu  und  sind  die  Punkte  Pi  als 

niA  +  kiB  +  fAiC+Vil) 

(«.•  +   ki+  Ui+Vi=\  ), 

80  ergiebt  sich: 


definirt: 
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ix^i  =  XfSi  +  Uli  +  l^^s  +  ^'641 
Vi  =  Xf  ^1  +  hnt  +  f*<^s  +  ^«^4» 

Ferner  liefert  die  Umformung  von  x?+y^+  ef  das  Folgende: 

+  2^iH%i^'\^rii%+  fifs)  +  2A,v,(S,|,+  %^4+  Sifi). 

4.  Kugelpunkte  auf  den  Seiten  des  räumlich  beweglichen 
Gelenkfttnfecks.  AB=a,  BC=^h^  CD^c,  DE^d,  EÄ==esekn 
die  Längen  der  fünf  Stäbe,  welche  das  Gelenkfünfeck  bilden. 

Pi  =  %,Ä  +  X^B,     P2=x,5+A,C/,     P3=X3C+A,2), 

seien  Punkte  auf  diesen  Stäben ,  welche  so  gewählt  werden  sollen ,  dass  sie 
bei  allen  Bewegungen  des  Fünfecks  auf  einer  Kugel  bleiben  sollen.  Za 
dem  Ende  muss  wieder  die  Determinante: 


Ä^<*  +  yf*  +  «i-^     Xi    Vi     «I     1 


=  0 


umgeformt  werden.     Es  ergiebt  sich  insbesonders : 

=  *i  (li*  +  »JiH  ?,»)  +  i,  (I,*  +  %*  +  U*)  -  X,  A.  a».* 
Analoge  Werthe  für  Ä?i*  +  y<^+  iP<*.    Dies  eingeführt  ergiebt ,  wie  früher, 
das  Verschwinden  der  Matrix: 


K 

H 

0 

0 

0 

0 

h 

«J 

0 

0 

0 

0 

*s 

«4 

0 

'\  0 

0 

0 

K 

«6 

1 

'■    X, 

0 

0 

0 

l. 

=  0. 


ir,  ff,  Ä,  fl,  Bj 

Hierbei  ist  H^=^ii^X^a^j  ^%^=^  n^X^h^  u.  s.  w.  Diese  zwei  Gleichungen 
im  Vereine  mit  x^4'^j=l  bilden  sieben  Gleichungen  zur  Bestimmung  yon 
acht  Unbekannten.     Drei  der  Punkte  Fi  bestimmen  die  übrigen: 

+  f  **  (I,*  +  %*  +  ?,»)  +  Vi  (I,«  +  ^4»  +  f,»). 

*  Dies  Resultat  kann  unter  Anwendung  des  Transversalensatzes ,  den  ich  in 
der  Zeitschrift  für  mathem.  und  naturw.  Unterricht  XXVII,  2  gegeben  habe,  direot 
hingeschrieben  werden. 


Von  Johann  Klbibbr. 
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Bedenken  wir  aber,  dass 

2(S.  I.  +  %  %  +  fi  Ji)  =  (I,*  +  Vi'  +  fi*)  +  ik'  +  %*  +  f,*)  -  «S 
2  rsg  I,  +  %  %  +  f,  f.)  =  d,"  +  %'  +  f,»)  +  (!,» +  %«  +  fa*)  -  &^ 

2  (1,  «4  +  »?» i?,  +  f,  f«)  =  (I3*  +  Vs'  +  fs*)  +  («4*  +  »J**  +  f«»)  -  c*. 

2  (I4 1,  +  n*%  +  r«?.)  =  (S4'  +  Vi'  +  ?4')  +  (I.*  +  •;,*  +  fs')  -  d*, 

80  folgt :      _^^, ^  ^^,  +  )!!,»=-  [x, ^,  Je d  JÖ  +  ii V, fi^ä BI)] 

+  [«.  dl' + Vi* + fi')  +  i*  ih* + %' + Ji*) 

—  [x,A<a*+  hH^^+  f*/ViC*+  v<x,eP]. 

Bezeichnen  wir  den  letzten  Klammeransdruck  mit  Hi,  so  ergiebt  sich 
als  Endbedingniss  zur  LOsang  unserer  Aufgabe  (die  Zwischenrechnungen 
Yollziehen  sich  wie  beim  Problem  der  Kreispunkte)  das  Verschwinden  der 
Matrix : 


«1 

Xg 

*3 

"4 

«6 

^1 

l. 

A» 

^4 

*5 

f*l 

f*« 

»»» 

N 

M6 

^1 

»'« 

»'s 

^ 

»'s 

Xi^, 

*«f*« 

«8**« 

«4*»4 

*&H 

^1^1 

AgVj 

*s«'s 

*4»'4 

*6''6 

^1 

^» 

^S 

^4 

^6 

0. 


Diese  drei  und  die  Gleichungen  x^  +  A|  +  fi^  +  vi  =  1  stellen  acht 
Qleichungen  für  20  Unbekannte  vor.  Zu  je  vier  Punkten  des  Feldes  kann 
man  also  einen  Punkt  hinzufinden,  der  mit  jenen  immer  auf  einer  Kugel 
liegt.* 

§  9.    Linear  verwandte  Oelenkvierecke. 

I.Definition  der  Verwandtschaft.  Ist  il  J9  CD  ein  Oelenkviereck 
von  Constanten  Längen  a,  &,  c,  d  seiner  Seiten,  so  ist  dasselbe  —  aller- 
dings nicht  eindeutig  —  bestimmt,  wenn  die  Endpunkte  Ä  und  D  einer 
Diagonalen  fixirt  sind.  Ist  nun  etwa  eine  Lage  der  Ecken  B  und  2)  fest- 
gestellt, was  die  Auflösung  von  zwei  quadratischen  Gleichungen  erfordert 
und  somit  zwei  Irrationalitäten  in  den  Zahlenbereich  unserer  Rechnungen 
einfuhrt,  so  können  die  drei  anderen  möglichen  Aspecte  des  Vierecks  linear 
aus  der  ersten  hergeleitet  werden.  Zu  dem  Ende  bedenke  man,  dass  dazu 
nur  Spiegelungen  an  der  Diagonale  ÄC  nothwendig  sind,  deren  Formeln 
wir  bereits  früher  abgeleitet  haben.  Was  sich  dabei  nicht  ändern  kann, 
sind  die  Irrationalitäten,  also  die  Grössen  der  Ecken  bei  B  und  D. 


*  Auser  den  hier  behandelten  Kreis-  und  Kugelpunkten  „erster  Ordnung",  die 
den  Charakter  der  Affinität  haben,  kann  es  noch  solche  „zweiter  Ordnung"  geben, 
die  erst  auftreten,  wenn  gewi§ae  Relationen  zwiBchen  den  ^^Vail  «tl^5^\»  ^\^\« 


294       Beitrag  zur  kinematischen  Theorie  der  (Jelenkmechanismeil. 

Als  linear  verwandt  zu  einem  ersten  Viereck  werden  also  alle  jene 
Vierecke  bezeichnet  werden  kOnnen,  welche  in  einem  Paar  Gegenwinkel 
übereinstimmen.  Dieses  üebereinstimmen  ist  aber  nicht  blos  ein  Qleicbsein 
der  entsprechenden  Winkel,  sondern  kann  auch  ein  Ergänzen  solcher  zu 
180®  bedeuten  y  entsprechend  der  Gleichang: 

6  El     SjE^ 

In  der  Tbat  sind  derartige  Vierecke  von  Kempe  (allerdings  ohne  dass 
diese  Verwandtschaft  ausgesprochen  wurde)  aufgestellt  und  benutzt  worden. 

2.  Das  Eliminationsverfahren  zur  Aufstellung  linear  ver- 
wandter Gelenkvierecke.  Bezeichnen  wir  im  vorigen  Falle  ÄC  als 
Spiegeldiagonale,  so  stellt  Kempe  den  verallgemeinerten  Gosinussatz  be- 
züglich dieser  her,  indem  er  ÄC  zweimal  ausdrückt: 


folglich : 

(o«+6«)  -  (c«+(P)  =  2ab  cosB  -  2cdcos  D. 

Hierdurch  ist  gezeigt,  dass  die  Irrationalitäten  cosB  und  cosC  selbst 
linear  verbunden  sind. 

Fügen  wir  an  das  erste  Viereck  ABCD  ein  zweites  il|J?|CJ|Dp 
welches  mit  dem  ersten  so  verwandt  sei,  dass  die  Ecken  D  und  2)^  sieb 
zu  180®  ergänzen  {Ä^Ci  Spiegeldiagonale),  ebenso   die  Ecken  B  und  £p 

so  folgt:    (a^^+bj«)  -  (ci^  +  di^)  =  2aibiC0sBi  +  2cidiCosDi, 

Aus  beiden  könnte  dann  offenbar  die  Grösse  B  und  D  berechnet 
werden,  das  heisst,  beide  Vierecke  wären  in  ihrer  Bewegung  nur  in  dem 
Momente  verwandt,  wo  eben  B  und  D  die  berechnete  Grösse  passirten. 
Sollen  aber  die  Gelenkvierecke  immer  verwandt  bleiben,  so  muss  offienbar 
die  erste  Gleichung  mit  der  zweiten  innerlich  übereinstimmen.  Dividiren 
wir  die  Gleichungen  je  mit  dem  Factor  von  cosB  bez.  cosB^  und  setzen 

cosB  =^  —  cos  B, ,     also    cosD  ^  —  cos  Dj , 


so  folgt: 


^..J...^L   \ — ! — /.  =  cosB -cosD, 

ab  ab 


a^  bi  Oj  6| 

Da  die  Irrationalitäten  cos  B  und  cos  D  nicht  anderweitig  linear  zu- 
sammenhängen,  so  kann  die  Identität  der  zwei  Gleichungen  nur  erzielt 
werden,  wenn  gleichzeitig: 

ab  a^b^  ab      a^b^ 

In  diesem  Falle  sind  die  Gelenk  Vierecke  in  allen  Lagen  verwandt,  wo 
ein  Paar  der  Winkel  B  oder  D  \X\>eteiva%\amm^^. 


Von  Jobann  Kleiber. 


295 


3.  Koppel  yon  verwandten  Vierecken  (Fig.  3).     Ist 

Bl  Cj  C7^  Cjj  .  .  .  Cn  Bn  -f- 1 

ein  polygonaler  Zug,  Bi  ein  zwischen  Ci-i  und  Ci  eingeschalteter  Punkt  und 
werden  von  einem  Pol  A  nach  allen  Punkten  Bi  Linien  gezogen ,  so  entstehen 
n  -Vierecke ,  die  in  ^  gekoppelt  erscheinen.  Diese  Koppel  soll  eine  Koppel 
von  yerwandten  Vierecken  dann  genannt  werden,  wenn  der  letzte  Winkel 
Ba^i  mit  dem  ersten  B^  ttbereinstimmt. 

Zu  dem  Ende  muss  (5,(7/ =  a?,-,  C<5i+i  =  y,+i,  ABi^  ai)\ 

—  Äj  =  (ai»+  iTj*)  -  (oj*  +  y/)  =  2a^(x^co8B^  -  2a^y^cosB^ 

—  ZT,  =  (oj*  +  x/)  -  (oj*  +  %*)  =  2080:8 cosB^  -^2a^y^cosB^ 

—  iJg  =  (oj*  +  V)  -  W  +  y^)  =  2ojirjC055,  -  2  a^y^cosB^ 

—  I^«=(a«*+a?**)--(aJ+i+yJ+i)==2o,,ic,,co5J5,--2an+iy„+ia)5-B',  +  i. 

Dabei  ist  005  J?{+ <^^-S/=  0.  Führt  man  dies  in  das  Gleichungs- 
system ein,  so  hat  man  n- Gleichungen  zur  Bestimmung  yon  n -  Unbekannten 
B^j  B^y, .  ,Buj  5||+i=  jB|.  Soll  die  letzte  „üebereinstimmung jB'„^.|=J?i^ 
statthaben  itlr  alle  möglichen  Verzerrungen  der  Vireckskoppel ,  so  muss  die 

Bestimmung  der  unbekannten  in  unbestimmter  Form  -rr  erscheinen.    Nun  ist 

-f  cosB^:  —  cosB^i  +  cosB^i .  .  .  :±  cosB^:  T  1 
20^X1     2a^y^      0         0     ...  0      H^ 
0       20,0^  203^8      0     ...  0      H^ 
0  0      2a4ir^  2a^y^...O      Ä, 


2a„+iy»+iO         0         0       2anXn  Hn 
Also  mfissen  die  sftmmtlichen  Determinanten  der  Matrix  yerschwinden : 

^%y%    ^^      0    . .  .        0 

0        «8%      Ä«^«  •  •  •  0 


«8^8 


0 


0 


=  0. 


0  U  U     anXn 

H^       H^       H^ Hn 

Dies    sind    zwei  Bedingungen.     Die    eine    symmetrische  erhalten  wir 
durch  Weglassen  der  letzten  Zeile: 

ajOgaj  . .  .  anX^X^X^  ,,,Xn  =  «n  +  l^^  •  •  •  ^yn+lffiPs  "-yn^ 

oder: 

a^X^X^X^  .  .  .  Xn  =  (in-\-lVn  +  iyiys"-yn- 

Anmerkung.     Fällt  die    letzte  Seite  an-f  1   mit  der  ersten  Seite  a| 
in  allen  Fällen  zusammen,   was  z.  B.  beim  Problem  dot  £L\il\>Vi<^\\\i\i%  ^\si<^ 
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Stammvierecks  in  Fachvierecke  der  Fall  ist,  so  stimmt  die  Matrix  der 
Form  nach  mit  der  Matrix  für  die  Kreisponkte  eines  Vierecks  sasammen, 
aber  beide  sind  nicht  identisch. 

4.  Winkelsatz  für  die  Viereckskoppel.    Da  in  jedem  Viereck  die 
Winkelsumme  412  beträgt,  so  folgt: 


Für  eine  Koppel  verwandter  Vierecke  ist  J5^  +  Ä+i  =  180**,  also 

2:<A  =  2nÄ-2:<(7o 
oder; 

2:<A  +  2?<XC=^2nÄ. 

5.  Die  conjugirte  Koppel  (Fig.  4).  Die  eben  abgeleitete  Formel  be- 
sagt schon,  dass  zwischen  den  Ecken  Ä  und  C  der  Vierecke  eine  gewisse 
Vertauschbarkeit  besteht.  Bezeichnen  wir,  um  diese  aufzudecken,  das 
Viereck  zur  Spiegeldiagonale  ÄCi  mit  93^  so  stossen  93/  und  Si.).i  ander 
gemeinsamen  Kante  ÄBi^i=s  a{^\  zusammen»  während  die  Kanten 


OiBi^i  =  y/,    Bi^iCi^i  =  Xi 

in  eine  Gerade  fallen.  Dreht  man  die  Vierecke  so  lang,  bis  die  Seiten 
y^  und  x^  zusammenfallen,  so  ergänzen  sich  die  Ecken  bei  Bi  wieder  za 
180^.  Da  aber  y^  und  x^  im  Allgemeinen  nicht  gleich  lang  zu  sein  brauchen» 
so  muss  eine  Vergrösserung  des  einen  Vierecks  eintreten,  damit  jetzt  die 
Vierecke  in  den  Punkten  Ci  gekoppelt  erscheinen. 

Allgemein:    Koppelt  man  die  Vierecke  iß/  durch  einfache  Drehung  um 
die  B  in  den  Punkten  Ci=  C7,  so  löst  sich  Ä  auf  in  ein  Polygon 

Bi  AiA^Aq,  .  .  Afi  Bn  -\-\i 

auf  dessen  Seiten  die  Funkte  B  liegen,  in  denen  zwei  Vierecke  zusammen- 
stossen.  Die  so  erhaltene  Koppel  der  93/  soll  die  zur  ersten  conjugirte 
genannt  werden.  Für  beide  gilt,  dass  die  Winkel  ^|  und^n^i,  ebenso 
2<)C,A  und  2<)Z0  unverändert  erhalten  bleiben. 

6.  Maassverhältnisse  an  der  conjugirten  Koppel.  Lassen  wir  das 

erste  Viereck  33«  unverändert,  so  ist  das  zweite  mit  dein  Factor  —  >  das  dritte  mit 

--  •  ^  u.  s.  w.  zu  vergrössern ,  um  den  Anschluss  der  Punkte  C  zu  einem 

zu  erhalten.     Das  letzte  Viereck  erfordert  den  Multiplicator 


X2.X^.  .  ,X„  fln  +  l^n  +  l 

Da  seine  Seiten  a^,   On^i,   ^n+ii   Xn  waren,   so   werden  diese  jetzt; 

a„  aj  rTj  a,  x^         aj  Xi         ai  Xy  Xn 

1    1  » • 
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Bfitraohten  wir  die  neue  Koppel  im  Pankte  C,  so  wird  der  Winkel 
*)C  £C  dort  gebildet  von  den  Seiten 

x^  von  33,     und       '   '     vou     iß„. 

Weuden  wir  nun  aaf  das  Ganze  eine  VergrSsseruQg  -^^i  so  werden 
die  den  Eoppelpunkt  C  begrenienden  Schenkel:  ' 

dn  +  t       »tl'^       Ol' 

wKhrend  in  der  alten  Koppel  der  Pnukt  A  begrenzt  wurde  von 
a,     und    a^^i. 
Die  Ecken  A  der  alten  und  C  der  neuen  Koppel  haben  demnach  ent- 
Bprecbend  gleicblauge  Scbenkel,  während  sich  ihre  Winkel  zn  einem    Viel- 
fachen von  2J?  ergänzen. 

7.  Die  Kempe-Burmester'scbe  Anftbeilung  des  Stamm- 
vierecks*  in  Faehvierecke  besteht  in  einer  Aneinanderreihung 
zweier  conjugirten  Koppeln  [verwandter  Vierecke)  (Fig.  5).  Legt  man 
die  conjugirte  (hier  zweigliedrige)  Koppel  in  der  Ebene  um  (inversiren) ,  so 
ergänzen  sich  die  Ecken  A  der  alten  und  C  der  neuen  Koppel  zu  iR, 
die  Schenkel  decken  sich  der  Länge  nach  und  da  B^-^  ^i—  2B,  so  bildet 
der  Umfang  beider  Koppeln  ein  Gulenkviereck,  das  Stammviereck  Bnr- 
mester's.  Die  Fachvierecke  sind  diagonal  gepaart  invers  ähnlich,  wie 
ea  sein  muas.  Auch  stellt  unsere  Auftheilung  den  allgemeinsten  Fall 
Burmester'scher  Auftheilung  vor,  da  man  umgekehrt  sofort  übersiebt, 
dass  jede  letztere  auf  einer  Aneinanderreihung  zweier  conjugirten  Koppeln 
beruht 

Diese  Art  der  Darstellung  hat  neben  dem  Vorzug  der  KUrze  wohl 
auch  den  grösster  Uebersicbtlicbkeit  der  Ableitung  und  der  Yoraussetzungen 
ttber  den  RationaUtStsbe reich. 

8.  Aneinanderreihung  einer  Koppel  von  2m  Vierecken  und 
ihrer  invers  conjugirten  (Pig.  6}.  Wie  oben,  decken  sich  hier  die 
Schenkel  von  A  und  C  der  LUnge  nach ,  doch  ist  die  Winkelsumme  in 
j1(zzC)  nunmehr  {AR)m,  das  heisst,  die  Ebene  wird  mfach  überdeckt. 
Im  Uebrigen  gliedern  sich  wieder  an  den  An  ach  Inas  punkten  ß,  und  Bh-\-\ 
die  Seiten  der  Koppeln  geradlinig  aneinander,  so  dass  der  Umfang  der 
beiden  Koppeln  ein  die  Ebene  mmal  überdeckendes  4m  Eck  vorstellt. 
Dasselbe  erscheint  in  4m  Fachvierecke  anfgetheilt  und  stellt  als  ein  Am- 
Gelenkpoljgon    einen     den     obigen    analogen    Ubergescblossenen    Mecbanis- 

Anmerkung.  Weist  die  erste  Koppel  eine  ungerade  Zahl  von 
Vierecken  auf,   ao  föjlt  die  erste  Seite  der  ersten  und  die  letzte  Seite  der 

*  Proceeding  of  the  London  Mathematical  Society,  Vol.  IX  und  Zeitacbrift 
—der  JJSathemitik  uad  Fhyiik  XXJCVIII.  1. 


298       Beitrag  zur  kinematischen  Theorie  der  Gelenkmechanismen. 

letzten  Koppel  nicht  direct  zusammen,  sondern  bilden  die  Schenkel  eines 
gestreckten  Winkels,  in  dessen  Mitte  und  Scheitel  der  Punkt  Ä{^C)  liegt 
(Fig.  7).  Der  Aspect  liefert  ebenfalls  ein  4m  Eck,  die  Auftheilung  in 
Fachviereke  erfolgt  aber  von  einem  in  einer  Seite  gelegenen  Punkt. 

9.  Decklage  einer  Koppel  und  ihrer  inversen  (Fig.  8). 
Bleiben  wir  etwa  bei  der  zweigliedrigen  Koppel  verwandter  Vierecke  S^ 

und  SB,  und  nehmen  an ,  dass  a^  c=  a,  sei ,  so  ist  der  Winkel  Ä  von 
gleichlangen  Schenkeln  begrenzt.  Legen  wir  auf  diese  Koppel  die  inverse 
so,  dass  Ä  und  dessen  Schenkel  gemeinsam  erscheinen,  so  sind  beide 
symmetrisch  zur  Mittellinie  des  Winkels  JL 

Hält  man  den  Schenkel  AB^  fest,  so  bilden  die  in  Bg  einmündenden 
St&be  B^Gi  und  BgC^'  mit  dem  festgehaltenen  zwei  Winkel,  die  sich  za 
180^  ergänzen,  sonach  symmetrisch  zum  Stab  ÄBg  sind.  Bringt  man 
zwischen  die  Stäbe  BiC^  und  B^C^  eine  Kempe'sche  Zelle,  so  beschreibt 
deren  Ecke  8  eine  Gerade,  die  senkrecht  zu  ÄB^  verläuft. 

Verbindung  mehrerer  conjugirter  Koppeln.  Sei  mit  Ki  die 
zu  Ki  invers  gelegte  conjugirte  Koppel,  abgesehen  von  der  absoluten  Grösse, 
bezeichnet,  so  kann  man  die  Beihung  von 

versuchen  und  gelangt  zu  dem  Satze,  dass  die  Koppeln  vertaaschbar  sind 
und  eine  Eintheilung  eines  Polygons  in  Fachvierecke  ergeben,  die  jedoch 
hier  nicht  weiter  behandelt  werden  soll. 

10.  Coordinatisirung  verwandter  Vierecke  in  der  Gauss 'sehen 
Ebene.  Wir  setzen  voraus,  dass  die  Irrationalitäten  des  Stammvierecks 
bekannt  seien,  dann  sind  die  Strecken  a,  b,  c,  d  der  Seiten  AB^  BC, 
CDy  DA  nach  Bichtung  und  Länge  bekannt  und  nur  gebunden  durch 
die  Uneare  Belation:  a  +  5  +  c  +  cl  =  0. 

Ist  nun  A'B  C'B  ein  dem  ersten  bezflglich  der  Spiegeldiagonalen 
AC^ÄC  verwandtes  Viereck,  so  müssen  die  Winkelpaare  Bco B\  Cf\iC\ 
übereinstimmen.    Hierbei  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 

a)  Es  herrsche  die  Winkelgleichheit  B  =  B\  D  =  2>'.  um  diese  za 
markiren,  setzen  wir  die  Seiten 


A'B'=-a\    B'C'=l>\     O'jy^c,    D'Ä=d' 
versuchsweise  den  folgenden  Termen  gleich: 


a  =  xa 


V=kb 
'-_  [*»  '^i  f*j  ^  reell,  o  complez]. 

C  —  fA  C  •  0 

(?=  vd  .0 

Dann  ist  jedenfalls   B  =^  B'  und  D  =  D'.    Diese  vier  Strecken  sollen 
ein  sreaobloaaeüea  Viereck  bilden,  doba  W^%\i*. 
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a  +  h'+  c  +  d>  =  0,     oder    —  a  =  ■ -; 

(AC  +  vd 

ferner  dürfen  bei  der  Bewegung  des  Stammvierecks  die  Seiten  des  ver- 
wandten ihre  absolute  Länge  nicht  ftndern,  das  heisst:  ada  mnss  constant 
sein.    Dies  ist  aber  nur  möglich,  wenn 

ah  __  ah'  kX  ,ah 

cd        ci       (IV. cd.  oda 
das  heisst,  wenn  ^2 

a  =  — • 

Aus  dieser  Bedingung  folgt  von  selbst  jene  für  die  xAfiv: 

xk      {xa  +  lh)ö{Ka  +  kh)      |xa|*+|  Al>  *-Xi«(|  aI«+|6P)-Ax<Z>. 

CF  O  <y  = 7 : ITTT : IT  =  , r=— — ; m; >-■ — .«>  .   .   .  „v ^» 


ftv     {(IC  +  vd)d{(ic  +  vd)     I  (ic  j*+ !  vd  '*— f*v(|c|*+;  d  |*)  —  ftv^^ 
^obei  ^^^  {a  +  b)d{a  +  h)=0^={c  +  d)ö{c  +  d) 

ist,  folglich  im  Zähler  und  Nenner  weggelassen  werden  kann: 

(IV    (ii*-v)|>ic|*--v;ci|'] 

Damit  ist  die  Aufstellung  des  verwandten  Vierecks  geleistet,  wenn 
die  Winkel  bei  B  und  D  übereinstimmen. 

b)  Es  soll  Winkelergänzung  eintreten:  B  +  JB'=180^  D+2)  =  180<>. 
Dann  hat  man  wie  folgt  anzusetzen: 

b'=  +  näa 
'  jtjt  [*»  ^;  f*i  V  reell]. 

Durch  diesen  Ansatz  ist  die  Winkelbeziehung  verbürgt.  Die  einzige 
Bedingung  für  a  und  x^fiv,  wurde  bereits  oben  angegeben: 

Anmerkung.  Setzt  man  statt  der  Werthe  von  ah'  cd^  die  deltairten, 
so  erscheint  das  Viereck  in  der  Ebene  einfach  umgelegt. 

11.  Anderer  Nachweis  zur  Rempe-Burmester*schen  Auf- 
theilung  des  Stammviereckes  in  Fachvierecke.  Auch  dieses  Mal  soll 
es  sich  nicht  um  eine  Auftheilung,  sondern  um  einen  Aufbau  des  Stamm- 
vierecks aus  den  Fachvierecken  handeln.  Zu  dem  Ende  nehmen  wir  ein 
Musterviereck  93  zur  Grundlage,  dem  wir  das  erste  Fachviereck  1B|  direct 
ähnlich  machen.  Das  zweite  fß^  w^^^en  ^^^  ^^^  ®i  verwandt  an.  An 
dieses  reihen  wir  d93i»93sund  0^^=^^  in  geeigneter  Weise,  um  schliesslich 
zu  zeigen,  dass  das  umrahm  ungs  vier  eck  sich  lückenlos  schliesst.  Die  Seiten 
der  Vierecke  hezeichnen  wir  in  folgender  Weise : 
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Dann  ergiebt  ein  Versuchs  weiser  Ansatz  zunächst  ftlr  die  Gestalt  der 
Vierecke  (also  nicht  schon  absolute  Anschlusslage)  die  folgenden  Proportionen: 


im  Viereck: 

0*  = 

h  = 

Ci  = 

äi  = 

»i 

a 

b 

c 

d 

»i 

*Sa 

-Idh 

It8e .  a 

—  vdd.a 

SJ» 

Sa 

dh 

de 

6d 

»4 

xa 

-Ib 

(tcdü 

—  vd.ia 

Orientirt  man  die  Vierecke,   wie  in  Figur  angedeutet,    so  erhält  man 
für  die  wahren  Werihe  von  Oj,  &<,  c,-,  di  bis  auf  constante  Factoren: 


im  Viereck: 

a 

,•  ^ 

•&.= 

Ci  = 

*  = 

»1 

a 

6 

c 

d 

»2 

X 

A 

a 

a 

a 

u     Sc 
—  -  a  —  •  tf 

V     5d 
-  a —  -ff 
k     Sb 

s, 

^ 
l 

a 

6.0 

fi        de 

1/ 

u    8d 

—  -a—r-a 

l   ob 

»4 

Li 

.0 

d 

Vergrössern  wir  die  Vierecke  der  Reihe  nach  mit  den  Factoreo  6o, 
Bqj  Kq^  Lq  und  wählen  diese  so,  dass  die  aneinander  gefügten  Vierecke 
je  Seiten  der  Länge  und  Richtung  nach  gemeinsam  haben,  so  dass  also 

wird,  so  zeigt  sich,  dass  auch  das  letzte  Paar  Seiten  c^  und  Cj  nach  LSnge 
und   Richtung  zusammenfallen.    Dann  aber  wird  der  Umfang  des  Ganzen 
zum  lückenlos  geschlossenen  Stammviereck   für  alle  vom  Musteryiereek  S 
deßDirten  Bewegungen  der  Fachvierecke. 
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Zu  dem  Ende  ergeben  sich  folgende  Werthe  von  Qq,  Hq,  K^,  L^: 


«.=  T 


a 


0^ 


H.= 


V 


^=r 


X 


a 


^Of 


Lq=  —  Qq, 


§  10.   Ein  zweites  Bändernngsprineip. 

Bedingung  dafür,  dass  sich  ein  Polygon  schliesst  (Fig.  3). 
Gehen  wir  zur  allgemeinen  Koppel  von  Vierecken  zurück ,  wie  sie  in  Figur  5 
angedeutet  ist  Jede  Bewegung  des  Systems  wird  im  Allgemeinen  verursachen, 
dass  die  Schiassseiten  B^Ä  und  ABn+i  sich  in  ihrer  gegenseitigen  Lage 
verändern  und  nur  in  discreten  Momenten  der  Bewegung  wird  ein  Zu- 
sammenfallen beider  Schenkel  eintreten.  Sollte  dagegen  dieses  Zusammen- 
fallen immer  eintreten,  bei  allen  Phasen  der  Bewegungen,  so  ist  dies  eine 
Forderung  für  einen  übergeschlossenen  Mechanismus.  Diese  Forderung  kann 
algebraisch  eingekleidet  werden  in  die  sogenannte  Schliessungsbedingung, 
welche  besagt,  dass  die  Summe  der  ümfangsstrecken  für  die  ganze  Beweg- 
ung identisch  verschwindet: 


1)     B,C,  +  {C,B,  +  B,C,)  +  {C,B,  +  B^C,)  +  •  •  •  +  C„5„+i  =  0. 

Dabei  bedeutet  jeder  Summand  einen  Streckensummanden  nach  Richtung 
und  LSnge  und  soll  zur  Schliessung  femer  noch  vorausgesetzt  werden,  dass 
die  Längen  AB^  und  ÄBn+i  einander  gleich  sind. 

Das  Bänderungsprincip.  Angenommen,  wir  hätten  irgend  einen 
derartigen  Mechanismus  Q  nach  dem  Typus  Figur  5  gewonnen ,  der  immer 
geschlossen  bleibt,  so  dass  die  Gleichung  1)  besteht,  so  bleibt  die  Gleichung 
auch  noch  richtig,  wenn  wir  folgende  Umformung  mit  ihr  vornehmen: 

Man  multiplicirt  die  auf  das  Viereck  iß^  bezüglichen  Werthe  mit  ®|, 
die  auf  das  Viereck  fß^  bezüglichen  mit  @,  u.  s.  f.  und  erhält  {Bn+i'^B^). 


2) 


®jifiC,+  (®iC,5,  +  ®3if,C,)  +  (&»C,B,+ ®,B,0,)  + 


wenn  man  Toranssetzt,  dass 


3) 


®a^2^s  +  ®8-^s^3  =  ^«-^3  +  -^3^8    [ß^  complex]. 


&nCnB,  +  &,B,C,  =  CnB^  +  B^C^ 
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Was  bedeutet  diese  Voraussetzang?  Ein  Viereck  mit  einem  complexen 
Factor  mnltipliciren  heisst,  dasselbe  «nter  YergrOsserung  drehen.  Es  er- 
scheinen also  unserer  Bedingung  gemäss  alle  Vierecke  unseres  Mechanismus 
verdreht  Die  in  den  Gleichungen  3)  enthaltene  weitere  Voraussetzung 
besagt,  dass  die  Punkte  ^i,  in  denen  die  neuen  Vierecke  noch  immer  ge- 
bunden erscheinen ,  nicht  mehr  im  „Bande"  d- 1  Ci  liegen,  sondern  in  der  Spitze 
eines  an  den  „Band**  angeschlossenen  Dreiecks.  Oder  mit  anderen  Worten: 
Der  neue  Mechanismus  hat  mit  dem  alten  den  „Band**  der  Ct  gemein; 
die  Anschlusspunkte  Bi  liegen  aber  nicht  mehr  direct  im  Band ,  sondern  in 
den  mit  den  Bandseiten  verbundenen  Ebenen  in  bestimmter  Weise.  Denn 
es  ist  zunächst  noch  fraglich,  ob  ®i  beliebig  gewählt  werden  könne  oder 
gewissen  Bedingungen    unterliege.      Um    dies  zu   untersuchen,   bezeichnen 

BiCi  =  a;,-,     CiBij^i  =  yi+i, 
dann  schreiben  sich  die  Gleichungen  2)  wie  folgt: 

(®i  -  i)y,  +  (®,  - 1)«,  =  0, 
(®,  -  i)y.  +  (®.  - 1)«.  =  0, 


(®» -  i)y,  +  (®i  -  i)*i  =  0. 

Fasst  man  die  (@j  —  1)  als  homogene  unbekannte  auf,  so  ist  zunächst 
erforderlich,  dass  die  Determinante  verschwinde: 

0     0...0 


0     ^3    x^    0  . .  .0 
0      0     ^4    x^...O 


=  0, 


das  heisst: 


t/i     0     0     0  . .  .rCj 

Diese  Gleichung  ist  aber  ftlr  den  vorausgesetzten  übergeschlossenen 
Mechanismus  identisch  erfüllt,  wie  bereits  früher  abgeleitet  wurde.  Also 
ist  klar,  dass  @i  willkürlich  angenommen  werden  darf.  Das  Bänderungs- 
principe  hat  allgemeine  Giltigkeit. 

Um  die  Drehung  der  Vierecke  um  ®,-  praktisch  zu  bethätigen,  schiebt 
man  zwischen  je  zwei  folgende  einen  Keil  von  entsprechender  Grösse  und 
kettet  sie  vorschriftsmässig  an  den  Band. 

Der  von  Eempe*  entwickelte  übergeschlossene  Mechanis- 
mus, in  welchem  die  Seiten  von  zwei  Gelenkvierecken  in 
Punkten  der  mit  diesen  Seiten  verbundenen  Ebenen  gekoppelt 
sind,  kann  sofort  mit  Hilfe  unseres  zweiten  Bänderungsprincips  aus  dem 
Typus  (Fig.  5)   der  Eempe-Burmester'schen    Auftheilung  des  Stamm- 
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• .  •  * ,'  •  ^  ■ 


yierecks  in  Fachvierecke  angegeben  werden  (Fig.  9,  10).  Die  Ableitung 
gestaltet  sich  in  diesem  Falle  sogar  noch  bedeutend  elementarer,  denn  die 
Randschliessungsgleichung  für  die  besagte  Auftheilung  wird  nach  unserer 
Bezeichnung  („^  +  j^^  +  (^^  ^  ^^)  ^  (j,^  ^  ^^)  +  (^^  +  d.)  =  0, 

oder  die  Werthe  eingesetzt: 
(0o  +  Äo)'»-(J^o  +  ^o)fl-«-x-^-(^  +  io)««y  +  (io  +  ©o)d  =  O. 

Diese  Gleichung  bleibt  unverändert  bestehen,  wenn  wir  statt  der 
reellen  Werthe  0^,  Hq^  Kqj  Lq  complexe  Werthe  0,  H^  K^  L  setzen,  für 
welche:  0  +  H=^  9^  +  H^, 

H+  K=  Hq+  Kq, 

JT  +   i  =  Äi)  +   Lq, 

Dass  die  Determinante  des  Systems  verschwindet,  oder  mit  anderen 
Worten,  die  Wahl  einer  der  Grössen  Q,  H,  K^  L  beliebig  ist,  erkennt 
man,  wenn  man  die  Gleichungen  mit  den  Factoren  +I--I9  +1—1 
multiplicirt  und  addirt. 

Nun  haben  wir  noch  immer  die  Möglichkeit,  die  Grösse  6  reell  oder 
complex  zu  wählen.  Wählt  man  sie  reell,  so  ergiebt  sich  der  Typus  von 
Figur  10,  wählt  man  sie  compleZ;  so  erscheint  der  Typus  von  Figur  9. 

Anmerkung.  Die  Gleichungen,  welche  die  Drehung  und  Ver- 
grösserung  der  Fachvierecke  charakterisiren,  können  auch  in  Parameterform 

geschrieben  werden:  ^      r\    t   ^ 

ö  =  ü^,  +  ^, 

H=  Hq—^'j 

wobei  0  irgend  eine  ^  complexe  Zahl  bedeuten  kann.  Wie  sich  aus  den 
Werthen  von  60,  Hq,  JTq,  Lq  ergiebt,  sind  diese  Zahlen  durch  die  Be- 
lation  verknüpft:  Q  Ki=  H  L  * 

dies  bedingt  für  die  Reihe  der  6,  ^,  JT,  X,  0  die  Gleichung: 

(0  -  0)(if  -  0)  =  (JI+ o)(jr+ 0), 
(9^:-  HL)  ^&(6  +  H+K+L), 


Da   im  Allgemeinen  ^^  nicht    verschwinden   soll,    so    wird   auch  eine 
Relation : 
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QK=HL 

nicht  eintreten,  das  heisst,  die  Anschlossdreiecke  werden  im  Allgemeinen  onter 
einander  nicht  tthnlich  sein. 

Erweiterung  des  Bftnderungsprincips.  Hat  man  einen  üher- 
geschlossenen  sternförmigen  Mechanismus,  der  aus  gekoppelten  Vierecken 
besteht,  etwa  wie  Figur  11  einen  solchen  giebt  (von  P  gehen  eine  ge- 
rade Zahl  von  Stäben  aus,  die  cyklisch  zu  Parallelogrammen  vereinigt 
sind,  zwischen  deren  Gegenseiten  sich  Dreiecke  von  fester,  aber  im  All- 
gemeinen verschiedener  Gestalt  befinden),  so  kann  man  die  Frage  stellen, 
ob  auch  hier  eine  ümrftnderung  stattfinden  kann.  Diese  Frage  l&sst  sich 
bejahen  und  zwar  besteht  für  die  Zahl  dieser  ümränderungsf&lle  min- 
destens eine  oo^ fache  Mannigfaltigkeit;  im  angezogenen  Beispiele  ist  sie 
sogar  oo'fach,  das  heisst,  die  Drehung  und  Dehnung  des  ersten  Vierecks 
ist  vollkommen  beliebig  und  ergiebt  die  Ansicht  von  Figur  12 »  doch  soll 
auf  diese  Erweiterungen  zunftchst  nicht  weiter  eingegangen  werder. 


XVI. 
Ueber  die  Doppelpunkte  der  algebraischen  Corven. 

Von 

Dr.  Hermann  Oppenheimer 

in  Frankenthal  (Bheinpfalz). 


Am  Eingang  der  Arbeit  genüge  ich  einer  Pflicht  der  Pietät,  indem 
ich  Herrn  Professor  Dr.  Noether  in  Erlangen  für  den  bewährten  Bath, 
den  er  mir  an  manchen  Stellen  ertheilt  hat,  meinen  tiefsten  Dank  aus- 
spreche. 

Einleitung. 

Cl»      J        (^  "4"  Wt)  (^  "f"  Wt  +  3)      ,      ,.     ,   .  r*         ,    .  .  ,  ^,  , 

ömd ^ beliebige  Punkte  m  der  Ebene  gegeben,  so 

lässt  sich  nach  der  Methode  von  Chasles  mittelst  projectiver  Büschel 
n*^  und  w***  Ordnung  durch  diese  Punkte  die  (7"+"»  legen.  Diese 
Methode  ist  aber  nicht  für  jede  Form  der 

(n  +  m)(n  +  »n  +  3) 


2 

Bedingungen,  die  eine  solche  Curre  eindeutig  bestimmen,  zu  gebrauchen. 

(n  +  m)(n  +  »n+3)       «^  ,  ^ 
2 =^P  +  Qt 

und  sollen  p  beliebig  liegende  Punkte  Doppelpunkte,  q  beliebige  Punkte 
einfache  Punkte  der  (7*"+"  werden,  dann  lässt  sich  dieselbe  nicht  ohne 
Weiteres  anwenden. 

Es  soll  zunächst  eine  auch  für  diesen  Fall  giltige  Construction  der 
algebraischen  Curven  mittelst  Absplitterung  gegeben  werden.  Diese  wird 
sodann  die  Grundlage  für  die  Untersuchung  der  (7"*+"  mit  mehr  als 
p  Doppelpunkten  bilden. 
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I. 
Aufgabe.     Eine   C  zu    zeichnen   aus  jp  Doppelpunkten  Ä^  —  Ap  und 
q  einfachen  Punkten  B^  —  Bq^  wobei 

^      ,  n(n  +  3) 

sei.  Wir  zeichnen  einen  Büschel  von  C"+*   .,     .     »  m  clas  heisst  einen  Büschel 

von  0'»+*,  die  die  Punkte -4^  — -4^  zu  Doppelpunkten  und  die  Punkte  Bi^B^ 
zu  einfachen  Punkten  haben. 

Ein  solcher  Büschel  hat  ausserdem  noch  [{n  +  iy^ip-^q]  Basis- 
punkte  Bq^i^  ^^  +  j , .  .  .  B(n  +  i)t  -  4 p.  Durch  diese  und  die  Punkte  A^ -Ap 
legen  wir  eine  (7",  C;  jede  C+^  des  Büschels  hat  dann  mit  derselbeu 
eben  diese  [{n+iy^4p^q]  einfachen  Basispunkte  und  die  je  doppelt 
zählenden  p  Basisdoppelpunkte  A^—Ap  gemeinsam,  also  im  Ganzen: 

[(n+l)«-4j>-(Z  +  2i)]  =  [(n  +  l)«-2p-g] 

feste  Punkte,  schneidet  also  ausserdem  noch  in 

{w(n  +  l)-[(n+l)«-2p-g]t=(2p  +  (z-n-l) 

weiteren  Punkten.     Es  entsteht  also  durch  den  0"+^  Büschel  auf  der  C^ 
eine  Involution  von  je  {2p  +  q'-'n  —  l)  Punkten.    Jede  solche  Gruppe  er- 

/^ 1  Vn  4-  2^ 

giebt   mit    den   gegebenen  p   Punkten    gerade  ^ Punkte,  das 

heisst  so  viele,  als  erforderlich  sind,  um  eine  C**"^  eindeutig  zu  bestimmen. 
In  der  That  ist 

,      „  ,.             a    j^        n(n+3)\       n(«  +  3)  -  2n  -  2 
wegen   der  Bedingang,  3p +  3  =—^-9 )= — ^ n 

(n-l)(n+2) 
2 


( 


Eine  solche  C"~^,   durch  eine  Involutionsgruppe  und  4^—  Ap  gelegt, 

schneidet  die  C*  in  weiteren  ^ Punkten;  es  folgt  unmittelbar 

aus    dem    für  adjuugirte  Curven  erweiterten  Brill-Noet  her 'sehen  Best- 
satz, dass  eine  durch  eine  andere  Involutionsgruppe  veranlasste  0~^  eben- 

falls  durch  diese ^^ Punkte  geht,    und    dass    diese    zwei   O"^ 

einen  Büschel  bilden,   der  ebenfalls  diese  Involution  ausschneidet.    Dieser 
erzeugt  mit  dem  Büschel  der  C"*"^  die 

unter  -Absplitterung  der  C".    Daas  eine  solche  Gruppe  von: 
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(n-l)(n  +  2) 
2 

Pankten  eine  C7*^^  eindeutig  bestimmt,  ist  deswegen  nothwendig,  weil, 
wenn  dieselbe  erst  durch  s  weitere  Pankte  bestimmt  wäre,  diese  auf  der 
zugehörigen  C"*^^  angenommen  werden  könnten.  Dann  würde  die  erzeugte 
C"  auch  durch  diese  s  Punkte  gehen,  also  8  Bedingungen  mehr  erfüllen, 
als  nach  der  Constantenzahl  ihrer  Gleichung  möglich  ist.  —  Diese  Con- 
struction  gilt  für  ein  beliebiges  p,  das  der  ganzzahligen  Gleichung: 

-^-g — -  ==  3i)  +  (z 

genügt,  z.  B.  auch  für  |)  —  0.  So  lässt  sich  eine  C^^  __^  v  z.  B.  constniiren 
mittelst  eines  Büschels  von  Cf.  .  a  a  \  und  eines  dazu  projectiven 
C'  Büschels  unter  Absplitterung  einer  C\  _^  ..  Im  Folgenden  haben  wir 
es  mit  Curven  zu  thun,  für  die  |}  seinen  höchsten  Werth  hat,  q  also 
entweder  —  0  oder  —  2  ist. 

Die  g/!^i»-j«3,(,^,t)\ 

a)  Die   Construction    einer   solchen    Curve   bewerkstelligt    sich    nach 
obigem  folgendermassen:  wir  zeichnen  einen  Büschel  von  C\\'\^  .,  v 

(9n*3w\  */ 

—^  +  -^  +  1  )    Basispunkte    dieses    Büschels ,    die    Basis- 
doppelpunkte   als    einfache     Punkte    gerechnet,    gehen    im    Allgemeinen 

Qo       ^  *       *        — loo^»— 1  Curven   3n**'  Ordnung.      Jede  derselben 

veranlasst  in  der  oben  erörterten  Weise  einen  Büschel  von  C*"""^  und 
gleichzeitig  die  projective  Beziehung  desselben  auf  den  (7'"+^  Büschel, 
deren  Erzeugniss  jene  C^^  und  die  gewünschte  C*",_.,  .    ist. 

b)  Ein  Fundamentalsatz  der  C\\^     .,  .,  . 

^vk(fi  -4-  1  ^ 
Wir  wollen  untersuchen,  welche  gegenseitige  Lage  — ^-^ Punkte 

A\  —  ^lsn(«  +  i)  haben  müssen,  damit  eine  durch  sie  gelegte  C^*  ,__  ., 

einen    weiteren   Doppelpunkt   A^nin^i)        besitze.     Bei   der  Cf.^_.  ,.  ist 

2 

diese  Bedingung  bekannt:  neun  von  den  zehn  Doppelpunkten,  A^  —  A^^, 
müssen  so  gelegen  sein,  dass  durch  sie  ein  Büschel  von  C^j^^^^j.  geht. 
Es   l&sst  sich  nun   zeigen,   dass   dieser  Satz   allgemein  füt  Cxix^^yl  %iv^' 
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Ordnung  gilt:   dass  durch  je   — ^ von   { — ^ '^'')  ^^PP®^" 

punkten  einer  C"  ein  Büschel  von  C^^  geht.  Zum  Beweise  dieses  Satzes 
wollen  wir  von  der  C^  ausgehen  und  zusehen,  wie  die  Eigenschaft,  dass 
durch  neun  Punkte  A^^—A^*  ein  Büschel  von  Cf^^^j,.  S^^^i  ^  unserer 
Constructionsmethode  zum  Ausdruck  kommt. 

Wir  legen  also  durch  solche  neun  Punkte  einen  Büschel  von  CL^^j^^i 
ein  solcher  hat  noch  13  weitere  Basispunkte  B^—Bi^.  Zeichnen  wir  nun 
irgend  eine  C?^ _j  b  -b  )i  ^^  schneidet  eine  C  des  Büschels,  C^^,  dieselbe 
in  weiteren  11  Punkten,  C[  —  Cj^;  soll  es  nun  einen  Büschel  von  Cf^,«— i,t) 
geben,  so  ist  das  nur  möglich,  wenn  durch  die  Punkte  A^—A^y  ^i""^ii 
nicht  eine  C^,  sondern  ein  Büschel  von  C^  geht  Greifen  wir  eine  Curve 
dieses  Büschels,  C^',  heraus,  so  wird  dieselbe  die  C^  ausser  in  -4^ — A^^  C{  —  C[^ 
noch  in  weiteren  zehn  Punkten  D[  —  D[q  schneiden.  Eine  zweite  C,  C,^, 
wird  eine  Punktgruppe  C[^ -- C[[  veranlassen;  nach  dem  Bestsatze  giebt 
es  eine  C^a,—a^,  Ci"—c„",  /)/— z),o');  *ll6  C^^  veranlassen  also  einen  Büschel  von 
C{.,,D^'—D^o)  ^"^  liefern  eine  Cfj,»_^,»).  Weil  es  aber  oo^  Qruppen  D[-'B\^ 
giebt  —  ausgeschnitten  von  allen  Curven  des  (7^  Büschels  —  so  erhalten 
wir  in  der  That  einen  Büschel  von  C^,  wenn  wir  alle  diese  Oruppen  be- 
nutzen. Dieser  Bedingung  iSsst  sich  noch  eine  einfachere  Form  geben. 
Wir  wtthlen  als  C{A\—a^,  ßi— Bi.)  ö^°®  zerfallene  (7g,  bestehend  aus  einer 
Cf^i— ^,  Äi— fij)  ^nd  der  Geraden  B^^  —  B^^,  Die  Punktgruppe  C[^C[^y 
ausgeschnitten  von  der  C^^  vertheilt  sich  auf  dieser  C^  so,  dass  fünf  von 
den  Punkten,  C['- C[  auf  ^ij  — -Bis  l^GgßDj  ^i©  andern  sechs  auf  der 
^Ui~ii,,  Äi  — ßii).     Weil  es  nun  aber  einen  Büschel  solcher  Curven 

giebt ,  und  fünf  Punkte  dieses  Büschels  auf  einer  Geraden  B^^  —  B^^ 
liegen,  so  müssen  die  übrigen  Punkte  A^—A^^  ^6""^u  ^^^  ^^^^^  ^* 
liegen.  Jede  C^  des  Büschels  veranlasst  so  eine  C^,  und  alle  C^  bilden 
wieder  einen  Büschel  und  erzeugen  eine  Cf^,t_^,s)  unter  Absplittening 
der  Cf^i— ^,,  Ä,— Ä,,).  Daraus  folgt  aber,  dass  die  Punkte  J^jj,  B^^  auch 
auf  der  C'(ax—a^,  Bi—Bn)  liegen  müssen.  Denn  als  Basispunkte  des  einen 
erzeugenden  Büschels  gehören  sie  der  erzeugten  Curve  an;  würden  sie 
also  nicht  auf  der  C^  liegen,  so  müssten  sie  auf  dem  andern  Bestand- 
theil  des  Erzeugnisses  des  C^ Büschels  und  des  C^ Büschels,  der  C\  liegen. 
Es  würde  also  ein  Netz  von  Cf^,3_^,7)  geben;  denn  die  Construction  des 
C'(^i4.'— ^')Bü8chels  erlaubt  die  beliebige  Lage  der  Basispunkte  ^i^,  B^y 
Ein  solches  Netz  kann  aber  nicht  existiren,  denn  sonst  gäbe  es  einen 
Büschel  von  Cf^,'— ^,»,  i»),  wenn  P irgend  ein  Punkt  ist,  d.h.  einen  C^Büschel 
mit  37  Basispunkten.     Wir  kommen  ^o  ^\x  ^<sm  lLxV^T\3ini  eines  Bttschels 
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von  Cfj,»_-j,t):  „Ein  beliebiger  Büschel  von  C'^^«— ^t)  hat  13  weitere 
Basispunkte  B^  —  Bi^;  es  giebt  eine  C(^i— ^„  b^— 5,,)"  Selbstverständlich 
bekommen  wir  gleichartige  Beziehongen,  wenn  wir  Büschel  von  Corven 
höherer  Ordnong  mit  Aj^  —  Aq  als  Basisdoppelpunkten  wählen.  Ein  be- 
liebiger Büschel  von  Q^,»— ^»)  z.  B.  hat  28  weitere  Basispunkte  B^  —  B^g. 
^1  —  ^,  Bj^  —  J&28  ^6g6^  &^^  einer  C^.  Diese  Relationen  nun  lassen  sich 
leicht  verallgemeinem.    Es  sei     3n  (n+  1) 

2 

der  Kürze  wegen  <—  k  gesetzt.  Legen  wir  durch  Je  Punkte  A^,  A^,,.  Ak 
einen  Büschel  von  Cf!^^\ ,     .  «  und  bestinunen  die  Zahl  seiner  weiteren 

Basispunkte,  so  finden  wir  für  dieselbe  (3n  +  1)*  —  4 ^-^ —  3n*  +  1 ; 

es  seien  dies  die  Punkte  B^— B^rc^-^-i^  bei  beliebiger  Lage  der  Punkte 
iii—  Ak  wird  es  nun  keine  C.Vi     p     0         n  geben:  denn 

Ist  dieses  aber  der  Fall,  dann  existirt  ein  Büschel  von  C^'f,     ., 

Denn  jede  Curve  des  Büschels  von  C*",+  ^,  ,v  schneidet  die  C**""^ 

1.  in  den  zweifachen  Schnittpunkten  A^  —  A^y 

2.  in  den  ein&chen  Punkten  5^  — Jös^t+i; 

die  Zahl  der  weiteren  Schnittpunkte  beträgt  also: 

(3n  +  1)  (3n  - 1)  -  2 .  ^''^'^"*'^^  -  (3n«  + 1)  -  3w» -  3n  -  2; 

diese  weiteren  Schnittpunkte  seien  für  irgend  eine  Curve  die  Punkte 
(7{,  C^,...  Csn'— 8n— 2;  nun  giebt  es  einen  Büschel  von 

pt«-2 

dementsprechend  erhalten  wir  auch  einen  Büschel  von  C.^",_^ ,.,  wie  wir 
das  eben  an  dem  Beispiel  der  C^  erläutert  haben. 

In  einem  solchen  Büschel  wird  nun  auch  wohl  eine  endliche  Anzahl 
von  Curven  sich  befinden,  die  einen  weiteren  Doppelpunkt  besitzen.  Es 
fragt   sich   aber,   ob   diese   Curven  allgemeine  C,^/,_j«         sind,  oder  ob 

dieses  Kriterium  der  Existenz  eines  Büschels  von  C.V«     a  1%  nicht  vielleicht 

nur  einem  bestimmten  Typus  solcher  Curven  zukommt. 

Wir  wollen  nun  aber  —  der  Kürze  wegen  an  dem  Beispiel  der 
^(^4«— ^„»-4w»)  —  zeigen,  dass  umgekehrt  k  Doppelpunkte  einer  gegebenen 
^fjt—J^        die  eben  er^^rterte  Belation  veraiilaB&eii^  ä.«A^  ^vb  ^^^"^tkd^s^ 


310  üeber  die  Doppelpunkte  der  algebraischen  Carven. 

eines  Büschels  von  C?J^^^  ,.  auf  einer  C^'^"^)  liegen.    Wir  gehen  auf  die 

CoDstruction  der  C^  zurück,  die  sich  mittelst  eines  C^^-  und  eines  C^- 
Büschels  unter  Absplitterung  einer  C^  bewerkstelligt..  Und  zwar  gehen 
wir  von  der  gegebenen  ^(^^t—j,^«)  aus.  Nehmen  wir  einen  beliebigen 
Büschel  von  C(j|t_j^,ti),  so  schneidet  irgend  eine  Cnrve  desselben,  C\  die 
C^  in  18  weiteren  Punkten  B[  —  JB/g.  Eine  entsprechende  C®  muss  durch 
Ä^  —  -4j8,  B[  —  B[q  gehen.  Nehmen  wir  nun  8  beliebige  weitere  Punkte 
Dj  —  Dg  auf  der  C^  an,  so  wird  es  unter  allen  Umstanden  eine 

geben;  dass,  wenn  die  Punkte  A^  —  A^^  beliebig  liegen,  es  nicht  unend- 
lich viele  solcher  C^a,—a,^,  b/—b,/,  Dt—Dt,)  geben  wird,  läset  sich  leicht 
erkennen.  Würde  das  nämlich  der  Fall  sein,  und  würden  wir  die  Punkte 
D^  —  Dg  in  einer  geraden  Linie  q  liegend  annehmen,  so  würden  auch  diese 
Punkte  unendlich  viele  C\\^a^^,  b^'—b^/),  also  jedenfalls  auch  einen  Büschel 
solcher  Curven  veranlassen  Ein  solcher  0^  Büschel  aber,  von  dem 
acht  Basispunkte  D^  —  Dg  auf  einer  geraden  q  liegen ,  enthält  eine  zerfaUene 
Curve,  bestehend  aus  q  und  einer  C(!i,_j,,,  b»  —  b„>  Wenn  aber  eine 
C(^jl'— ^8«,  Bj— Bi«)  existirt,  deren  Schnittpunkte  J.^— -4,g,  B^  — Bi^  auf 
einer  G^  liegen,  so  ist  das  nach  dem  Bestsatz  bei  jeder  solchen  Cur?e  der 
Fall;  nehmen  wir  also  einen  Büschel  von  QliJ»— ^4,»»,  ä,— ä„),  so  entspricht 
ihm  ein  Büschel  von  C^Ai—Ai^,  Bt—Bt^y  l^i©  Absplitterungscurve  ist  also 
eine  0^,  die  durch  sämmtliche  46  Basispunkte  des  (7^^  Büschels  geht. 
Diese  Eigenschaft  aber  involvirt,  wie  wir  allgemein  bewiesen  haben,  die 
Existenz  eines  Büschels  von  C^^^—Ai^'^y  Also:  bei  beliebiger  Lage  der 
Punkte  A^  —  A^^  ist  das  Vorhandensein  einer  unendlichen  Mannigfaltigkeit 
von  C^At—A,^,  BfBii,  Di—D^)  ausgeschlosscn.  Andererseits  involvirt  die  Existenz 
dieser  Mannigfaltigkeit  diejenige  Eigenschaft,  die  wir  von  der  C^a^^^a^^^  j„«) 
nachweisen  wollen.  Indem  wir  also  zunächst  Verhältnisse  der  allgemeinen 
C{At^^Ai^^)    besprechen,    haben    wir    anzunehmen,    dass    es    eine    einzige 

QV-^ieS  Bt'-B,,%D,^D,)  giebt. 

Aus  dem  Restsatz  folgt  dann,  dass,  wenn  eine  Curve  0"  des  C^^- 
Büschels  die  Punkte  ^{' —  ^{g  ausschneidet,  eine  C(5i— j,,,  Bj"— «„"»  A-^») 
existirt.  Die  beiden  C^  liefern  den  erzeugenden  C^  Büschel,  von  dem  die 
Punkte  Dj  —  Djg  Basispunkte  sind.  Nun  sind  die  Punkte  Dg  —  Djg  darch 
die  eine  Curve  C^A^—At^,  ^i'— ^i»',  d,^d^)  schon  bestimmt;  wir  kommen  so 
leicht  zu  dem  Satziö:  wird  eine  C  von  irgend  einer  C*  in  pq  Punkten 
A^^  —  Apq  geschnitten,  und  dürfen  wir  von  den  weiteren  Schnittpunkten 
einer  Cf.      .    .  mit  der  C^  noch  r  beliebig  auf  der  C^  wählen,  die  Punkte 

B^  —  Brj   so  ist   der  Rest   der  Schnittpunkte  nur  abhängig  von  der  Lage 
der  Punkte  B^  —  Dr,  nicht  von  det  ^iXA  d«t  C^,    Ti^t  ^Vt  \ÄäÄ\  ^<«h 


eine  weitsre  Ver&Ugemeinerang  zu.  Legen  wir  einea  Buscbel  von  Ci},'-a„1j 
dnrch  die  Punkte  A^  —  Ä^^,  so  schneidet  irgend  eine  Curve  C  desselben 
noch  27  Punkte  /*;  -  S^,  aus,  Dann  dürfen  wir  auf  der  f  (V--«,.*)  fr 
eine  entsprechende  Cf'^,~A,.,  b,'— &,'j  wiederum  acht  weitere  Punkte  D^  — -Dg 
(und  noch  einen  Punkt  ausserhalb  der  C^)  wStilen.  Diese  acht  Punkte 
D^— J}f^  bestirauien  dann  wiedemra  unabhängig  von  dem  CßüBchel  die 
zehn  Eestpunkte  I>^i,  —  Dy^. 

DasB  nun  diese  mit  den  vorhin  behandelten  zehn  Bestpunkten,  auB- 
geachnitten  von  einer  C'*,  identisch  sein  werden,  ist  mit  Rücksicht  darauf, 
dass  sie  nur  Yon  ö,  —  i>,  abhiingig  sind,  an  und  für  sich  wahrscheinlich, 
onmittelbai'  ist  et  aber  ersichtlich,  wenn  wir  eine  ü''  betrachten,  bestehend 
auä  einer  ffl?,'— j,,',  ßj  — Sis)  mi^  einer  Geraden  3(^1—  Öu);  >hr  entspricht 
auch  eine  Eerfailene  C^,  bestehend  aus  3  und  der  6'(*,_j,j,  ß,  ^ä,,,  di—di^]. 
Es  hat  also  Sinn,  von  dem  ßeste  einer  Anzahl  von  Punkten  D,  —  J)^, 
Bf—  Br  SU  sprechen.  Was  nun  die  C^Ai,'~a„\  a,,')  betriift,  so  dürfen,  da 
die  Construotion  der  C^j,'  —  a„^)  allgemein  giltig  und  unabhängig  davon  ist, 
dass  die  erieugte  Curve  mehr  Doppelpunkte  besitzt,  als  in  das  Constructions- 
arrangement  eingehen,  aneh  auf  dieser  die  Basispunkte  /',  —  I>^  für  den 
erzengenden  Büschel  beliebig  gewUblt  werden.  Dann  werden  wir  auch 
einen  dieser  Basispunkte  D^  dem  Doppelpunkt  Ä^j  beliebig  nähern  und 
Bi-hliesslich  in  denselben  hineinfallen  lassen  dürfen.  Dann  wird  auch  ein 
Punkt  der  Restgruppe,  TJ.,,  in  Ä^^  hineinfallen.  Nehmen  wir  also  irgend 
einen  Büschel  von  Ciif^t—j,/,,  so  werden  sich  die  Curven  des  zugehörigen 
(■(o,  — />,)Büschel3  im  Punkte  Ay^  berühren.  Eine  C  wird  in  ihm  einen 
Doppelpunkt  besitzen,  diejenige,  welche  der  C|"!. j.j  entspricht.  Nehmen 
wir  nun  die  Basispunkte  1\~  1^^  in  specieller  Lage  an,  so  zwar,  dass 
wir  eine  Gerade  q  durch  jl,y  legen,  die  die  C  ausserdem  in  Qi~  Q^ 
schneidet,  und  die  Punkte  Q^  —  Q-,  A^^  als  Punkte  2>,  —  D^  verwenden, 
50  muss  die  C(?;,_r;,,  j,j,  die  der  G^S,^—a„\  b,-b„,  a„)  entspricht  —  ifj  —  B,« 
seien  die  einfachen  Schnittpunkte  mit  der  C^  — ,  weil  sie  in  A^^  einen 
Doppelpunkt  besitzt,  in  diese  Gerade  g  und  die  C(j,_^,.,  b,— ß..i  •<..)  ^*"'' 
f.illen.  Diese  C  muss  also  ebenfalls  durch  die  Punkte  D,|,^-D,g,  den  Rest 
der  Punktgruppe  (?,  —  Q^,  Ayj  gehen.  Also  alle  möglichen  Q'.-.),,,  ß,-fl,.,  a„) 
sind  correaidual;  die  Beatgruppe  1),^  ■-  2)^  ist  unmittelbar  mit  der 
C(j,-._j„>,  .i„'j  gegeben.  Es  ist  nun  nach  dem  Bisherigen  klar,  dass  auch 
alle  möglichen  QX--'..,  ßj  — «,,,  ■'i.)  corresidual  sind,  wo  B^^  —  B^^  die  ein- 
fachen Scbnittpunkte  von  t';"'— j,,',  ^„)  asin  sollen,  und  dass  sie  dieselben 
Punkte  D,o~-^ig  ^«m  Rest  haben. 

Die  Construotion  der  C^^^'-a„^■,  j,,'}  mittelst  eines  solchen  Büschels 
von   Cli,i—A„\  A„)  "ud   des   zugehörigen   BUschelB    von   C'i^.  ,o,„— a,i   bildet 

den  Au9gB,ngBpunkt   für   das  zu   behandelnde  ¥ro\i\«Bi.     "^t^ij.  "rös 


^^9»  ( 
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wieder  durch  ä^q  eine  Gerade,  Py  mit  den  weiteren  Schnittpunkten  Pi— P- 
und  zeichnen  einen  Büschel  von  Cfi^^^At^^  ii,„  p»— p,);  von  welchem  drei 
weitere  Basisponkte  P^,  P^j  P^q  auf  p  liegen  sollen ,  so  wird  ihm  ein 
bestimmter  Büschel  von  C^a^^a^^,  p^—Pi,  At^)  entsprechen.  Es  müssen  also 
beide  Büschel  eine  zerfallene  Curve  haben  mit  p  als  dem  einen  Bestand- 
theil.  Nehmen  wir  einmal  an,  diese  beiden  zerfallenen  Curven  entspi^hen 
einander  in  der  projectiven  Zuweisung,  dann  würde  also  Yon  der  Ab- 
splitterungscurve,  einer  C^^,  diese  Gerade  p  sich  wiederum  absplitteni, 
der  andere  Bestandtheil  wäre  eine  C^.    Diese  C^  müsste 

1.  durch  -^j— -4i8, 

2.  durch  die  einfachen  Basispunkte  des  0^^  Büschels  gehen,  ausser 
den  11  auf  der  Geraden  p  befindlichen,  ihre  Zahl  betragt  somit 
38 ,  ^1  —  E^. 

Zeichnen  wir  nun  aber  diese  C?j  _^  E—E)^^  schneidet  jede 
^(i  ■— A  *  E  —E  )  ^®^®  Curve  in  weiteren  25  Punkten  ^i  —  ^jj; 
nun  giebt  es  aber  einen  Büschel  von  C?^  _  ^  iV  -  iV  ),  ^"^^  dement- 
sprechend auch  einen  Büschel  von  C?^  «.^  j\,  wie  wir  das  an  dem  Bei- 
spiel der  G^  ausgeführt  haben.  Noch  in  einer  zweiten  Weise  folgt  dieses 
Ergebniss  aus  der  Annahme  der  Zusammengehörigkeit  der  beiden  zer- 
fallenen Curven;  die  zerfallene  C"  wird  im  Allgemeinen  eine  beliebige 
^^A^  —  A  ')  ^^^  zweiten  Bestandtheil  enthalten;  denn  man  kann  ja  um- 
gekehrt den  C^^  Büschel  bilden,  indem  man  eine  beliebige  ß^M'-^i  *) 
mit  p  zusammen  als  zerfallene  C^^  und  eine  beliebige 

(^1  """^18  »  -^19»  P1—P7»  Pg"  Pio) 
wählt.     Entspricht  aber  einer  C/^  » _  ^    >  ß  —B  )   ®^°^ 

so  ist  das,  wie  wir  eben  ausführten,  gleichbedeutend  mit  der  Existenz 
eines  Büschels  von  C?^  ^_^  »\.  Nun  ist  aber  allgemeiner  die  Annahme, 
dass  die  beiden  zerfallenen  Curven  sich  nicht  zu  entsprechen  brauchen, 
sondern  der  zerfallenen  C^  eine  beKebige  C^^  entspricht  und  der  zerfallenen 
C^^  eine  beliebige  C^.  Wir  können  nun  aber  die  Existenz  solcher 
C^^  Büschel  nachweisen,  bei  welchen  dieses  Entsprechen  der  zerfallenen 
Curven  thatsächlich  eintritt. 

Wir  wollen    diese   C^^   unseres  Büschels   (der  die  zerfallene  C^  ent- 
spricht) kurz  mit  Cj'  bezeichnen.    Ein  zweiter  C^^  Büschel,  der  den  gleichen 
Bedingungen  genügt,   nur  dass  die  drei   Basispunkte  Pg — P|o  durch  drei 
andere  auf  p   liegende  Punkte  P^-P^^   ersetzt   sind,    wird   ebenfalls  eine 
solche  Curve  enthalten,  der  ein^  zct^^Wwi^  C*  c!i\»^TvÖB\.\  «v^ \«MRRk <I{\ 


(?,*  und  Cj'  werden  einen  Bllachel  von  C^'  bilden,  denen,  weil  zweien  von 
ihnen  Kerfalleoe  C^  mit  der  Geraden  p  als  dem  einen  Bestandtheil  en^- 
spreofaen,  lauter  zerfallene  Curven  zugehören.  Dieser  C  BUschel  wird 
A^g  nicht  zum  ßaaispunkt  habeu.  Denn  die  C,'  z,  B,,  die  durch  Äi'^A,^, 
£,— £ig,  P^-P^^  Ä^,j  geht,  veraalasst  eine  C1a,  —  a,,,b,  —  b„,i),^—d,.),  die 
keine  weiteren  Schnittpunkte  mit  der  C^  haben  kann.  Daraus  folgt,  daas, 
wenn  das  Krzeagniss  des  BUächeta  der  (7'  und  der  zugehörigen  C  in  A^^ 
einen  Doppelpunkt  haben  soll,  siuh  die  C"  in  A^^  berUbrec  mtlssen.  Es 
ist  nun  ein  Beweismoment,  dass  diese  BerDhrnng  im  Allgemeinen  keine 
mebrpunktige  ist.  Das  lUsat  sich  an  Beiepielen  nacbweiseD.  Nehmen  wir 
nSmlich  irgend  eine  C;,  C,',  und  nehmen  als  zweite  Curve  für  den  Büschel 
der  C,  eine  Curve,  bestehend  aus  p  und  einer  C^j,>_j„',  b,—b„.  a„),  bo  ist 
das  eine  zerfallene  C"  mit  Doppelpunkt  in  A^^',  ihr  entspricht  als  Cg  p 
und  die  Cia,~Ä„,  b,—b„,  ä.,)-  —  Dass  auch  die  C^  zerfallen  muss,  folgt 
daraus,  dass  die  C  vier  Funkte  mit  der  C^  in  A,g  gemeinsam  hat,  also 
auch  die  zugehörige  C^  in  A,^  einen  Doppelpunkt  haben  maas.  —  Weil  nun 
aber  die  Tangenl«nrichtang  der  C^S.i-jj,',  b,  — ä„,  a„)  >"  As  beliebig  ge- 
wählt werden  kann,  wird  im  Allgemeinen  die  (7,-  mit  dieser  zerfallenen 
0"  nur  zwei  Punkte  in  J,g  gemeinsam  haben.  Dann  werden  auch  zwei 
allgemeine  C-  nicht  nothwendig  mehr  als  zwei  Punkte  in  A,^  gemeinsam 
haben  müssen.  —  Die  Ci'  und  die  C,~  haben  gemeinsam : 
1.  -i,— j^ij  je  vierfach; 

»2.  P,  -  P,i 
3.  Afu    »weifach;    also    haben    sie   noch    weitere   40   Schnittpunkte 

Die  Absplitterangscurve,  die  ausser  der  Cf^,'-.4„i  jj.'j  von  dem  C^'- 
ond  dem  C-BUschel  erzeugt  wird,  ist  also  eine 


Diese  wird  nun  aber  von  irgend  einer  C,  C,  ausser  in  E,—E^^  und 
—Aig  doppelt,  in  weiteren  23  Punkten  JVj*—  N^^'  geschnittaa. 
Hun  giebt  es  mindestens  oo^ 


greifen    wir    eine    heraus,    so    schneidet   diese   dla    C    in  einem  Kest  von 
wetteren  31  Punkten  Ji^  ~  J^n  Qod  alle  0*  des  Büschels  veranlassen  einen 

Entiachel  von  -,- 

rzeugniss  der  beiden  BUschel  ist  ausser  der 
<?(i,--<,.,£,-iU   eine    CH^-a,,'.  i-.-r.,  a.,), 
1 


L  Ajg  zur  Tangente  bat.    Wir  ersehen  daraus,  dass  es  x^  solcher 
C}X*—^..',A-f:,A7)    S'ebt.     Würde  es  nau  oV«&  «i*  wjVJä«  Q^ 
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geben,  dann  wQrde  noch  ein  BUauhel  von  ihnen  durch  drei  beliebige  weiten 
pankta  Sg,  S^„y  S^  auf  p  gehen;  ein  solcher  BUscbel  aber  mllsate,  weil 
elf  Basispunkte  auf  p  liegen,  in  p  und  einen  Büschel  von  Cfj,:-^„i)  zer- 
fallen, die  wegen  der  gemeinaamen  Tangente  t  auch  noch  durch  jl,^  gebeo 
mUssten,  Also  abgesehen  davon,  dass  diese  Annahme  von  Haus  ans  un- 
wahrscheinlich ist,  würden  ihre  Consequenzen  unseren  Beweis  in  eich 
scblieseen,  ja  Über  das  Ziel  desGelben  noch  hinausgehen.  Nehmen  wir 
also  die  Eiisteuz  von  nur  oo* 


an,  80  ist  klar,  dass   alle   diese  Curven  in  j1|i,  eine  gemeinsame  Tangeol 
besitzen.     Denn,  nehmen  wir  irgend  eine 

Oll.-.,.;n-r„^..„ 
C,äi  und  lassen  durch  zwei  beliebige  ihrer  Punkte  S^,  iS,  eine  zweite  Corn* 
dieser  Mannigfaltigkeit  hindurchgehen,  so  wird  zu  dem  Bfischel,  den  die 
zwei  Curven  bilden,  auch  die  zerfallene  Curve  gehören,  bestehend  aus  der 
Geraden  S^S^  und  der  Cfj,'_^„>);  weil  nun  diese  Curve  in  j4„  einen 
Doppelpunkt  hat,  so  wird  die  Tangente  von  C*'  in  A^^  alle  Curven  des 
Büschels  berühren,  und  weil  wir  die  zweite  Curve  beliebig  gewHhlt  babeo, 
überhaupt  alle  cc°  Curven.  Wir  haben  also  folgendes  Resultat 
Alle  möglichen  ^,     -m 

t,    ,      f--(A,*-A„\  fj-i",.  -<„)) 

denen  zerfallene  C^  entsprechen,   berühren  sich  im  Punkte  Ai^  und  bal 
in  ihm  dieselbe  Tangente,  wie  alle  mfigllchen 


Eine  Drehung  von  p  um  A^^  wird  auch  eine  Drehung  von  (  im  Ge- 
folge haben.  Zwei  Riebtungen  giebt  es  nun  jedenfalls,  in  welchen  (  und 
P  zusammenfallen:  Die  Doppeltangenten  der  C^  in  J.,a,  I,  und  (,;  wSblea 
wir  ti  als  Gerade  p,  dann  l^Ut  P,  in  die  Nähe  von  ^,4,  und  die 

C)S,._^,..,  «-,„  4., 
werden  f,  zur  Inflexionstangente  haben;  das  Gleiche  gilt  von  allen  mCg- 
lichen  Oj, ..  Nehmen  wir  nun  irgend  eine  nicht  zerfallene  C^i,i_  ^„•, /■,-/■.), 
die  (|  in  A^^  berUhrt  und  durch  drei  beliebige  Punkte  Pg,  Pg,  P,^  »nf 
i,  geht,  und  nehmen  wir  als  zweite  Curve  für  den  erzeugenden  C"  Büschei 
eine  zerfallene,  bestehend  aus  t^  und  irgend  einer 

^Mi'-J.,'.   B,-B„), 

so  muss  auch  die  C-  dieses  Büschels  t,  zur  Inflexionstangente  in  J,, 
haben.  Dann  kanu  sie  also  nur  die  zerfallene  Curve  sein,  weil  sie  iwfilf 
Punkte  mit  fj  gemeinsam  hat.  Bei  diesem  Arrangement  also  entspreobeo 
sich  in  der  That  die  zerfallenen  Curven;  und  die  Funkte  Ai  - 
£,~£j^  liegen  auf  einer  0',  womit,  wie  wir  sahen,  unser  Beveis  N 
bracht  ist. 
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Der  allgemeine  Beweis  ist  so  vollkommen  adäquat  diesem  Beispiel, 
das8  es  langweilig  wäre,  ihn  in  extenso  anzuführen.  Wir  wollen  daher 
nur  einige  Zahlen  gehen.  An  die  Stelle  der  C^^-  und  der  C^- Büschel 
treten  im  allgemeinen  Falle  C^*+s  Büschel  und  solche  von  C^^-^,  Eine  zweite 

schneidet  im  Allgemeinen  die 

ausser  je  vierfach  in  -4.i*— i4Ju(n+i)  noch  in 

{3«(n  +  2)l4^^^^)  =  3«« 
Punkten  JB^— JBs,,«;  geht  aber  eine  solche  Curve  durch  ^sxn-fi)       hindurch, 

so  fallen  in  diesen  Punkt  zwei  von  den  Schnittpunkten  der  beiden  Curven. 
Die  Gesammtzahl  derselben  reducirt  sich  also  um  1. 

Nun  ist      3n(n  +  l)  (3»-l)(3n  +  2) 

2  +  ^«  -  l  =  2  ' 

also    geht   durch    die    Schnittpunkte    einer    solchen    Curve    eine    C^"— M 

die  Gesammtheit  der  C»;-^^         «     „         ,   —  ^__3fi(w  +  l)    ^ 

in  dieser  Weise  zu  einem  Büschel  von  C*""^^^,      .      .  ffehört.  bildet  einen 

Büschel  mit  demselben  Residuum,    wie  das,    das   zu  den   Schnittpunkten 
Ak^i,  Äk^\,  Dl- Ihn^2  irgend  einer  Geraden  P^a^^^)  gehört.  Dem  Büschel 

der  C(ji.>_j„»,  ^„,  Pi^Pjt  Pn'Pk,)  entspricht  im  allgemeinen  Falle  ein  Büschel 
von  C^''+* 

c)  Eine  Eigenschaft  aller  Curven  eines  Büschels  von 

2 

eine  merkwürdige  (7'"""^ 

Es  sollen  18  Punkte  A^  — Ai^  so  gelegen  sein,  dass  es  einen  Büschel 
von  C^A.^^A^t^  giebt.  Zeichnen  wir  sodann  irgend  einen  Büschel  von 
C^Mif-j.»«)  mit  den  weiteren  Basispunkten  ^|  — JS^s*   ^^  ezistirt  also  eine 

Auf  dieser  C®  bilden  die  Gruppen  von  weiteren  Schnittpunkten 
Si^SiQ^  die  die  C^^  des  Büschels  ausschneiden ,  eine  Involution.  Wir 
erhalten  dann  eine  C^  des  Büschels,  wenn  wir  irgend  einen  Punkt  B^  auf 
C®  annehmen  und  zu  jeder  Curve  C^Uj-j„,  äj-ä,.)  des  Büschels  die  zu- 
gehörige ClA,-Ätt,  5j-Ä„,  Äi)  zeichnen.  Eine  C^^  und  ihre  entsprechende  C^ 
schneiden  sich  ausser  in  Ai—A^^  doppelt  und  in  Si—S^^  noch  in  18  Punkten 
J?i-J?^g,  die  der  (P  angehören;  also:  „eine  CIa^^^a,^^  charakterisirt  sich 
dadurch  als  einem  Büschel  solcher  Curven  angehörig,  dass  sie  von  einer 
beliebigen  Ci?«-^,,^  in   18  Punkten  ^j— B^^   ge%(i\im\i\j^Ti  tt«^^    ^\^  tk^. 
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Af— A,g  auf  einer  C  liegen".  Diese  Eigenachaft  kommt  alao  nicht  attr 
den  Curven  mit  einem  19.  Doppelpunkt,  aondern  jeder  Carve  eines  solcheo 
BUscbels  zu.  Auf  jeder  dieser  Curren  giebt  es  also  eine  solche  Restgrnppe 
I*,  —  J3,g,  auBgeschnUten  von  den  0',  die  za  den  Carven  C{%'^a„'.  b,-b„) 
geboren. 

Der  C'Büsche)  hat  ausser  E,  noch  21  weitere  Basispnnkte  J?,  —  J!„ 
auf  der  C.  Einer  anderen  Restgruppe  i?|  —  Ji'^^  entspricht  ein  anderer 
C'BüBcbel  und  eine  andere  r\^^,._^,_=,.  Nehmen  wir  nun  irgend  zwei 
Curven  C'  und  V"  des  C'Büscliels,  die  die  Ponktgruppen  S'^ —  S'^g  und 
S"  —  S"g  ausschneiden  mdge,  und  nehmen  wir  irgend  einen  Punkt  S^ 
auf  C\  so  wird  es  sowohl  eine  C'j,_j,.,  s,'— s,,' h,)  als  eine 

geben,  die  Gurren  schneiden  die  BaBispunktgroppen  if^—  H^^  aus. 
wir  einen  anderen  Punkt  S[  auf  der  C%  so  veranlasst  der  zwei  andere  C 

C^A.~A,„  s,--s,;,  B.')  und  CIa,—a,„  v-fi»",  «i')i 
die  eine  andere  Basispunktgruppe  J?',  —  Tfjj  ausschneiden.  Indem  vrir  so 
die  Curven  der  beiden  f  Büschel  andere  und  andere  BasispnnktgmppeD 
ausschneiden  lassen,  beziehen  wir  sie  gleichzeitig  projectiv  auf  einander. 
Das  Erzeugniss  ist  die  C'  und  eine  Cf^,_^„].  Jeder  der  erzeugenden 
Büschel  hat  noch  15  weitere  Baeispunkte,  resp.  Ssi  — Sje  und  SJs  — S«. 
Diese,  liegen  auf  der  C'^  Dieselbe  ist  also  der  Ort  der  weiteren  Basis- 
punkte  aller  Büschel  von  C^a^—a,,,  s,— y,.i,  veranlaest  durch  die  einzelnen  C. 
Denn,  dass  wir  bei  anderer  Wahl  der  erzeugenden  C' Büschel  dieselbe  P" 
erhalten,  gebt  aus  der  Beziehung  hervor,  in  der  dieselbe  zu  den  Curven 
unseres  C^Büschels  steht;  auf  der  C  liegen  1.  die  Restgruppen  i^m  —  An 
aller  C;  denn,  nehmen  wir  wieder  die  Büschel  der  Ci^^,  —  A„,  s,-—s,:\  """^ 
der  C(^,_j„,  s,"_s„")  als  erzeugende,  und  seien  wieder  C('. .,k,'_s|6'.  bo  nini 
C'v,''_s,(",  n,j  zwei  entsprechende  Curven,  so  bilden  dieselben  doch  den  e^ 
zeugenden  C  Büschel  einer  bestimmten  C'-'  und  geben  deshalb  durch  die 
Restgruppe  JJ,o  — -Diu  dieser  Curvej  2.  geht  die  C^  durch  die  weiteren 
Basispunkte  N,  — li.^,  die  der  C  Büschel  ausser  den  Basiadoppelpunkten 
Aj  —  A^^  noch  hat.  Denn,  nehmen  wir  die  Ct%,  die  den  Büschel  d« 
Ci',,»,!"!— «iJ"),  veranlassen  möge,  so  ist  N^  offenbar  einer  der  15  weiteren 
Basispunkte  dieses  BUscbels,  da  jede  Curve  desselben  auf  der  Ci^x,)  die 
Punktg;ruppen  JPj— £„  einer  C  ausschneidet,  alle  diese  PunktgruppM 
aber  JV,  gemeinsam  haben,  Also;  die  neun  weiteren  Basispunkte  A',  —  A', 
eines  C|^,i_^,^.)BüachelB  und  die  Restgruppen  -Dio  — -Die  ^'^"^  ^^  dessellwD 
liegen  anf  einer  C^A,—A,i,)-  Allgemein  lauten  diese  Resultate:  Irgend  eine 
C'    ist    Individuum    eines    Büschels    von    C^*.  ,     .,  ,     wenn  eine 


C'""^^  ,  sie    in    3«(«  —  1)    weiteren    Punkten    Bi  —  £3„(,_i) 

schneidet,   die   mit   At—  Asn(f+t)   auf  einer   C^'~'   liegen.     Alle   dieee 

PanVtgruppen  Bi  —  Bi„f„—i)  sind  corresidual,  der  Rest  besteht  aus 
3n(n  -2)  Punkten  Z>ji,^.i  -  i>n,  (,_iii  jede  Curve  hat  einen  solchen  Gest. 
Alle    diese    Punkt.gruppen   liegen   auf  einer  C'.y_^^  ,      dieselbe  geht 

aach  durch  die  3«(»i  —  2)  einfachen  Basispunkte  des  Büschels  A*i  — A's„(„_s,. 

d)  um    inleress&nte    Erweiterungen    dieses    Satzes    kennen    zu    lernen, 

betrachten   wir   das   Netz   der   C[?/,i -i,,»,  A,t).     Zeichnen   wir   irgend   eine 

Carve  dieses  Netzea,  C,  so  bildet  dieselbe  offenbar  mit  jeder  Cf\t~-A,g') 
des  BIlBchels  selbst  einen  Büschel,  der  A^^  zum  Berührungspunkt  hat. 
Das  ganze  Netz  von  C^,  das  A^~A^J  zu  Doppelpunkten  und  J,,  zum 
einfachen  Punkte  bat,  wird  so  in  cc^Büschel  zerlegt,  deren  jeder  ^4,,^  zum 
Berührungsbasispunkt  hat.  Nun  gehört  aber  C'  allen  diesen  Büscheln  an; 
ihre  Tangente  in  A,^  ist  somit  gemeinsame  Tangente  aller  dieser  Büschel. 
Also:  „Hat  eine  Gruppe  von  Punkten  A^—A^^  die  Eigenschaft  der 
Existenz  eines  Büschels  von  C^.l^t—^^^^),  so  haben  alle  C|a,;_.4|;i,  ^^^^  in 
A,^  dieselbe  Tangente  i.^i,". 

e)  Es  lUsst  sich  nun  zeigen,  dus  diese  in  c)  besprochene  C",  ver- 
anlasst durch  den  Büschel  der  C(j,i_j„i]  eine  Curve  eines  Netzes  ähnlich 
deftnirter  C  ist,  indem  aus  dem  Netze  der  C^a^—Ai,\  a„)  jeder  BUsehel 
eine  solche  C^  veranlasst.  /  (    j^'H\ 

Das  Kriterium  dafUr,   dass  durch   (~— s" ll  Punkte   ein  Netz 

von   C"  geht,    besteht  darin,    dass    die    ^ — ■ — -   weiteren   Pankte 

eines  Büschels  solcher  Curven  auf  einer  <7"~^liegen  (Bacharach,  Inaugural- 
dissertation"}. Aus  der  Modification  dieses  Satzes  für  Curven  mit  Doppel- 
punkten folgt,  dasp,  wenn  irgend  ein  BUsche!  aus  dem  Netze  der  C^aj~a,.',  .\,^) 
die  weiteren  Basispunkte  i?,  —  /)'„  besitzt,  eine  C(''j,_.i„.  ü,— fl„i  existirt. 
Alle  Büschel  dieses  Netzes  veranlassen  so  ein  Netz  von  6"^,  und  von  diesem 
Netze  ist  unsere  C^a^-a^,^  a^  —  s,)  eine  speoielle  Curve. 

Nehmen  wir  nun  irgend  eine  Curve  C'  aus  dem  Netze  der  C(^,'-  .t,,',  .i,,), 
greifen  femer  einen  Büschel  aus  demselben  heraus,  dem  C  nicht  an- 
gehört, mit  den  weiteren  Basispunkten  B,  —  Ü,;,  so  lässt  sich  die  C  mit 
Hilfe  dieses  Büschels  construiren,  indem  wir  irgend  einer  Curve  C"  des- 
selben, die  die  Punktgruppe  B"  —  B,"  auf  C'  ausscbneidetj  die  6'(j, -.),,,  s,'-b,,'  > 
entsprechen  lassen.  Die  Absplitlerungscurve  ist  die  C(*,_j,j,  b,~b„),  also 
selbst  wieder  eine  Curve  unserer  Mannigfaltigkeit.  Was  den  erzeugenden 
fbel  der  C'(a,—j„,   angeht,    so   liegen   von   Minen  W  -wfcKWen  "^iwfc- 


^gttgebel 


punkten  neun  &af  der  C,    Ha  Restgrnppe   ZJj  —  D„. 

-  Q^f„  liegen  auf  der  Äbsplitterangacurra  C^a,—a„;  b,—b„)- 

Daraus  folgt: 

Das  Netz  der  C,*!),-.!,,]  hat  zehn  weitere  Basüpankte  ö,  —  (?io- 
That,  constmiran  wir  eine  zweite  C(4,_,),,^  ^„),  C",  nnter  Beibehaltnng 
deB  f'^BüBchels,  so  echneiden  sich  C"  und  C  in  der  Pnnkigmppe 
B'"  —  B"l;  der  C"  erzeugende  CBüachel  hat  also  mit  dem,  der  zu  C' 
gehört,  die  (?(^,_j,,,  .;,-ii)„,  b,"_b,,-']  gemeinsam,  nnd  weil  auch  die  Ab- 
splitterungaeurve  C";^,^^,,,  fl,_Q|„,  bi— BuI  dieselbe  bleibt  wegen  der  Bei- 
behaltung  des  C^BüBchels,  so  hat  auch  der  zu  C'"  gehörige  die  Bsfie- 
pnnktgruppe  ^i  -^  (J,,,.  Ana  dieaer  Erörterung  folgt  ohne  Weiteres:  Nehmen 
wir  irgend  einen  BUscbel  von  C^Avt—^^^^.  a^)  mit  den  weiteren  Basispunklen 
7*1—  B^^,  BO  geht  die  zugehörige  C^^^—A^^,  ßi— bh)  durch  die  Beatgruppen 
i),  —  D.J  aller  Curven  dieees  Büschels.  Umgekehrt  iat  also  jede  C'  des 
Netzes  erfüllt  von  Panktgruppen  T>^  —  D,,;  jede  dieser  Punktgrnppen  »er- 
anlastt  eine  Cf",  f_.i|,>,  A^,,  ij,~i>„),  und  alle  diese  C^  bilden  einen  BäscM 
mit  den  weiteren  Baetspnnkten  ß^  —  £,,,  die  auf  dieser  C  liegen.  Wir 
gehen  nun  zu  der  Betrachtung  des  Büschela  der  C'(!i,_.4,;,  ,),_g,,,  j„)  Ober. 
Nehmen  wir  die  C{^i,_j,.^  A,g:,  die  zu  dem  Büschel  der  C(j,'— .jj-i,  ^,,i)  ge- 
hört, so  wird  eine  von  den  unendlich  vielen  Panktgruppen  Hj—  D^,  deren 
Trügerin  sie  ist,  einen  ibrer  Punkte  in  A,^  liegen  haben.  Die  betreffende 
C  heisat  C.  Schneidet  also  irgend  eine  C;'?,;-../;,!)  C  in  den  weitereo 
Punkten  B,  —  Z(,g,  ao  fallen  von  den  neun  weiteren  Schnittpankt«n  der 
Cilii—.i,i,  s,—ßit)  uoch  zwei  mit  ji,„  zusammen.  Diese  C"  hat  also  mit  der 
C^  in  A^g  vier  Schnittpunkte  gemeinsam,  —  Es  ist  leicht  einzusehen,  das^ 
neun  ein  Bestpnnkt  in  einen  Doppelpunkt  hineinftlllt,  ein  zweiter  Punkt 
des  Reatea  aich  mit  ihm  in  dem  Doppelpunkt  vereinigt.  —  Diese  C  bat 
Rlao  mit  der  C^  in  A,g  vier  Schnittpunkte  gemeinsam.  Wählen  wir  ddd 
an  Stelle  der  C",  die  die  Punkte  ß^  —  B,^  ausBchneidet,  eine  zerfallene 
Curve,  bestehend  aus  einer  mit  C  nicht  identischen  Curve  aus  dem  BlteDhal 
der  C(.^,  ;_.^,,i)  nnd  einer  Geraden  p,  so  zerftllt  die  zugehörige  C  in  die 
C|5j,_^i„  ^,j)  nnd  die  Gerade  _p. 

Daraus  folgt: 

Die  C  hat  in  A^^  eine  singulare  Tangente,  die  zugleich  die  Tangente 
der  C(^i_^,,)  in  A,^  iat.  Äua  dem  Umstände  nun,  dasa  dieae  C  vier 
Punkte  mit  der  C  in  A^^  gemeinsam  hat,  folgt,  dass  von  der  Punkt- 
gruppe  O,— Dp,  zu  der  J,^  gehört,  zwei  in  diesen  Punkt  hin  ein  fall  eh. 
Daraus  ergiebt  sich,  daas  der  Büschel  der  C(5j|_^|-,  a„]  Aj^  iura  I 
rührungsbasispunkt  hat.  Es  Ifisst  sich  nun  weiter  zeigen,  daas  die  i 
gehörige  Basistangente  ^.^^,  die  Basistangente  des  Netzes  der  C(!i,t- 
ist.      Wir    erbaiten    nB.M\ich  äieBOU  Ba6tte\,  '^eiro  V\t  i-aiOa  yii: 


I 


TOn  C  den  Büsehel  der  C(^,*_^,«,  a^^  und  die  BagehCrige  C*  zeichnen. 
Qieifon  wir  einen  der  BHschel  heraus  und  nehmen  wir  an,  er  htitte  elf 
Toa  ^„  verschiedene  einfache  BaslBpunkte  B^— B^j,  bo  mfieste,  weil  die 
logehSrige  C"  der  Ort  der  Reatgruppen  2>,  —  !>,  aller  Curven  dea  Büschels 
iet,  Af^  zweifacher  Restpunkt  aller  C "  dieses  BUschels ,  also  überhaupt 
jeder  C  dea  Ne!zes  aein. 

Diese  Annahme  ist  ungereimt  und  wUrde  z.  B.  znr  Folge  haben,  daas 

von    dem    BQ^chel    der    C^.-r^i -i,,»)    nicht   nnr    die    C',  sondern  jede  Curve 

mit  der  C^a,—^,,)  'i"  Schnittpunkte  in  .4,^,  also  auch  in  jedem  anderen 
Pnnkte  A^—A^J  hat.  Es  bleibt  nur  Übrig,  dass  jede  C(*,,i_.t|.i,  .1^,1  mit 
C'  in  A,^  vier  Punkte  gemeinsam  hat,  d.  b.  dass  die  singulare  Tangente 
f-ht  zugleich  Basistangente  des  Netzes  der  f,'^, j_j,,»,  .i,,)  ist,  Bemerken 
wir  noch,  dass  das  Netz  der  C(?^,i_^,,i,  j,g>  mit  dem  der 

den  Büschel  der  . 

also  auch  die  Q^,_.t,t,  Si—Xt.>  gemeinaam  hat,  so  kommen  wir  zu  dem 
ReBDllate: 

„Die  Baaistangenteti  tj^,  f^, ...  der  Netze  der 

cfv-^.'.v,    £•,',,.,...■-',.•./,)■■■ 

sind  zugleich  Tangenten  der  C{%,^A,r,  ifi—m- 

f)  Wir  haben  uns  nun  mit  der  Frage  zu  beschKftigen ,  wie  riele  von 
den  Doppelpunkten  einer  C°^,i_^„t)  von  einander  unabbUngig  sind,  — 
Die  Betrachtung  der  Cf/t,!-.^,,!),  von  deren  zehn  Doppelpunkten  acht  eine 
beliebige  Lage  haben  können,  könnte  vermuthen  lassen,  dass  analog  auch 
17  von  den  Punkten -ä,  —  ^[9  beliebig  liegen.  Dass  das  aber  in  der  Tbat 
nicht  der  Fall  ist,  lässt  sich  leicht  erkennen.  Denn,  zeicbnen  wir  die 
Jacobi'scho  Curve  zu  dem  Netze  der  C'.-j,»-^,,»,  p,i,  wenn  P,  ein  be- 
liebiger Punkt  der  Ebene  ist,  so  muss  dieselbe  durch  A,f,  und  jI,^  hindurch- 
gehen, weil  sowohl  der  BUschel  der  C^a,!-.'!,,*,  a,,ii,  als  auch  der  der 
CiA,i - ^,jt,  A,it)  eine  Curve  darch  P  senden  wird,  das  beisst,  das  ganze 
System  der  Jacobi'schen  Curven  aller  Netze  von  Cy^,''-^,,'}  geht  durch 
A,g,  Afg.  Das  wird  aber  bei  beliebiger  Lage  der  Punkte  A^^,  A,g  nicht 
der  Fall  sein. 

Änmerkang.  Die  Consequenz  der  Annahme,  dass  die  Jacobi'sche 
Carve  eines  Netzes  von  C[,i,i—A,-!;  n  hei  beliebiger  Lage  der  Punkte 
Af— A,j,  P  durch  bestimmte  Punkte  der  Ebene  geben  muss,  wSre  die, 
dass  auch  die  J ac 0 b i 'sehe  Curve  von  Netzen ,  die  in  anderen  Formen, 
z.  B.  durch  52  einfache  Basispunkte  gegeben  sind,  Ühnlicheu  Bedingungen 
unterliegen  würde,  was  absurd  ist.  Die  eigenartigen  Verhdllnisse  der  C^ 
Ilaben    vieimehr    in    der    singoIUren    Eigenschatt   i\\Tcn    Gi^ui,    &».%*    ^Äi^ri 
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Jacobi'aofae  Carre  eines  Netzes  Ton  CiAif—A,',  r\  ^^  ^^^  doppelt  in  recbni 
C'^,—^„  n  'wd  eine   C?.t,'—.A.')  zerffillt. 

Dasa  aber  16  von  den  Doppelpanktea  ^^  —  j1,^  beliebig  liegen  kSimeti, 
folgt  ans  dem  umstand,  dasa  sicli  zwei  Systeme  von  Cfv*,*-.*,.'i  angeben 
lassen,  die  je  sechs  weitere  Doppelpunkte  besitzen.  Die  C\  bestehend  aaa 
der  C^AC-A,^.  a,„  /i,.)  ^^^^  der  Geraden  A,^~  A^,^  ist  eine  Curve  des  einen 
Systems;  die  weiteren  eechs  Schnittpunkte  der  Geraden  Ä,^— A^^  mit  du 
C^  S,  —  Sg,  sind  sechs  weitere  Doppelpunkte  dieser  C.  Es  giebt  folgUA' 
einen  BUschel  von  C?.i,'-j„',  ,*„*,  ^i.',  8,^8,'),  der  eine  Cnrve  durch 
inkt  P  sendet. 


IgliM 


Soleher  CurTen  giebt  es  — ^^—^ — •  Das  zweite  System  von  ebenNd 
— j— ö~  Cnrven  erhält  man,  wenn  man  dnrch  jede  Gruppe  Ton  14  PqdU 
Al  —  A^^  die    C*  und   diejenige    C  legt,  die  in  den  übrigen  zwei  Punkti 

Doppelpunkte  besitzt.  C*^,-a„\  nnd  CtA,-A,„  a,,',  a,,^)  bilden  wieden 
eine  zerFallene  C  mit  den  sechs  weiteren  Schnittpunkten  der  beiden  1 
standtheile,  Sj'—  8^  als  weiteren  Doppalpnnkten. 

Was  nan  die  Frage  angeht,  wie  viele  Punkt«  A^  zq  einer  Grafq 
willkürlich  liegender  Punkte  .A,- ^,g  gehören,  so  Ifisst  sieb  ans  dem  Um 
Blande,  dass  die  angegebenen  zwei  Systeme  von  Punkten  .^,,,  das  i 
S,  —  S^  und  das  der  S^'—Sg,  nicht  gleichartig  zu  A^  — A^s  gelegen  m 
scbliessen,  dass  diese  Punkte  A„  eine  Curve  erfOllen  werden.  Denn,  wdi 
nur  eine  endliche  Anzahl  solcher  Punkte  existiren,  so  wBre  zu  erwarte) 
dass  dieselbe  Construction ,  die  eine  dieser  gleichartig  definlrten  Curvi 
liefert,  auch  alle  anderen  ergiebt. 

Nehmen  wir  nun  auf  dieser  Curve  F(j,_,f„),  die  zu  16  beliak 
liegenden  Punkten  A,  —  Ä,f,  die  fraglichen  Pnnkte  Ä^^  enthBlt,  irg« 
einen  Punkt  Ai-,  an  nnd  untersuchen  die  Zahl  der  Punkte  A,f^,  die  die  Eigen«^ 
scbaft  haben,  dass  es  einen  Büschel  von  Cia,t-a,,3^  a,,',  a,.i)  giebt,  so  foljl 
ans  der  Existenz  dieser  Curve  ohne  Weiteres,  dass  die  Zahl  der  Pnnkla 
A^^  eine  endliche  sein  muss;  denn,  würden  die  Punkte  A^^  eine  Cnrve  er- 
füllen, 80  mUsste  diese  identisch  mit  i^[^,  _  ^,,,  sein;  dieselbe  Curve  sleo, 
die  durch  die  Punkte  A^  —  Ä^f,  schon  bestimmt  ist,  wUrde  eine  Definition 
zulassen,  in  die  irgend  ein  weiterer  ihrer  Pankte,  A^^,  einginge.  Das  ist 
ungereimt;  es  würde  zur  Folge  haben,  dass  die  Pnnkte  ^,— jl,8  auch  ein- 
fache, beliebig  liegende  Punkte  von  J'(^,_^,,)  sein  mUssten;  es  giebt  aber  keine 
Curve,  die  durch  16  oder  1?  beliebige  ihrer  Punkte  eindeutig  bestimmt  ist 

In  der  That  ist  es  leicht,  die  endliche  Anzahl  dieser  Funkte  A^g  lo 
constrniren,  wenn  die  Punktgruppe  A,  — A,^  und  einer  der  gesnohlsa 
Punkte,  A'is,  gegeben  ist. 

Da    diese   Punkte    auf   den   Jacobi'schen   Curven 
^'*i'-A„'}  golegea  sind,  so  liegen  6\e  &uc\i  Ktkf  d,«T,  di«..i 


ven    aller   Netze  '"^l 
di«..^^^^^gy^| 
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C('i4,«-wi,,%  Att)  gehört.  Ä^f^  ist  selbst  als  Berührangsbasispunkt  des  Netzes  drei- 
facher Punkt  dieser  Carve.  Nehmen  wir  sodann  einen  der  neun  einfachen 
Basispunkte  ^1  —  J^9  des  Büschels  der  C(^,t-^„2,  ^„i),  so  gehört  zu  dem 
Netze  der  Cx^,t.ii„t,  ivo  eine  andere  Jacobi'sche  Curve;  dieselbe  enthält 
natürlich  den  Punkt  ji'jg,  aber  dass  derselbe  nun  einfacher  Punkt  der  Curve 
sein  wird,  obgleich  er  als  Basisdoppelpunkt  ein  singulärer  Berührungs- 
punkt  ist,  zeigt  uns  ein  Blick  auf  die  C^.  Zeichnen  wir  einen  Büschel 
von  Cf^,*-^,\  ^,«)  und  irgend  eine  Cf^,-j,),  die  nicht  durch  .4g  geht,  so 
bildet  die  C,  wenn  man  sie  doppelt  rechnet  und  als  zerfallene  C^  auf- 
fasst»  mit  dem  Büschel  ein  Netz  von  C^.  Die  Jacobi'sche  Curve  dieses 
Netzes  besteht  aus  der  {C^)\  von  der  jeder  Punkt  ein  Doppelpunkt  ist, 
und  der  C(^,*.yf,a),  dem  Orte  der  neunten  Doppelpunkte  nicht  zerfallener 
Cfw,»-yf,t,  y^,i).  Von  dieser  Jacobi'schen  Curve  aber  ist  Äq  ein  einfacher 
Punkt.  Also  wird  das  Gleiche  in  unserem  Falle  auch  von  dem  Punkte 
ä\q  gelten.  Die  beiden  Jacobi*schen  Cnrven,  die  zu  dem  Netze  der 
C{A^t•^Anf,  /f„)  ^nd  die  zu  dem  Netz  der  Cj4,t-w,7f,  j\r,)  gehörige,  haben  als 
C**  576  Schnittpunkte  mit  einander.    Von  diesen  zählen 

1.  Äi— Äi^  als  fünffache  Punkte  beider  Curven  je  25 fach, 

2.  ä\q  als  dreifacher  Punkt  der  einen  Curve  dreifach. 

Sie  haben  also  noch  576  —  17. 25  ^3  =  1 48  Punkte  gemeinsam,  und 
es  ist  ohne  Weiteres  klar,  dass  diese  Punkte 

Äff       Afff  A(U9) 

die  weiteren  Punkte  A^^  sind.  Denn,  da  J'/g  auf  beiden  Jacobi'schen 
Curven  liegt,  so  giebt  es  eine 

Cf  A  i    Ä    t   A   f   A   'n\     und  eine     C/a  2^a    2   at     a   ttv\ 

Fallen  nun  die  beiden  Curven  in  eine  zusammen,  so  hat  dieselbe  auch  in 
A[^  einen  Doppelpunkt,  weil  eine  CPj^  9_^  «),  die  durch  N^  und  A[^  geht, 
zu  dem  Büschel  der  CA  8_j  «  ^  n\  gehört.  Fallen  die  beiden  Curven 
aber  nicht  zusammen,  so  bilden  sie  ja  doch  einen  Büschel  von 

{^i^—An^t  As  '*)• 

Die  Punkte  A'^^ . . .  -i^g*^^  haben  also  die  Eigenschaft,  dass  es  Büschel  von 

CiÄ,'^A,,^^A,,"^...^(Äi'-A,,\A,,iuo)^ 
giebt.      Offenbar  sind  dieselben  auch  definirt  durch  die  Existenz  von 

Denn,  würde  von  den  Curven  C^j^  2_^  s  ^  t2\  eine  einen  19.  Doppelpunkt 
Ap  haben,  der  mit  keinem  Punkte  aus  der  Reihe  der  ^l'/g ... -i^^^g*^)  identisch 
wäre,  so  wäre  er  eine  neue  Lösung  des  Problems,  betreffend  die  Zahl  der 
Punkte  J-ig,  die  einen  Büschel  von  C^j^  ^—A  *  A  *)  veranlassen.  Daraus 
folgt,    dass  je   zwei   von   den   Punkten  4'^^,  A!(^ . . .  A^^^^   ^^\t^x^  \^q^^^- 
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punkte   einer   C(^  i_^    «j   sind,   und   dass   es  — r-^-^ —  —  11026  Cnnren 

CK  »- A  «)  Dait  zwei  weiteren  Doppelpunkten  giebt.  Indem  wir  femer  itj- 
ersetzen  durch  einen  der  149  Punkte  A\^ . . .  A^^^'^^  und  bemerken,  dass  es  eine 

CiAt__Ä     i    A     'ff    A     i    A    tr\,      eine       CfAi_A     •    A    rn     A     •    A    rrtt\ 

u.  8.  w.  giebt,  erkennen  wir  folgende  Eigenschaft:  Von  einem  solchen 
Systeme  von  Punkten 

A   2__   A     2     Af   i     Äff  2  A{U9)i 

können  irgendwelche  17  Punkte  als  die  Ausgangspunkte  genommen  werden. 

Das  System  ist  involutorisch  und  veranlasst  im  Ganzen  • —      "  * 

Curven  mit  19  Doppelpunkten. 

Die  allgemeinen  Resultate  lauten:  .    _j_i\ 

Soll  eine  C^^  einen  Doppelpunkt  mehr  als  ^ Doppelpunkte 

besitzen,  so  muss  zwischen  je  ( — ^^ —  1 )  von  ihnen  eine  bestimmte 

Beziehung  bestehen.  Dann 'giebt  es  zu  einer  solchen  Gruppe  nicht  blos 
ein  Paar  von  Punkten  als  weiteren  Doppelpunkten  einer  C^",  sondern  alle 
Paare  einer  Gruppe  von 

87n«-183n  +  64 


{[3(3n-l)P-25(^^*(|±^)-l^^ 


2 

Punkten  haben  diese  Eigenschaft;  diese  Punkte  und  die 

^3n(M:l)  _  j) 

anfänglichen  bilden  ein  System  von  Punkten,  in  welchen  je 

(?iOl+1)  + 1) 

Punkte  Doppelpunkte  einer  C^^  sind. 

3.  Die  Methode  der  Construction  der  algebraischen  Curven  mittelst 
Absplitterung  ist,  wie  wir  sahen,  geeignet,  die  Doppelpunkte  der  algebra- 
ischen Curven  zu  stndiren.  Dieselbe  lässt  sich  nun  aber  anch  fUr  die  all- 
gemeine C^  fructificiren  und  liefert  Erscheinungen,  die  mit  denen,  die 
aus  der  allgemeinen  Chasl  es 'sehen  Construction  sich  ergeben,  parallel 
laufen. 

a)  Wir  beginnen  mit  einer  Definition  der  0",  indem  wir  zur  Erlttuterung 
das  Beispiel  der  C?^  9_j    «j  vorausschicken. 

Zeichnen   wir  irgend  eine  CPj^  %__^    s\  und  construiren  einen  Büschel 

SO)  dass  einer  der  28  einfachen  Basispunkte,  B^^^  auf  der  C7^  Hegt,  dann 
schneidet  jede  C^^  desselben  d\ö  C^  m  ^ÄW^xi  VT  ^\«iV\ÄW  0^—  C^^y  °°^ 
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-*.^  ■  -^  ^-^  "V  y^^'  x^-  » -■*■ 


■«f    W"   ^  Xrf 


es    ist  klar,    dass    alle    diese  Panktgruppen  0^—C^^  corresidaal  sind  und 
alle  C^^^^j^    ^  c-C  )  ©inen  Büschel  angehören,  der  mit  dem  C^®  Büschel 

Die  C^4  s_^  ix  lässt  sich  somit  auffassen  als  der  Ort  aller  Pankte 
JBjg'  von  der  Eigenschaft,  dass,  wenn  B^  —  B^  die  weiteren  einfachen 
Basispankte  eines  beliebigen  Büschels  von  C?^  a.^  ^  B  ')  ^^^^>  ®'^® 
^("4^-^,3,5,-5,,)  existirt. 

Eine  solche  Definition,  nun  lässt  sich  von  jeder  C*  geben:   Nehmen 

n(n  4-  S) 
wir  ^  beliebig  liegende  Pankte  ^^  —  ^«(»+8)  auf  einer  C*,  so  hat 

ein  Büschel  von  C'^f^    .  v   noch  weitere 

(„  +  i)._"!(!H:A)_(ü(!l+i)  +  l) 

Basispunkte  J^j  —  Bn{n-\-i)      ;  dann  ist  die  C**  der  Ort  aller  Punkte  B[  von 
der  Eigenschaft,  dass,  wenn  wir  einen  solchen  Büschel  von 

construiren,  die  Punkte  ^j  — i?n(«+i)        auf  einer  C""^  liegen. 

— g— +  1 

b)  Hat  eine  Gruppe  von  Punkten  A^  —  ^„(»+8)  die  Eigenschaft,  dass 


2 


die   weiteren  Basispunkte  B^—  Bn{n^i)        eines  beliebigen  Büschels  von 


2 


^!J't^    A  X  *^^  einer  C*""^  liegen,  dann  giebt  es  offenbar  einen  Büschel 

r-^i  — -A^i(ii+8)i 

von  C?  .       .  ^:  denn  jede  C"+^  des  Büschels  schneidet  diese  C*""^ 


(. 


0 


in   weiteren   (n  -  1)  (w  +  1)  -  \       Z      +  ^ )  "  \ o  "^    / 

Punkten  iJj  —  E^  («— 2)  (« +1)  _  y 

Alle   diese  Punktgruppen  und  ein   Punkt  P  auf  C^"^  liefern  einen 
Büschel  von  G^^'Z?    „  ^^,   der   mit  dem  Büschel   der  C*"*"^ 

die  C ""  ^  und  eine  C** .       .  ,  erzeugt.   Es  werden  also  alle  Punkte  P 

lA^-An{n+Z)\  ® 

von   C*~^  einen  Büschel  von  C*  .       ^  ^  veranlassen.    Dieser  Satz  ist 

umkehrbar.  Wir  wollen  der  Kürze  wegen  nur  Beispiele  anführen.  Sind 
neun  Punkte  Ay^  —  A^  Basispunkte  eines  C'Büschels  und  sind  die  weiteren 
Basispankte  eines  Büschels  von  C/^  -A)^\^  ^i>  ^^  Iw^^öil  x^aßk  ^^%^\a. 


Satze  Bi^  Bj  auf  einem  Kegelschnitt;  greifen  wir  eine  C*  des  BOschelw 
heraus,  und  schneidet  irgend  eine  Curve  des  C^BUschels    diese  C  in  drei  ' 

weiteren  Punkten  fl,  —  Q^,  ao  liegen  diese  auf  einer  Geraden;  denn,  nach 
dem  Restsatze  gehen  alle  CA  ^^     n    q\  auch  durch  den  Punkt  ^5,  eine 
solche  C*  ist  aher  auch  irgend  eine  ajidere  C^  des  BUschels  und  die  Ge-  i 
rade  fl,  Q^.     Die  Gerade   Q,  Q^  Q^,   veranlasst  durch  alle  Carven  des  C*JJ 
Büschels  bilden  selbst  einen  Büschel  und  erzengen  mit  jenem  die  C  nnts^ 
Absplitterung    einer    C?ß  ^ß_y      Geht    durch    die    Punkte    Ä^~- Af-    ein 
Büschel   TOn    C^,    so    liegen    die    22   weiteren    Bnsispunkte    eines   Büschels 
vou  C?ji  _j   \  auf  einer  C".     Jede   Curve  dieses  Büschels   trifft  eine  C* 
iu   15   weiteren   Punkten   C,  —  C,^,   die   auf  einer  C'  liegen,  jede  solche 
C*  schneidet  die  C'  in  einer  solchen  Restgruppe  TJj  —  i>j,  und  die  Rest- 
gruppen   aller   Curven    des    C  Büschels   liegen   auf  der    C',   die   darch  die 
neun  weiteren  Basispunkte  des  CBUschels  A^^— Aj^^,  bestimmt  ist 

c)  Be merken Bwerth   sind  auch  die  Beziehnngen,  betreffend  die  Schnüii 
punkte  der  algebraischen  Curren : 

Legen  vir  dorcb  die  Id  Doppelpunkte  einer  C/^  *-j4„<)  einen  BOscbel 
von  C/J|i_j   1)  mit    den   weiteren    Basispunkten    £,— Bj,,  so  schneidet 
jede   Curve   derselben   die  C   in    14   weiteren   Punkten    Cy—C^^.     Durch  j 
Af  —  Ay^,  Cj  — C|j  und  zwei  weitere  Punkte  D,,  2>,  auf  der  C^  geht  e 

alle  diese  C  bilden  einen  BOechet,  der  mit  dem  C"  BOscbel  die  C^ 
zeugt  unter  Abaplitterung  einer  CJ^  _^  ,  B  -B  )!  ^^^  "*''■  Eückaicht 
auf  die  beliebige  Lage  der  Punkte  i),,  j>,  auf  der  C  giebt  es  ein  Net» 
solcher  C^.  Also;  „Sind  19  Punkte  j1,— jI,,  Doppelpunkte  einer  C,  und 
legen  wir  durch  sie  einen  Büschel  von  C\\  i__^  i.,  so  geht  durch  die 
43  Basispunkte  dieses  Büschels  ein  Netz  von  C^".  Mit  jedem  neuen 
Doppelpunkt  nan  tritt  eine  neue  derartige  Beziehung  hinzu :  20  Doppel- 
punkte Ay  — Äff,  einer  C^  haben  die  Eigenschaft,  dass  durch  die  40  Basis- 
punkte eines  BOchels  von  C\j^  •— ^,  •)  <*^*  C*  geben;  hat  eine  C^  21  Doppel- 
punkte Ay^^A^^,   BD  gehen  durch  die  5S  Basispunkte  eines  Büschels  von 


:h  die 

ihniiiS 

lel 
et 

1 


^P.'-J„') 


058  C'f  u.  3.  w.     Wir   hätten   statt  der  Büschel  von  C'o 


auch  Büschel  beliebig   hoher  Ordnung  wählen   kilunen  und  hätten  analoge 
Beziehungen   erbalten.  —  Wir  wollen  noch  den  Satz  fUr  die  C"  vom  ( 
schlechte  0  anführen: 

„Irgend  ein  Büschel  von  C',  der  die 

(„_l)(H-2) 

2 

Doppelpunkte    einer    C"   vom    Qeschlechte  0   zu   Basisdoppel punkten 

hat  im  Ganzen  (m? ^ ^ -\  Basispunkte.     Durch  diese  und  J 

irej'tore Pnnlcte  geht  eine  C""~*"  +  *i  dB.\w\\alXiATi\x\,Ä.\i'tt\iJ\'6QJ»\iAaai(;.  J 


Von  Dr.  Hermann  Oppenheimer.  325 


,      3(n-l)(w-2)  ,  ^        (2m-2»  +  3)(2.m-2w  +  6) 


2 

n2-9w  +  20 

^■^  ■■■■■■  • 

2 

Nun  sind  diese  Sätze  auch  auf  zerfallene  Curven  anwendbar.  Sie 
bilden  also  auch  Kriterien  für  die  Schnittpunkte  der  algebraischen  Curven. 
Ein  C^  und  eine  C^  z.  B.  schneiden  sich  in  20  Punkten  A^  —  A^.  Zu 
17  von  ihnen,  A^  —  A^^^  ist  ji,g  bestimmt  durch  die  Bedingung,  dass  die 
46  Basispunkte  eines  Büschels  ?on  CT^t.^^^t)  auf  einer  C^  liegen.  Der 
Punkt  ^19  zeichnet  sich  dadurch  aus,  dass  durch  die  43  Basispunkte  eines 
Büschels  von  C?^  2.^  t\  ein  Netz  von  C^  geht,  u.  s.  w.  Der  zu  11  Schnitt- 
punkten A^—A^i  einer  C^  mit  einer  gegebenen  C^  gehörige  zwölfte  Punkt 
A^^  unterliegt  der  Bedingung,  dass  die  28  Basispunkte  eines  Büschels  von 
Cfji  «-^,  t)  ^^^  ®^°®^  ^*  liegen. 


Kleinere  Mittheilungen. 


XXIL  Stereometrisohe  Paradoxa. 

Im  41.  Jahrgänge  dieser  Zeitschrift  S.  60  habe  ich  die  Frage  xa  er- 
ledigen gesacht,  wie  man  die  drei  reellen  Wurzeln  gewisser  in  der  Stereo- 
metrie auftretenden  cubischen  Gleichungen  erklären  kann  and  zwar  auch 
dann,  wenn  zwei  der  Wurzeln  zur  ursprünglichen  geometrischen  Aufgabe 
in  keiner  Beziehung  zu  stehen  scheinen.  —  Auf  streng  begrenzter  ele- 
mentarer Lehrstufe  wird  man  kaum  anders  verfahren  können  als  ich  angab. 
Aber,  wenn  man  die  Grenzen  erweitert,  wenn  insbesondere  das  der  Kugel 
innig  verwandte  z weischalige  Rotationshyperboloid  zugelassen  wird ,  auch 
gelegentlich  physikalische  Deutungen  nicht  ausgeschlossen  bleiben,  bo 
lassen  sich  die  scheinbar  paradoxen  Anworten  erklären ,  welche  die  Algebra 
zuweilen  auf  die  stereometrische  Fragestellung  ertheilt,  und  man  erkennt, 
welche  Vollkommenheit  dem  analytischen  Anzatz  innewohnt. 

Aus  den  mannigfaltigen  Aufgaben,  welche  das  Gesagte  bestätigen, 
mögen  die  nachstehenden  hervorgehoben  werden. 

I.  Die  Höhe  x   eines   geraden   Kreiskegels  zu  bestimmen, 
dessen  Mantellinie  s  und  Volumen  J  vorgeschrieben  ist. 

Auflösung.   Bezeichnet  man  den  Grundflächenradius  durch  r,  so  wird 

2)  J=|a?(Ä«-a;«). 

o 

Diese  Aufgabe  ist,  soweit  es  sich  um  die  Deutung  der  zwei  positiven 
Wurzeln  handelt,  oft  behandelt  worden.  Man  erkennt  augenblicklich,  dass 
zwei  Kegel  möglich  sind,  zwischen  welchen  ein  Maximal volumen  auftritt, 
welches  letztere  durch  das  vorgeschriebene  J  zunächst  nicht  überschritten 
werden  darf,  wenn  reelle  Lösungen  gewünscht  werden. 

Aber  die  Gleichung  2)  hat  noch  eine  dritte  negative  Wurzel,  welche 
grösser  als  8  ausfällt.  Diese  Lösung  ist  meines  Wissens  noch  nie  erklSrt 
worden ,  und  es  sei  gleich  von  vornherein  bemerkt,  dass  die  vielleicht  nahe 
liegende  Betrachtung  des  Doppelkegels  auf  absolut  gleiche  negative  Volumina 
führt,  betreffs  der  dritten  Wurzel  aber  nicht  den  geringsten  Aufschluas 
giebt.  Beachtet  man  überhaupt,  dass  r  wegen  x^s  nach  Gleichung  1) 
imaginär  wird,  so  ist  es  ja  zweifellos,  dass  eine  Erklärung  jener  Wurxel 
am  ,, eigentlichen^    Kegel  ganz  xxTitn^g\\e\i  \^\>.     ^\^^t  ^ben  die  imaginftren 
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Grandflttclieiiradiea  sind  es,  welche  darauf  hinweisen,  da«B  man  die  Orund- 

ee  in  eine  neue  Lage  za  bringen  bat. 
In  der  That,  die  Formel  J=  s*'^  stellt  niobt  allein  ein  Kegelvolamen, 
ern  anch  ein  Drittel  des  statischen  Moments  der  Kreisscbeibe 
r'n  am  HebeUrm  x  dar.  Bei  dieser  allgemeineren  Aufrassung  dUrfen 
wir  den  Kreis  derartig  nm  seinen  Mittelpunkt  drehen,  daas  der  Hebelarm  i 
in  die  Ebene  des  Kreises  zu  liegen  kommt;  an  Stelle  der  Mantellinie  s  tritt 
coasequenter  Weise  die  durch  ihren  Berührungspunkt  und  den  freien  End- 
punkt des  Hebelatms  x  begrenzte  Kreistangente.    Nun  wird 


J'=^=r(*'_^, 


nnd  also  entspricht  die  negative  Wurzel  der  Gleiehung  2)  genau  der  positiven 
Wurzel  70n  2a).  Sollen  die  beiden  negativen  Wurzeln  der  Gleichung  2a) 
erklärt  werden,  so  muss  man  die  Kreisebene  wieder  senkrecht  zum  Plebel- 
arm  stellen  und  der  Strecke  s  die  Bedeutung  einer  Mantellinie  beilegen. 
Man  bemerke  auch ,  dass  J  in  der  Momenten  aufgäbe  beliebig  gross  gegeben 
werden  darf  nnd  weiter ,  dass  in  dem  Auftreten  negativer  Hebelarme  nichts 
Befremdliches  liegt,  denn  man  verlangt  positive  Momente,  obgleich  die 
Scheibe  nach  der  Ümklappuag  negativ  wird. 
^^^  Zablenbeispiel: 


-6  =  0; 


1  Bande 


II.  Die  Hebe  x   einer  sehr 

XU  bestimmen,   welche 

schwin: 

keitsspiegel    einsinkt. 

Kugel,  dasGewicbti)  de. 

das  Gewicht  q  der  Volameneinheit  der  Flüssigkeit, 
AuflCsung.    Das  Gewicht  der  Schale  helr&gl  G~2aitxp,  dasjenige 
as  FlOesigkeitssegments ,  welches  von  der  Schale  verdrSngt  wird,  ist 


G'= 


^»  Wäre  ff' unveränderlich  vorgeschrieben,  so  würden  der  veränderten 
Aufgabe  drei  Werthe  von  x  entsprechen,  von  welchen  nur  einer  fUr  das 
Segmant  passt,  während  die  anderen  beiden  ganz  unverständlich  bleiben. — 
Modifioirt  man  jedoch  die  Aufgabe,  wie  oben  geschehen,  so  folgt  wegen 
Q=Q'  die  Gleichung ; 

8)  2apas=r  s-9«*(3»  — «). 
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Hier  scheidet  sich  zunächst  die  Wurzel  x  s=0  aus,  welcher  zwar  ein 
positiver  Sinn  in  physikalischer  Hinsicht  nicht  beigelegt  werden  kann,  die 
aber  jedenfalls  auch  keinen  Widerspruch  in  sich  birgt. 

Die  anderen  beiden  Wurzeln  ergeben  sich  aus 

4)  a^"3ax  +  6ka  =  0, 

P 
wobei  A  =  -^  eine   lineare  Grösse   vorstellt,    und    diese  Gleichung  besitxt 

«  3 

zwei  reelle  positive  Wurzeln,  falls  A  ^  t^ a.    Da  die  grössere  dieser  Worzek 

1 

den  Werth  2  a  nicht  übersteigen  darf,   so  möge  weiter  A>-ä-<>i  hiernach 

liegt  k  zwischen  den  engen  Grenzen: 

5)  I.a£A<|a. 

Für  k  =  wa  erhält  man  speciell  Xi=  a,  a?2  =  2a,  und  hierin  liegt  die 

unmittelbar  einleuchtende  Thatsache,  dass,  wenn  die  hohle  Halbkugel 
schwimmend  bis  zu  ihrem  Bande  eintaucht,  die  gleich  schwere  andere  Halb- 
kugel, auf  erstere  dicht  aufgesetzt,  eine  hohle  Vollkugel  ergiebt,  welche 
soweit    einsinkt,    dass    sie    vom    Flüssigkeitsspiegel    tangirt    wird.    Fflr 

3  3 

A=.-^a  erhält  man  eine   einzige  Schale  mit  der  Höhe  x^-^a.    Fflr  alle 

k  zwischen  den  angeführten  Grenzen  ergeben  sich  zwei  verschiedene 
Schalen,  was  physikalisch  so  zu  erklären  ist,  dass  auf  die  kleinere 
Schale  stets  eine  entsprechende  schwere  Zone  angefügt  werden  kann,  y6^ 
möge  welcher  die  vergrösserte  Schale  wiederum  bis  zum  Bande  in  die 
Flüssigkeit  gedrückt  wird. 

Zahlenbeispiel: 

0  =  5,4*^*",    p  =  2^'^«^'",     g  =  l^v«*«"»,     A  =  2*^. 

Ä*  —  16,2«  +  64,8  =  0  5    x^  =  7,2«^»",    iTj  =  9«». 

Wir  haben  hier  das  anscheinend  paradoxe  Auftreten  der  drei  Wurzeln 
bei  Bestimmung  eines  Eugelsegments  duieh  eine  sehr  wesentliche  Modi- 
fication  der  eigentlichen  Fundamentalaufgabe  zu  erklären  versucht;  indessen 
ist  auch  eine  rein  geometrische  Erledigung  der  letzteren  möglich  und 
soll  nun  folgen. 

III.  Die  Höhe  x  eines  Eugelsegments  zu  bestimmen,  wenn 
der  Badius  a  der  Kugel  und  das  Volumen  J  des  Seg- 
ments vorgeschrieben  ist. 

Auflösung.  Bezeichnet  man  den  Badius  der  Grundfläche  des  S^- 
ments  mit  ^,  so  wird: 

6)  y^==x{2a-x), 

7)  J=^a;»(3a-«). 
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Fig.  1. 


Die  letzte  Gleichung  liefert,  wenn  J  selbstverständlich  kleiner  als  das 
Kugelvolumen  vorgeschrieben  wird,  drei  reelle  Werthe  von  x,  von  welchen 
einer  grösser  als  der  Kugeldurchmesser,  ein  anderer  negativ  ausfällt,  so  dass 
zunächst  nur  der  dritte  präcisen  geometrischen  Sinn  behält. 

Man  fasse  jetzt  die  Kugel  als  Rotationskörper  auf  und  zwar  entstanden 
vermöge  Drehung  eines  Kreises,  dessen  Gleichung  durch  6)  gegeben  ist. 
Diesem  Kreis  möge  sich  eine  gleichseitige  Hyperbel  anschliessen  mit  der 
reellen  Halbachse  a,  welche  den  Kreis  mit  ihren  Scheiteln  auf  der  2-Achse 
berührt  und  also 
durch  die  Gleich- 
ung: 

6a)  y*=aj(fl5-2a) 

bestimmt  wird 
(Fig.  1).  Denkt 
man  sich  endlich 
auch  das  zwei- 
schalige  Ro  tations- 
hjperboloid  durch 
Drehung  der  Hy- 
perbel um  die  X- 
Achse  erzeugt,  so 
haben  wir  mit  der 
Kugel  zusammen 
ein  Gontinuirliches  ! 

Volumen,     fOr  i 

welches  sämmt-  ! 

liehe  Wurzeln  der  i 

Gleichung  7)    er- 
klärt werden  können. 

Das  Volumen  eines  Hyperboloidsegments  ist  durch  die  Formel 


7  a) 


1t 


r^^x'ißa  +  x) 


gegeben  y  wobei  die  Höhe  x  von  dem  zugehörigen  Scheitel  aus  gemessen 
wird;  mithin  gilt  die  frühere  Gleichung  7)  nicht  blos  für  ein  Kugel^egment, 
sondern  ganz  allgemein  für  ein  Segment  des  gesammten  in  Betracht 
stehenden  continuirlichen  Volumens,  wenn  für  das  vom  Scheitel 
(Coordinatenanfang)  0  aus  zu  messende  o;  positive  wie  negative  Werthe 
zugelassen  werden.  —  Man  wolle  hierbei  beachten ,  dass,  wenn  auch  die 
Gmndflächenradien  der  Segmente,  das  heisst  die  Ordinaten  y  beim  Ueber- 
tritt  von  der  Kugel  in  das  Hyperboloid,  also  beurtheilt  nach  Gleichung  6), 
imaginär  werden ,  immer  noch  die  das  Volumen  erzeugenden  Querschnitte, 
nlmlieb  die  Parallelkreise  y^n,  reell  bleiben. 

aMtMhrift  f.  Mftib«mfttik  n.  Phytik.  41.  Jahrg.  1896.  6.  H«a  ^% 
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Fig.  s. 

I 


k--^-^ 


Wir  finden  demgemftss:  Für  die  kleinere  positive  Worzel  ein  bestimmtes 
Eogelsegment  /;  für  die  negative  Wnrzel  ein  gleich  grosses  Hyperboloid- 
Segment;  für  die  grössere  positive  Wurzel  ein  zusammengesetztes  Volamen, 
bestehend  aas  der  positiven  Vollkugel  und  dem  sich  rechts  anschmiegenden 
Hyperboloidsegment.  Letzteres  erlangt  einen  negativen  Werth  und  ver- 
mindert das  Eugelvolumen ,  so  dass  abermals  der  Werth  /  erreicht  wird«  — 
Für  x=^2a  erlangt  das  Volumen  seinen  Maximalwerth,  es  wird  lur 
VoUkügel;    für  x^2a  nimmt   es   wieder  ab,    erlangt  für  x=^Sa  lam 

zweiten  Mal  den 
Werth  Null  und 
geht  dann  ins 
Negative  über. 

Zahlenbei- 
spiel: 

J^  =  324ä. 

Ä»-21  ««+972=0; 

«3=  18. 

IV.DieHöhe 
2x  eines  ge- 
raden      Kreis- 

cylinders 
zu  bestimmen, 
wenn       dessen 
Volumen/,  so- 
wie der  Radius  a  der  umschriebenen  Kugel  gegeben  ist. 

Auflösung.    Bezeichnet  man  den  Radius  der  Grundfläche  des  Cy linden 
mit  y,  so  wird: 

8)  y*  s=  a*  —  a^, 

9)  J  =  27tx{a^^x^). 

Es  ist  unmittelbar  einleuchtend,  dass  zwei  Cylinder  in  der  Kugel  Tor- 
banden  sind,  falls  J  ein  gewisses  Maximalvolumen,  welches  zwischen  den 
genannten  Cylindern  erreicht  wird ,  nicht  übertrifft.  Diesen  Cylindem  ent- 
sprechen jene  beiden  positiven  Wurzeln  der  Gleichung  9),  welche  kleiner 
als  a  ausfallen.  Die  dritte  Wurzel,  welche  grösser  als  a  und  negatir 
wird,  lässt  sich  wieder  durch  das  der  Kugel  angeschriebene  zweischalige 
Hyperboloid  erklären ,  welches  durch  Rotation  der  gleichseitigen  Hyperbel 
8a)  y2=,^«_^2 

om  die  X-Achse,  welche  z\ig\e\c\i  Cy\\iiä«t2j;^\x^^  ^«v\im>^^<^^^\Aa^^i(^Fi^«2]. 
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Fig.  3. 


.y 


Das  Volamen   des  dem  Hyperboloid  eingeschriebenen  Cjlinders   wird 
darcb  die  Formel 

9a)  J'=2^a?(a;«-a«) 

dargestellt ,  und  die  positive  Warzel  jener  Gleichung  entspricht  genau  der 
negativen  von  9).  Die  in  die  Schalen  des  Hyperboloids  eintretenden  Cjllnder- 
grundflächen  sind  negativ;  ihre  Radien  —  jedoch  nur  nach  Gleichung  8) 
beurtheilt  —  werden  imaginär.  Für  den  aus  der  Kugel  heraustretenden 
Cy linder  kann  J  beliebig  gross  vorgeschrieben  werden,  er  ist  immer  vor- 
handen ,  und  da 
J  positiv  gedacht 
wird,  so  gehören 
zu  den  negativen 

Gnindflttchen 
nothwendig  nega- 
tive Höhen. 

Zahlenbei- 
spiel: 

J^=12jr. 

^  =  2, 

a?3  =  —  3. 

Soll  statt  des  ' 

Cylinders  ein  ge-  j 

rader       Kreis-  ! 

kegel  mit  be- 
stimmtem Volumen  in  eine  gegebene  Kugel  eingeschrieben  werden ,  so  sind 
wesentlich  neue  Betrachtungen  nicht  erforderlich.  Nur  sei  darauf  auf- 
merksam gemacht,  dass  hier,  falls  J  positiv  sein  soll,  nur  eine  der 
beiden  Schalen  des  Hyperboloids  gebraucht  wird;  nämlich  diejenige,  welche 
die  negative  X-Achse  enthält  und  deren  Scheitel  also  mit  der  Kegelspitze 
zusammenfällt  (Fig.  3).  Bezeichnet  a  den  Kugelradius,  x  die  Kegelhöhe, 
so  ist 

J=  o  «*(2a  — x). 
o 


10) 


Zahlenbeispiel: 


a  =  7,    J"=967r. 
a;3_  14a;« +  288  =  0; 

a?!  =  6,    a?3  =  12,    a?8  =  — 4. 


Chemnitz. 


I^t.  ^  .  ^VIUkSKS^« 
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XXUL  Eine  neue  Ableitung  der  harmonisohen  Eigenschaften 

des  Vierecks. 

In  seinem  Lehrbach  der  niederen  Sph&rik  definirt  Gadermann  als 
parallele  Hauptbogen  einer  Kugel  zwei  begrenzte  Hauptbogen,  die  sich 
auf  entgep^engesetzten  Seiten  eines  dritten  Hauptbogens  befinden  und  deren 
vier  Endpunkte  von  diesem  Hauptbogen  gleichen  Abstand  haben;  das 
sphärische  Parallelogramm  wird  sodann  definirt  als  ein  Kugelviereck,  dessen 
jede  zwei  Gegenseiten  parallel  sind. 

Diese  Definition  ist  sehr  gekünstelt;  ich  halte  es  für  zweckmSssiger, 
den  Begriff  paralleler  Linien  auf  gerade  Linien  zu  beschränken. 

Die  Definition  des  sphärischen  Parallelogramms  in  dem  Lehrbuch  der 
elementaren  Sphärik  von  Schulz  lautet:  9 Das  sphärische  Parallelogranun 
ist  dasjenige  Viereck,  welches  zwischen  zwei  Paar  Gegenkreisen  liegt  — 
oder:  dessen  Ecken  Darchschnittspunkte  zweier  Gegenkreise  mit  zwei 
anderen  Gegenkreisen  sind ,  ohne  dass  das  Viereck  in  einem  dieser  Kreise 
Hegt." 

Lässt  man  den  Begriff  „parallele  Hauptbogen''  fallen,  so  empfiehlt 
es  sich,  auch  den  Namen  „sphärisches  Parallelogramm**  fallen  zu  lassen 
und  die  oben  als  solche  definirte  Figur  mit  dem  Namen  „Kugelraute'  zu 
bezeichnen. 

Eine  einfache  Definition  der  Kugelraute  ist  folgende: 

„Kugelraute  heisst  ein  sphärisches  Viereck,  dessen  Ecken 
die  Endpunkte  zweier  sich  gegenseitig  halbirender  Haupt- 
bogen sind.**  Diese  sich  halbirenden  Hauptbogen  sind  die  Diagonalen  der 
Raute;  ihr  Schnittpunkt  der  Diagonalschnitt  derselben. 

Aus  der  Congruenz  der  sich  am  Diagonalschnitt  gegenüber  liegenden 
Dreiecke  folgt  dann  sofort  die  Gleichheit  der  gegenüber  liegenden  Seiten; 
hieraus  ferner  die  Congruenz  der  beiden  Dreiecke,  in  die  die  Raute  durch 
eine  Diagonale  zerlegt  wird,  und  hieraus  die  Gleichheit  der  gegenüber 
liegenden  Winkel  der  Raute. 

Verlängert  man  ein  Paar  gegenüber  liegender  Seiten  einer  Kugel* 
raute,  so  entsteht  ein  sphärisches  Zweieck.  Wir  wollen  als  Mittelpunkt 
eines  Zweiecks  die  Mitte  der  Winkel  halbirenden  desselben  bezeichnen.  Dann 
gilt  für  das  sphärische  Zweieck  der  Satz: 

„Jeder  durch  den  Mittelpunkt  des  Zweiecks  gelegte  Hauptkreis  xer- 
legt  denselben  in  zwei  congruente  Theile,  woraus  folgt,  dass  der  Mittel- 
punkt des  Zweiecks  die  Mitte  aller  durch  ihn  gelegten,  von  den  Seiten 
des  Zweiecks  begrenzten  Hauptbogen  ist.** 

Ist  also  in  Figur  1  DC=  CE,  FC=  CO,  so  ist  FDGE  eine  Kugel- 
raute,    Darch  Verlängerung  des  g^g^xL\\\>^x  \\^%«Yi^^\i^«v\A\i^v««^  FD  und 
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EG  erhält  man  das  Zweieck  FÄEB,  dessen  Mittelpunkt,  wie  leicht  nach- 
zuweisen, C  ist.  Ebenso  ist  C  der  Mittelpunkt  des  durch  Verlängerung 
Ton  BG  und  FE  entstandenen  Zweiecks,  dessen  in  der  Figur  sichtbarer 
Theil  DG  HF  ist. 

Es  ist  also  der  Schnittpunkt  der  Diagonalen  der  Raute  gemeinsamer 
Mittelpunkt  der  beiden  Kugelzweiecke.  Wir  wollen  ihn  deshalb  als  Mittel- 
punkt der  Baute  bezeichnen. 

Daraus  folgt  weiter: 

„Der  Mittelpunkt  der  Raute  ist  die  Mitte  aller  durch  ihn 
gelegten»  von  einem  Paar  Gegenseiten  oder  deren  Verlänger- 
ungen begrenzten  Hauptbogen.'' 

Es  lassen  sich  ferner  leicht  folgende  Sätze  beweisen: 

1.  Haben  zwei  Kugelzweiecke  den 
Mittelpunkt  gemeinsam,  so  ist  der  ihnen 
gemeinsame  Theil  der  Kugelfläche  eine 
Kugelraute. 

2.  Die  Ecken  aller  Kugelzweiecke, 
welche  den  Mittelpunkt  gemeinsam  haben, 
liegen  auf  einem  Hauptkreise,  demjenigen, 
dessen  Pol  jener  Mittelpunkt  ist. 

3.  Für  alle  Kugelrauten  mit  dem- 
selben Mittelpunkt  liegen  die  Durch- 
schnitte je  zweier  Gegenseiten  auf  dem 
Hauptkreise,  welcher  jenen  Mittelpunkt 
zum  Pol  hat. 

Führen  wir  nun  für  die  Schnittpunkte  der  Gegenseiten  einer  Kugelraute 
die  Bezeichnung  „Spitzen 
der  Raute"*,  für  den  Haupt- 
kreis, der  durch  die  Spitzen 
gelegt  ist,  die  Bezeichnung 
, Spitzenlinie"  ein,  so  ist  der 
Mittelpunkt  der  Raute 
der  Pol  zur  Spitzen- 
linie. 

Wir  legen  nun  (Fig.  2) 
durch  C  einen  beliebigen 
Hauptkreis,  der  das  eine 
Paar  von  Gegenseiten  in  L 
and  Jf,  das  andere  in  N 
und  Q,  und  die  Spitzenlinie 
in  P  schneidet.  Die  Ebene 
dieses  Hauptkreises  wird 
durch  Figur  3  dargestellt. 
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Am  Eugelmittelpunkt  bildet  oC  gegen  oP  einen  rechten  Winkel;  da 
LG  =  CMj  80  bilden  oL  und  oM  gegen  oC  gleiche  Winkel,  und  da  ferner 
NC=  CQ\  wo  (ji  der  Oegenpunkt  Ton  Q^  so  bilden  auch  oQ'  and  oK 
gegen  oO,  sowie,  wie  sich  aus  der  Figur  ergiebt,  oN  und  oQ  gegen  o^ 
gleiche  Winkel.  Fig.  3. 


Aus  dieser  Figur  schöpfen  wir  die  Definition  harmonischer  und  in- 
Yolutorischer  Elemente : 

„Unter  vier  harmonischen  Hauptstrahlen  verstehen 
wir  zwei  Strahlenpaare  eines  Büschels,  deren  einesein 
senkrechtes  ist,  deren  anderes  gegen  einen  Strahl  des 
senkrechten  Paares  (also  auch  gegen  den  anderen) 
gleiche  Winkel  bildet." 

„Vier  Punkte  einer  Geraden  oder  vier  Strahlen 
eines  Strahlbüschels  heissen  harmonische  Punkte  oder 
Strahlen,  wenn  sie  zu  vier  harmonischen  Haupt- 
strahlen projectivisch  sind.** 

*  Um  einem  etwaigen  Bedenken  gegen  diese  Definition  der  harmonischen 
Elemente,  die  in  einer  sehr  bedeutenden  Anzahl  von  Fällen,  besonders  auch  in 
der  Theorie  der  Kegelschnitte,  harmonische  Elemente  auf  Grund  der  Definition 
sofort  als  solche  erkennen  lässt,  Yorzubeugen,  bemerke  ich  hier,  dass  die  har- 
monische Theilung  oder  Trennung  und  die  projectivische  Geometrie  zwei  un- 
abhängig von  einander  bestehende  Lehren  sind,  woran  die  kunst liehe  Verbindung 
beider  zur  Ableitung  der  Grundlagen  der  Geometrie  der  Lage  einen  Zweifel  auf- 
konmien  lassen  könnte.  Die  harmonischen  Elemente  sind  auch  hier  definirt  durch 
eine  gewisse  Lage:  die  Lage  ist  aber  durch  die  Beziehung  der  Winkel  mit  einem 
bestimmten  Maass  verknüpft. 

In    der  projectivischen  Geometrie    sehe    ich    die   Lehre   von   den  Eigen- 
Bch&fben  der  projectivischen  Figuren,  oöl^t  ^wämät*.  ^^\js3tet^ -s^-^  ^«B^^as^ 


Ordnet  man  die  Strahlen  eines  StrablbaBohels  derart  zu 
.ren,  daB8  jedes  Paar  ans  den  tu  einem  festen  Paar  har- 
monischen Strahlen  besteht,  so  nennt  man  jedes  derartige 
Strablenpaar  ein  Paar  einer  hjperboliacben  Involution  inner- 
halb des  Büschels. 

Ein  ansgezeicbneter  StrahlbUschel  in  hyperbolischer  In- 
volution ist  ein  solcher,  bei  welchem  die  Strahlen  des  festen 
Paares  zu  einander  senkrecht  stehen.  Bei  diesem  bildet  jedes 
Paar  der  Involntion  mit  dem  festen  Paare  ein  System  har- 
monischer Hauptstrablen,  es  bilden  also  die  Strahlen  eines 
jeden  Paares  gleiche  Winkel  gegen  den  einen  Strahl  des 
festen  Paares,  und  ebenso  auch  gegen  den  anderen. 

Hieraus  geht  hervor,  dass,  wenn  von  zwei  projectiviscben 
StrahlbUacheln  die  Strahlen  des  einen  involutorisoh  gepaart 
sind,  auch  die  entsprechenden  Strahlen  des  anderen  innerhalb 
desselben  involutorisch  gepaart  sein  müssen. 

Wird  ferner  ein  involutorischer  Strablbüschel  von  einer 
Geraden  geschnitten,  so  nennt  man  die  Durchschnittspnnk te 
eines  Strahlenpaares  der  Involution  mit  dieser  Geraden  ein 
Ftinktpaar   einer  Involotion    auf  dieser  Geraden.* 

Wir  kehren  nun  zur  Kugelraute  zurück  und  projiciren  die  ganze 
Figur  vom  Eugelmittelpuukt  0  aus  auf  eine  beliebige  Ebene.  Denn  pro- 
jiciren sich  sSmmtlicbe  Uauptkreise  als  Gerade,   die  Ecken  der  Raute  als 


e  projectivisch  eind.    Diese  Lehre 
ji  in  sich  abgeachloBsenea  Knpitel 


schaden,  welche  Figuren  zukommen,  insofern 
habe  ich  in  einem  besoudereu  Schriftchen  als 
ilarxuatellun  versucht. 

Zur  Begründung  diesiT  Lelire  lässt  eich,  wenn  wir  die  Geometrie  i!ec  Lage 
nicht  in  unsere  Erörterung  ziehen,  der  Sats  von  der  Gleichheit  entsprechender 
DoppelverlialtniHBe  nicht  entbehren;  der  Specialfall,  wo  dieses  Doppelverb illtniss 
den  Werth  —  1  annimmt,  ist  bei  der  Behandlung  der  Projectivität  ebenso  wenig 
erforderlich,  als  der  Specialfall,  wo  das  Yerhältnias  entsprechender  Seiten  der 
Einheit  gleii'h  ist,  hei  der  Behandlung  der  Lehre  von  der  Aelinlichkcit  der 
Figuren. 

*  Eine  elliptische  Involution  innerhalb  eines  Strahlbflschels  wird  in  analoger 

feisc  definirtr 
„Ordnet  man   die  Strahlen  eines  StruhlbiiBchels   in   der  Weise  lU 
Paaren,   dass  jedem   Strahl  der  zu  tlim  senkrechte  ronjugirt  ist,   be- 
zeichnet Bodaiin  auf  irg(-nd  fiaer  den  Strahlbüschel  schneidenden  Ge- 
radon  die  Schnittpunkte  je  zweier  coiyugirter  Strahlen  als  conjugirte 
Punkte,  so  nennen  wir  je  zwei  conjugirte  Punkte  der  Geraden  ein  Paar 
einer  eUiptist-hen  Involution  auf  dieser  Geraden." 
Uiese  Bennenung  wird  snilann  übertragen  auf  die  ent:<prechenden  Elemente 
in  allen  zu  dieser  Geraden  projecti tischen  Strahlbüseheln  und  Geraden, 

Üehrigens  scheint  mir  die  Bezeichnung  der  Involution  als  „hyperbolische" 
■Hd  „elliptische"  nicht  giffcklicb  gewählt  j 
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Ecken  eines  Vierecks,  die  Spitzen  der  Baute  als  die  Durchschnitte  zweier 
Gegenseiten  des  Vierecks,  die  wir  entsprechend  als  Spitzen  des  Vierecb 
bezeichnen  a.  s.w.  Benennen  wir  mit  c,  b,  e,  f«...  die  Projeotionen  ?oii 
C,  D,  Ef  F,...^  so  wird  c  der  Diagonalschnitt  des  Vierecks  bgef, 
a)^  seine  Spitzenlinie,  oC  ist  die  Normale  znr  Ebene  ÄoH^  also  bildet 
oC  einen  rechten  Winkel  gegen  jede  von  o  nach  einem  Pnnkte  von  iE 
oder  al^  gezogene  Gerade;  legt  man  somit  durch  o  (7  irgend  eine  projicirende 
Ebene I  so  bildet  deren  Durchschnitt  mit  ÄoH  stets  mit  oCein  senkrechtes 
Strahlenpaar.  Ferner  bildet  in  dieser  Ebene  oC  gegen  oL  und  oM 
gleiche  Winkel,  also  sind  diese  vier  Strahlen  zwei  Paare  harmonischer 
Hauptstrahlen  und  ihre  Durchschnitte  mit  der  Ebene  der  Projection,  c,  )^i 
I,  m,  vier  harmonische  Punkte.  Daraus  ergeben  sich  unter  Berttcksichtigong, 
dass  jedes  Viereck  sich  mit  dem  durch  Projection  der  Eugelraute  ent- 
standenen projectivisch  legen  Ittsst,  die  Sätze: 

1.  „Der  Durchschnitt  der  Diagonalen  eines  Vierecks  bildet 
mit  einem  beliebigen  Punkte  der  Spitzenlinie  das  eine 
Paar,  die  Schnittpunkte  der  hinduroh  gelegten  Geraden 
mit  einem  Paar  Gegenseiten  das  andere  Paar  har- 
monischer Punkte.** 

Zusatz.  Auf  jeder  durch  den  Diagonalschnitt  eines  Vierecb 
gehenden  Geraden  bilden  die  Schnittpunkte  mit  jedem  Paar  Gegen- 
seiten des  Vierecks  ein  Punktpaar  einer  hyperbolischen  Involution, 
deren  Doppelpunkte  der  Diagonalschnitt  und  der  Durchschnitt  jener 
Geraden  mit  der  Spitzenlinie  sind. 

2.  „In  einem  Viereck  ist  jedes  Paar  Gegenseiten  das  eine 
Paar  harmonischer  Strahlen,  deren  anderes  Paar  dieVer- 
bindungslinie  ihres  Schnittpunktes  mit  dem  Diagonal* 
punkte  und  die  Spitzenlinie  ist^  (da  die  vier  Geraden  durch 
vier  harmonische  Pnnkte  gelegt  sind). 

3.  j,Die  Diagonalen  eines  Vierecks  sind  ein  Paar  con. 
jugirter  harmonischer  Strahlen,  deren  anderes  Paar 
die  Verbindungslinien  des  Diagonalpunktes  mit  den 
Spitzen  desselben  sind.*" 

Kreuznach.  Dr.  August  Wilhelm  Veltbk. 


Historisch-literarische  Abtheilung 


der 


itschrift  für  Mathematik  und  Physik 


herausgegeben 


anter  der  Terantwortlichen  Kedaction 


▼on 


Dr.  O.  Sohlömiloh  und  Dr.  M.  Cantor. 


41.  Jahrgang. 


Leipzig, 

Verlag  von  B.  G.  Teubner. 
1896. 


Druck  Ton  B.  G.  Toubnor  in  Dresden. 


Inhalt. 


I.  AhbaiuUuugeu.  si 

e  Grass mann'sclip  AuBdcbnunKulehre.    Vun  V,  Schlegel    .     .  .1, 

JB  Oubiirt^uhr  von  Johaanes  Hudde,  Von  D.  J.  Korteweg  ..... 
Zrc1)er  ilio  sogenannli'  Reg«l  Tu  Yen  in  liurcipa.  Von  Maxim Jlitiii  Curlze 
*"UitoriiiündoB  Vornamen,    Von  Heinrioh  Simon  .     ,  ..... 

t  rroblem  der  küritesteu  Dämmeruriu;.    Von  Karl  Zelbr     ....    l'Jt,  1 

txbwytiou  des  racinc«  carr^cs  dans  1h  Gr^t-o  AoLique.   Vun  V.  V.  Bobynin  ,  1 


U.  Recensionen. 

(•i^dchicbte  der  MHtiieuialih. 

Bturm,  Daa  Delifiche  l'roblem.    Von  M.  Cantor  ... 

Obeuraucb,  Mougü  111.    Von  H.  Cantor  ... 

Dioptaanti,  üperu  edidit  P.  Tannery.    Von  M.  Cantor         .  .  1 

Hufiici  Bcriptorea  Groecl  edidit  C.  v.  Jan.    Von  U.  Cantor  .  .     .     .  1 

Btäckel    und  Engel,    Die  Theürie    der  farullelliaien    von    Kuklid    bin  auf 

Gauga.    Von  M.  Cantor   .  ...  ...  .     ,   1 

Brill  und  NAther,  Die  Entwickeluii);  der  Tbeorie  der  algebraiscIicD  FuDctionen 

in  Utcrer  und  nuuürer  Zeit.    Von  P.  Stäokel 1 

Poegendorff,    ltiogrB|ifaiiii:h  -  literariaches    Handwörterbuch  II[,    1.    Von 

M.  Cantor 1 

Zentben,  (ieaclui'bte  der  Matbematik  im  Ältertbmnu  und  Mittulalter.    Vnn 

M.  Cantor 1 

Kouee  BftU,  A  ^rimor  u(  the  biatorj  ol'  mathematitH,    Von  U.  Cantor  .     .   I 

BosHcha,  ChriatiHn  lluj'^end.    Von  H.  Cantor .     .     .   1 

Koscnberger,  leaak  Newton  und  aeinö  phjaik.  l'rijii:ii)ien     Vcm  M.  Cantor  I 
Fiorini-aünther,  Erd-  uuil  HimmelBj-loben.    \oa  M.  Cantor  .     .  .     .   1 

Arlthnii-Ilk,  Anal^HlN,  Algebra. 

Puchenberger^  Krwiderun({  s^ft*"!  H»n<l  i"  Seite  Iflü 

Puscal,  beTirmi  <\i  ouUolo  infimtL-aimale     Von  U.  Cantor 

Paacal,   hmTn/i  p  mit«  (.ritiihe  di  laliolü   tufinitcaiinale.     VüD  M.  Cantor  1 

Haupin.  «Juextioiib  il  a)i;äbri<     Vun  U>  Cantor 

Hrubiik,   l-iakiLMb"  UillBtafeln     Von  M.  Cantor 

Autenheimer,  l.lementarbucb  d.  IliRercatial-  ii. InteKralreobu  VonH.Cantor 
DÖlp,   Aufcaben  zm  IliUerential -  und   Integral ii't'huuuK     Vou  M.  Cantor 
Kiepert,  DilfereDtialrecbnung.     Von  II.  Cantor     ...... 

Klein,  CL>bor  Arithmetisirung  der  Mntbouiatik    Vdu  J.  X>aroth 
DumesnU.  Tablean  mftrique  de  logaritbmee.    Von  B.  Jabnke 
Laurent,   rhdr,rie  deapolynomea  li  pluaieur«  Tftriablea.     Von  T.  Jahnke 
Hartl,  .Viiff^raben  aua  der  Arithmetik  und  Algebra.    Vnn  G.  Jabnke       .     , 
OrasBinaniij  Robert,  Die  Folgelehre  oder  Functionen] ehre    Von  U.  Ueyer 
Oraf,  Einleitung  in  die  Theorie  der  Ouniinafunction.    Von  U.  Usyer     .     . 
Zermela,  Untersuchungen  zur  Variationsrecbnung.    Von  M.  Heyer 
Otto,  Dds  KTössto  I'robloni  der  Redieukunst  gelöat.    Von  M.  Meyer       .     . 
Apiiell dcOounatjTbeorit:  d  fonction«  alg€hr. et  do  leura  iattSgr  Von R.Frloke 
üaary,  Ahiifp*  da  J*  Ukdiuia  daa  foaotionB  elliplit^uea.    N  u&  'S-  %tu£«A 


Kronocker's  Werke  I,  herausgegeben  von  Hensel.  Von  G.  IiandaY>«rK  .  up 
SoMSmUoh,  Torleauugen  üb,  einselue  Theile  d.bOfa,  Analysie,  VodM.  Cuttor  ]gg 
IfemBt  &  Sohönäiee,    EiDführung  in  die  metbematiscfae  Beb&ndluu^;  der 

NaturwissenBcbaften.     Von  M.  Cantor  .     .     .     .    .      IW 

Sj-nihotiselic  und  aualjtlschf^  (ieumctri«. 

Niewenglowakl.  Cours  Ae  geomätrie  luialytique.    Von  U,  Cantor      .     .    .  tt- 

Münger,  Die  eitörmigen  Ciirven.    Von  M.  Cantor tt'. 

Haas,  Anwendung,  d.  Ditlerentialrechn.  auf  d.  ebenen  CurTen    Von  U.  Cantor  Sl 

Buka,  Gnmiizüg«  der  darstellenden  Geometrie.    Von  B.  Jahnke     ...  n' 

Sohwering  &  Krimphoff,  Anfangsgrilnde  d.  ebenen  Geometrie,  V.  E.  Jahnke  H 

Müller,  rianimetriecbe  OonstructioDsnurgabea.    Von  E,  Jahnke  (| 

Wrobei,  Leitfaden  der  Stereometrie,    Von  E.  Jahnke CS 

Muth,  Grundlagen  f  d,  geora  Anwendung  d,Inyariantenti>eorio  V<m  M.Meyer  »1 

Maus,    Die   logischen  Grundoperationen   der  Mathematik.      Von  M.   Meyer  it 

Koenig,  Die  geometrische  Theilung  des  Winkels,     Von  M.  Meyer  .  K 

Bemaii  &  Smith,  Plana  and  solid  geometry.    Von  M.  Cantor      ...  m 

Schlotke,  Darstellende  Geometrie.    Von  H.  Brunn iii 

Faber- Schmidt,  Darstellende  Geometrie.    Von  H.  Brunn     ...... 

Boeder,  Coordinatenbegritf.    Von  H.  Brunn 

Steiner,  Gpometrisohe  Constnictionen,    Von  M.  Cantor         

(JeodMe,  Geographie,  Astrouomieu 
Vogler,  Lehrbuch  der  praktischen  Geometrie  11,  1.   Von  B.  Hebel 
Albreoht,  Formeln  u, Hilfstafeln  f  geograph.  Orlsbestimmungen,  Von  B.  Nebel 
Jordan,  Handbuch  der  Vermessungskunde,  IL    Von  B.  Nebel    .....   J 

KoaBmann,  Die  TorraiDlehre.    Von  B.  Nebel "" 

Weidefold,  Elementare  Rechnungen  aus  d.matbem.  Geographie,  Von  B.Nebel 
Jordan,  GrnssherKogl, Mecklenburgische  LandesvermesBung.  V.  Von  C.Runge 

Mechanik,  PhfHik. 
Böoher,  Ueber  die  Reihenentwicklungen  der  Potentialtheorie.  Von  E.  Jahnke 
Preaton,  Ueh.  z.dyn.  Erklärung  d.GraTitatioaaofgest.  Hypoth,  Von  H.  Jahnke   II 
Wiedemann,  Die  Lehre  von  der  Klektricität,  11.     Von  B.  Nebel    ...        "" 
Müller  (Petera),  Lehrbuch  der  kosmisclien  Physik.    Von  B.  Nebel 
Müller-Pouillet  (Pfandlerft  Summer),  Lehrbuch  der  Physik  and  Meteoro- 
logie, 1!,  i,i.    Von  B.  Nebel 

Fischer,  Die  Arbeit  der  Muskeln.    Von  B.  Nebel .    . 

Heath  (Kanthaok),  Lehrbuch  der  geometrischen  Optik.  Von  B.  Nebel  . 
Pockels,  I'eber  den  Einfluss  des  elektrischen  Feldes  auf  das  optische  Ver- 
halten pii^zoelektriaolier  Krystalle.  Von  B.  Nebel  .,...., 
Föppl,  Einführung  in  die  Maiwell'sche  Theorie  der  Elektricitilt.  Von  B, Nebel 
NeumannfWangerin), Vorlesungen  üb. d  Theoried. Capillarifat.VonB.Nebel  T 
Kirehhoff  (Planck),  Vorlesungen  ilber  die  Theorie  der  Wärme.  Von  B.  Nebel  TS 
Berthelot  (Siebert),  Practische  Anleitung  znr  Ausführung  thermnohemischi  ~ 

Messungen.    Von  B.  Nebel 

Galvani,  Ueber  die  Klüfte  d.  ElektricitStb.  d  Muskelbewegung.  Von  B.  Nebel  U 
GauBB,  Die  Intensität  der  erdmagnetisehen  Kmft.  Von  B.  Nebel  .  . 
Strehl,  Theorie  des  Fernrohrs  auf  Grund  d,  Beugung  des  Lichts  Von  B.  Nebel 
Maiaa,  .\ufgaben  über  Elektricitilt  und  Magnetismus.  Von  B.  Nebel  .  . 
Schlick,  Magnotieche  Beobachtungen  an  der  Unterelbe.  Von  B.  Nebel .  , 
Sicks,  Un  the  aBtigmatism  cf  Bowlanda  coucave  gratinga  Von  B.  Nebel. 
Poincare,  Lea  mdthodes  nouTelles  de  la  m^ani(]ue  cHeste,  11.  Von  M.  Noether 
Green,  liin  Versuch,  die  mathematische  Analysis  anf  die  Theurieen  der 
ElektricitAt  und  des  Magnetiamus  anzuwenden.    Von  M.  Cantor    , 

Bibliographie  .  Seite  39,  78,  1Ü7,  161,  »1,  « 

jlfutltema  tisch  es  Abbandlungaregister;  1.  Januar  bis  30.  Juni  1S96 
1,  Sn^Sii»  av.TiftQB(Äo«\*a(i 


Historisch-literarische  Abtheilung. 


Die  QrasBmsnn'Bclie  AusdehnungBlebre. 

Ein  Beitrag 

Geschichte  der  Mathematik  in  den  letzten  fünfzig  Jahren. 

Von 

Dr,  V.  Schlegel. 


1  Jabre  1844  erschien  im  Verlage  von  Otto  Wigand  in  Leipiig  dae 
Werk  eines  Stettiner  Realschnllehrers  Hermann  Grass  mann,  ein  280  Seiten 
starker  Band,  mit  dem  Titel:  „Die  lineale  Äusdebnnogslelire ,  ein 
aener  Zweig  der  Mathematik,  dargestellt  und  dorch  Anwendungen  auf  die 
Übrigen  Zweige  der  Mathematik,  wie  auch  auf  die  Statik,  Mechanik,  die 
Lehre  vom  Magnetismas  und  die  Eryatnllonomie  erlSatert."  Eine  kurze 
orientirende  Uebersicht  üher  das  Wesen  und  die  Hanptbegriffe  der  Ans- 
dehnnngelehre  folgte  ein  Jahr  spSler  in  Ornnerfs  Archiv.  Nach  weiteren 
zwei  Jahren  wies  der  Verfasser  in  einer  von  der  Jablonowaky'schen  Ge- 
Gellschaft  gekrönten  Preiaschrift  nach,  dass  seine  neae  Diaciplin  nichts 
Geringeres  sei,  als  die  Verwirklichung  der  schon  vonLeibniz  geforderten 
nnd  in  ihrer  ausserordentlichen  Bedeutung  für  die  Geometrie  vollständig 
gewürdigten  „geometrischen  Analysis".  Gleichzeitig  gab  er  weitere  An- 
wendungen derselben  auf  Geometrie  und  Mechanik.  Bodann  legte  Oraag- 
mann  im  Laufe  der  ersten  zwölf  Jahre  nach  dem  Erscheinen  des  Haupt- 
werkes in  einer  ganzen  Reibe  von  Abhandlungen  im  Crelle'schen  Journale 
wichtige  neue  Entdeckungen  im  Gebiete  der  Curven-  nnd  Fiachentbeorie 
nieder,  die  er  lediglich  seiner  Analysis  verdankte,  darunter  besonders  die 
spater  nach  ihm  benannten  Erzen gungs weisen  der  algebraischen  Curven  und 
Flachen.  Im  Jabre  1862  erschien  bei  Adolf  Enslin  in  Berlin  der  durch  einen 
Doppeltitel  des  Werkes  von  1844  bereits  in  Aussiebt  gestellte  zweite  Band: 
.Die  Ausdehnungslehre,  voIlalHndig  und  in  strenger  Form  bearbeitet." 
Dieser  Band  vereinigte  den  nach  euklidischer  Methode  umgearbeiteten  Inhalt 
des  ersten,  in  mehr  philosophiscber  Darstellung  gehaltenen  TLeilea  mit 
einer  Fortnelzung  der  Theorie,  dorch  welche,  kam  gesprochen,  die  Analyais 
der  drehenden  Bewegungen  derjenigen  der  Verschieb angen  hinzugefügt 
wurde.  —  Trotz  alledem  blieb  das  Hauptwerk  von  1844  täV^m.  «va.'SwitfyA- 

^■jUM-.Ul  Ablh  d.  XellKb,  r.  MUb.  a.  Ph/».  41.  Jihig.  l>96.  V  Hell.  V  ^| 
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lachtet,    ebenso    alli^| 
der   ErweiterniiK  et^™ 


jahrbimdert  lang  TolIatSndlg  unverstanden  and  unbeachtet, 
Uebrige,  was  Grassmann  la  seiner  KrlSuteriing  oder  Erweiternog  gi-^ 
schrieben  hatte,  mit  alleiniger  Ausnahme  der  oben  genannten  Erzeagunga- 
weisen  von  Curven  und  Flachen,  die  von  der  Wissenschaft  adoptirt  worden, 
jedoch  ohne  dasa  Jemand  sich  die  Mtlhe  genommen  hUtte,  in  die  Methode 
einzudringen,  welche  diese  schönen  Resultate  geliefert  hatte.  Des  mini- 
malen Absatzes  wegen  hatte  der  Verleger  das  Werk  von  1844  endlich  ein- 
stampfen lassen.  Grassmaon  selbst  hatte  sieb,  da  der  Erfolg  des  zweitCD 
Theiis  womöglich  noch  geringer  war  als  der  des  ersten,  von  der  mathematischen 
Arbeit  gänzlich  zurückgezogen  und  in  Sanskrits tudien  ein  Feld  gefunden, 
auf  welchem  ihm  rückhaltlose  Anerkennung  zu  Ttaeil  wurde.  Die  AnKii 
dehnungslehre  war  verschollen  und  vergessen.  Da  trat  Ende  der  secbzi 
Jahre  der  Umschwung  ein,  welchen  Grassmann,  überzeugt  von 
Lebenskraft  seines  Werkes,  am  Schluss  der  Vorrede  des  zweiten  Theib 
vorher  gesagt  batte.  Anf  dem  antiquarischen  Büchermärkte  erschien  der 
erste  und  bn^ld  darauf  auch  der  vergriffene  zweite  Theil  mit  rasch  in  die  Hübe 
gehenden  Preisen.  Kurz  nach  Grassmann's  Tode  (1878)  erschien  aach 
ein  Neudruck  des  Werkes  von  1844,  zu  welchem  er  selbst  noch  die  Vor- 
rede batte  schreiben  können.  Und  heute  liegt  dasselbe  Werk  vor  aoa, 
vereint  mit  der  obengenannten  Prelsscbrift,  als  erster  Band  einer  von  der 
königl.  sUchs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  veranstalteten  Gesammtaasgabe 
von  Grassmann'a  mathematischen  und  physikalischen  Werken,  veröffent- 
licht im  ü.  G.  Teubner'schen  Verlage  im  Jahre  1894  zum  öOjäbrigea 
JuhilSum  seiues  ersten  Erscheinens.  Dies  sind  in  kurzen  Zügen  die  Ge- 
schicke des  Lebenswerkes  eines  deutschen  Gelehrten,  dessen  Name,  wenn 
auch  spät,  und  nicht  ohne  wesentliche  Mitwirkung  des  Auslandes,  endücb 
die  ihm  gebührende  Stelle  neben  denen  der  ersten  mathematischen  GrOsBen 
seines  Jahrhunderts  gefunden  bat. 

Die  Entwickelnug  und  Ausbreitung  der  Ausdehnungslehre  in  den  letzten 
25  Jahren  hat  nur  wenige  Zweige  der  Mathematik  unberührt  gelassen,  bei 
mehreren  derselben  hat  sie  sieb  als  mächtiger  Hebel  der  Forschung  er- 
wiesen und  nach  verschiedenen  Riebtungen  hin  anregend  und  befrucbUnd 
gewirkt.  Dagegen  sind  alle  diese  Arbeiten  und  Bestrebnngeu,  in  Er- 
mangelung eines  Sammelplatzes,  wie  ihn  die  Schulen  anderer  bahnbrechender 
Forscher  in  einzelnen  Zeitschriften  oder  an  einzelnen  Uocbscbuleo  zu  b^ 
sitzen  p&egen,  räumlich  ungemein  zerstreut.  Es  dürfte  daher  eine  lu- 
sammenfassende  und  orientireude  Uebersicbt  über  die  Entwickelung  and 
Ausbreitung  der  Ausdehnungslehre,  wie  die  folgenden  Zeilen  sie  zu  bieten 
suchen,  gerade  jetzt,  wo  die  Jubiläums-Ausgabe  von  Grassmann's  Lebens- 
werk dasselbe  auch  den  ferner  stehenden  Mathematikern  wieder  vor  Augen 
rückt,  in  weiteren  Kreisen  willkommen  sein. 

Der  Schreiber  dieser  Zeilen,  einst  jüngerer  Freund  and  knrie  Zeit 
AtntsgenosBB   des   damals   scbon   gen.\\£TV«ii  'aa^  a«,\ii%Ta  «v{^&il  Werke  eiit^ 


fremdeten  H.  Grasamana,  hat,  in  fester  Deberzeagang  von  der  hohen 
Bedeutung,  welche  dieses  Werk  noch  auf  lange  Zeit  hinaus  für  die  Bnt- 
wickelung  der  mathematä sehen  Wissenschaft  haben  wOrde,  seit  26  Jahren 
eiaen  grossen  Tbeil  seiner  wissenschaftlichen  Nebenarbeit  diesem  Werke 
zugewendet,  dasselbe  dem  VerstSodoisse  zngSnglicher  zu  machen  und  die 
demselben  sich  widmenden  Kräfte  zu  sammeln  und  za  einander  in  Be- 
dehung  zu  setzen  gesucht.  Er  ist  daher,  vielleicht  mehr  als  Andere,  in 
der  Lage  gewesen,  mit  dem  Entwickelnngsprocesae  des  Grassmann- 
scben  Werkes  in  beständiger  Fühlung  zu  bleiben,  und  für  den  fehlenden 
Sammelpunkt  der  dasselbe  betreffenden  Bestrebungen  wenigstens  so  lange 
einen  bescheidenen  Ersatz  zu  leisten,  bis  Grassmannn's  Werk  aus  eigener 
Kraft  seinen  Eroberungszug  durch  das  Ausland  vollenden  und  im  Olanze 
dieser  Erfolge  auch  in  Deutschland  allgemeinere  Aufmerksamkeit  neben  den 
Leistungen  anderer  mathematischer  Schulen  sich  erringen  konnte.  So  hofft 
er,  dem  Leser  aus  einem  ungemein  reichhaltigen,  wenn  auch  nicht  lücken- 
losen Materiale,  so  weit  ea  der  Raum  gestattet,  wenigstens  die  charakter- 
istischen Züge  der  Geschichte  der  Äusdehnungalehre  und  ihres  Zusammen' 
banges  mit  anderen  Zweigen  der  Mathematik  zu  bieten.  Andererseits  ge- 
denkt er,  bei  dieser  Gelegenheit  zu  den  die  Jubiläums- Ausgabe  einleitenden 
Vorbemerkungen  des  dem  Grassmann'sohen  Werke  im  Wesentlichen  fern 
stehenden  Herrn  Herausgebers  manche  ihm  nothwendig  scheinende  Er- 
gänznngen  zq  liefern.  Er  unterzieht  sieb  dieser  Aufgabe  um  so  lieber,  da 
in  der  gegenwärtigen  Gesammtausgabe  von  Orassmann's  mathematischen 
and  physikalischen  Schriften  nur  das  dem  letzten  Bande  binzuzu  fügende 
LiteraturverzeichnisG  ihm  Gelegenheit  bieten  wird,  seine  Mitarbeit  an  dieser 
Ausgabe,  die  seineu  und  vieler  anderer  Fachgenossen  längst  gehegten  Wunsch 
erfüllt,  zu  bethätigen. 

Die  Ausdehnungslehre  ist  ein  consequent  ausgebildetes  System 
von  Bechnungsoperationen ,  welches  allen  auf  Geometrie  und  Mechanik  be- 
züglichen Untersuchungen  die  einfachste,  weil  naturgemftsse  analytische 
Grundlage  liefert.  —  Die  analytische  Geometrie  trägt  durch  die 
Coordinaten  ein  dem  eigentlichen  Gegenstände  der  Untersuchung  gänzlich 
fremdes  Element  in  dieselbe  hinein.  Ihre  Methode  macht  Umwege,  ver- 
liert die  Fühlung  mit  dem  Probleme  und  Ifisst  seine  Lösung  immer  nar 
wie  dorch  einen  Schleier  erkennen.  Die  mit  der  Complicirtheit  des  Gegen- 
standes sieb  unverhä! tu iss massig  steigernde  Weitschweifigkeit  und  Ver- 
wickelung ihrer  Rechnungen  und  Formeln  uöthigt  zur  AufateUung  immer 
neaer  Coordinateusysteme ,  die  bestimmt  sind ,  speciellen  Problemen  sich 
möglichst  anzuschmiegen,  und  zur  Erfiuduug  immer  neuer  Symbole  der 
.Abkürzung,  wodurch  die  ganze  ursprünglich  einheitliche  und  consequente 
Uethode  in  ihrer  Ausbildung  der  Planlosigkeit  verfallen  ist.  —  Die  sy  n  - 
thetische  Geometrie  (im  Sinne  Stelner's)  ist  von  diesen  Mängeln  frei; 
^har  sie  eniäassert  sieb  mit  der  Rechnung  des  tn&cht\ftfi\Äii  m^ä ^>'i>^«OÄ\s». 


üntersQchaug ,  von  welchem  F.  Klein  ia  aeinea  , 
gleichenden  Betrachtungen  über  neuere  geometrische  Forschnngen" 
sagt,  Aase  ein  gut  angelegter  Formalismus  der  Weit^rforscbang  den  nicht 
zu  unterschätzenden  Vortheil  leistet,  dass  er  gewiasermasaen  dem  Gedanken 
vorauseilt.  Die  Arbeitslast,  welche  sie  dem  Verstände  abnimmt,  bürdet  sie 
der  viel  scbwScbereu  und  beschränkteren  Anschauung  auf;  au  die  Stelle  der 
bequemen  Permelspracbe  setzt  sie  die  schnerMUge  Wortaprache.  Damm 
ist  die  Zahl  ihrer  Anhänger  auch  immer  nur  eine  beschränkte  gewesen, 
und  ihr  Werth  wird  voraussichtlich  mit  der  Zeit  mehr  und  mehr  zu  einem 
propädeutischen  werden.  —  Die  Ausdehnungslehre  operirt,  nie  die 
synthetische  Geometrie,  direct  mit  den  geometrischen  Gebilden,  unterwirft 
dieselben  aber  den  ihr  eigenen  Recbnungsoperationen.  Sie  legt  die  ein- 
fauhsten  Beziehungen  der  Gebilde  zu  einauder  rechnerisch  fest  nnd  leitet 
vermittelst  gesetz massiger  Umformungen  systematisch,  sicher  and  auf 
kürzestem  Wege  za  neuen  Beziehungen,  da,  wo  andere  Methoden  ermOdende 
Umwege  machen  oder  die  Vermeidung  derselben  durch  künstliche  Gedanken- 
combinationen  erstreben  müssen.  Dabei  bedeutet  jeder  Schritt  der  Rech- 
nung eine  sofort  verständliche  geometrische  Transformation,  und  der  od- 
erschöpfliche  Reichtham  der  möglichen  Umformungen  bildet  eine  ebenso 
unerschSpflicbe  Quelle  neuer  Sätze.  Die  Ausdehn ungslebre  charakterisirt 
sich  hiernach  als  eine  zur  systematischen  Auffindung  geometrischer  Wahr- 
heiten geeignete  directe  Methode,  welche  als  sichere  Ftlhrerin  in  der  un- 
endlichen Fülle  der  räumlichen  Gebilde  nnd  ihrer  Beziehungen  zu  einander 
das  System  und  die  Zusammenhänge  klarlegt.  Doch  ist  ihre  Bedeutung 
hiermit  bei  Weitem  nicht  erschöpft.  Die  in  die  Rechnungen  eingeführten 
Elemente  können  von  vornherein  in  allgemeiner  Bedeutung  anfgefasst  und 
nachträglich  sammt  den  erzielten  Resultaten  in  verschiedenem  Sinne  ge- 
deutet werden.  So  können  z.  B.  dieselben  Formeln  Sätze  der  Geometrie  und 
der  Mechanik  oder  Sätze  der  Linien-  und  der  Eugelgeometrie  ausdrücken. 
Ebenso  können  ihre  Operationen  und  Methoden  auf  Räume  mit  beliebiger 
Dimensionen  zahl  ausgedehnt  werden  und  sind  sogar  ursprünglich  von  Grass- 
mann  überhaupt  in  dieser  grössten  Allgemeinheit  entwickelt  worden.  In 
diesem  umfangreichen  und  wohlgeordneten  abstracten  Systeme  finden  aber 
auch  alle  analytischen  Hilfsmittel  der  Geometrie  ihre  besondere  Stellung 
und  gelangen  in  diesem  Zusammenhange  zu  einer  wesentlich  vervollkomm- 
neten und  vereinfachten  Darstellung.  Dies  gilt  inabesondere  von  der  Theorie 
der  Determinanten,  der  ganzen  sogenannten  neueren  Algebra  und  der  Theorie 
der  analytischen  Functionen.  Auch  verschiedene  Zweige  der  angewandten 
Mathematik  haben  Nutzen  aus  diesen  Methoden  gezogen.  —  Die  Grundlage 
für  alle  diese  Reformen  bilden  zwei  von  Grassmann  als  „äossere" 
und  „innere"  Multipücatlon  der  Elemente  bezeichnete  Operationen,  jene 
mit.  dem  Grundgesetz  («i^)  =  —  (Cfe,),  woraus  sogleich  (e,  ;,)  =  0  folgti 
i't  den  Grundgesetzen  (c,\Cj'l  =  0,  t,ii-^\eY')  =\.    fc.-'a»  iwwai  ■a.uaclieia.-.  . 


baren  Aaftngen  entwickelt  sich  ein  ungeahnter  Beichthum  methodischer 
Hilfsmittel,  der  Seitens  der  GraBamann'sohen  Schule  noch  manche  Er- 
weiterungen erfahren  bat,  dessen  ganze  Tragweite  wir  aber  auch  heut 
noch  nicht  übersehen  können,  wie  denn  auch  noch  grössere  Abschnitte  der 
abstracten  QrasBmann'scben  Theorie  der  Specialisirung  und  Fruchtbar- 
machuDg  harren.  Es  mag  hier  sogleich  bemerkt  werden,  dass  die  An- 
wendung der  Aiisdehnungalebre  Gich  auf  die  Tboorie  derjenigen  Trans- 
formationsgruppen  (im  Sinne  von  Lie)  beschränkt,  welche  sich  mit  der 
Geometrie  im  gewöhnlichen  Sinne ,  einschliesslich  der  mehrdimensionalen 
und  nicht  euklidischen ,  decken.  Die  Werthschätzung  der  Ausdehniingslehre 
bezQglich  ihrer  Tragweite  wird  sich  also  nach  der  Bedeutung  richten,  welche 
man  dieser  gewöhnlichen  Geometrie  und  Mechanik  im  Vergleich  mit  deu  zu 
anderen  Transformationsgruppen  gehörigen  Geometrien  bezw.  Invarianten- 
tbeorien  beilegt.  In  dieser  Hinsicht  sagt  Study'  sehr  richtig:  „Ob  aber 
das  betreffende  Zahlensystem  eine  erheblichere  Bedeutung  gewinnen  kann, 
wird  wiederum  davon  abhängen ,  welchen  Platz  die  zagehörigen  Gruppen 
in  dem  Ganzen  der  mathematischen  Wissenschaft  einnehmen." 

Die  Au sdehnuugs lehre  ist  keineswegs  mit  dem  Anspruch  aufgetreten, 
deu  regelrechten  Gang  der  Entwickelang  der  mathematischen  Wissenschaft 
störend  zu  durchbrechen.  So  isolirt  auch  ihre  Stellung,  und  so  fremd- 
artig und  undurchsichtig  das  Gewand  war,  in  welchem  sie  zuerst  erschien, 
es  fehlte  uicht  an  vorbereitenden  Erscheinungen,  welche  auf  sie  hinwiesen, 
Sie  trat  rechtzeitig  in  die  Erscheinung,  um  auf  die  weitere  Entwtckelung 
wichtiger  mathematischer  Disciplinen  einen  fordernden  Einfluss  zu  Üben, 
und  wenn  dieser  Einfluss  Jahriebnte  lang  durch  die  gänzliche  Verborgen- 
heit, in  der  sie  stecken  blieb,  nicht  zur  Geltung  kam,  so  hat  doch,  wie 
wir  jetzt  nach  50  Jahren  überblicken  können ,  jene  Eutwickelung  ganz  von 
selbst,  unablässig  und  au  den  verschiedensten  Orten,  auf  die  Grass- 
mann'schen  Ideen  hingearbeitet.  Und  die  vermeintlichen  Entdeckungen 
nener  Ideen,  die  nichts  anderes  waren,  als  Principien  der  Ausdebnungs- 
lehre,  neuer  Sätze  geometrischen  und  analytischen  Inhalts,  die  sich  als 
Corollare  viel  allgemeinerer  Sätze  der  Ausdebnungslehre  erwiesen,  haben 
da,  wo  man  die  letztere  noch  nicht  genügend  kennt,  bis  auf  die  neueste 
Zeit  fortgedauert. 

Als  Vorläufer  der  Ausdebnungslelire  sind  ausser  Leibniz'  oben  er- 
wähnter q Geometrischer  Charakteristik*"  zu  betrachten:  J.  Grassmann's^ 
Auffassung  der  Parallelogramm -Fläche  als  geometrisches  Product  zweier 
anstossender  Seiten,  Möbius'*  geometrische  Addition  der  Punkte  nnd 
Strecken,  Bellavitis''^  AequipoUeuzen-Recbnung,  die  später  von  Hoüel 
als  logische  Consequenz  aue  der  allgemeinen  Ausdebnangelehre,  wie  auch 
der  Quatemionen-Rechnung,  DRobgewieBen  wurde,  wogegen  Bellavitis 
allerdings  protestirte.'^ 


6  Hislorisch-literariBche  ÄbtbeiltiDg. 

Hit  einzelnen  obarakteriBtischen  Operationen  der  AoBdehnangBlehn^l 
ftber  vClIig  unbeeinSaBat  von  ihr,  stimmen  Uberein:  St,  Venant'a^  UqIüj 
cfltion  der  Strecken,  Caachj'a*  Clefa  algibriqnea,  O'Brien's*  Sjmboliscb* 
Formen  (=  äussere  Producte),  Gauss' ^"  geonjetrischea  {=  inneres)  Pro- 
duct,  Bwnkofer's"  ZahlenbUachel  (=der  Addition  unterworfene  Strecken), 
Bfiaal's"'  geometrisches  (=  inneres)  Produot  in  der  Mecbanlk,  adoptirt  tos 
SomoFf'^  Lipachitz''*  Primitivzeicben,  die  mit  den  Grasamatm'scben 
Einheiten  identiecb  sind  und  denselben  MultiplieationsgeEetzeD  nnterliegen 
wie  diese.  Ferner  die  von  Kronecker  ond  Weierstrass'^  abkUriangs- 
weise  eingeführten  Bezeichnungen  der  Determinant«n ,  die  lediglich  als  Vor- 
stufen fdr  die  aystematische  Darstellung  derselben  durch  Orassmann 
eracbeinen,  Möbius*'^  Auffassung  des  negativen  halben  Quadrats  der 
Entfernung  zweier  Punkte  als  (inneres)  Produet  derselben,  Badorff's"  Auf- 
fassung der  gemeinschaftlichen  Potenz  zweier  Kugeln  als  (inneres)  Produet 
derselben,  M^ra;'s'^  Aaaemblages  binaires  de  la  taxe  k,  ein  Epecieller 
Fall  von  Grassmann's  eittensiven  Grössen,  welche  ana  k  +  \  Einheiten 
abgeleitet  sind  und  algebraieche  Mnltiplication  zulassen'";  Chapman's'" 
die  Quaternionen Symbole  S  und  V  als  Speciall^lle  umfassendes  Symbol  wt, 
welches  eine  Auadebnung  der  Quaternionentheorie  auf  n  Einheiten  ermSg- 
licht,  aber  nichts  weiter  ist  als  ein  Sjmbol  für  die  äussere  Mnltiplication, 
ebenso  ein  weiterer  Versuch  Chapman's,  die  Quaternionentheorie  zu  ver- 
bessern''; ferner  Genty's^'  Auffassung  des  Quaternionen Symbols  S(ab] 
als  nPfojectiviscbes*  (=  inneres)  Produet  der  Vectoren  a  und  b,  und 
Sylvester's^^  »Nivellator",  ein  Symbol,  welches  von  gleichem  Gesichts- 
punkt aus  gebildet  ist,  wie  der  „LUckenaoadruck"  der  Ausdehnungalehre. 
Wie  sehr  auch  die  Symbolik  der  neueren  Algebra  sich  den  Darstellung^ 
weisen  der  letzteren  genähert  hat,  ohne  deren  aacbgemässen  Charakter 
erreichen,  zeigt  besonders  deutlich  die  Gleichung  n"  =  0,  welche  sagt,  d 
ein  Punkt  x  die  Curve  n*"  Ordnung  a  beschreibt,  aber  links  nichts  weiter  ab 
eine  znr  Abkürzung  hergestellte  willkürliche  Zusammenstellung  dreier  Buch- 
staben aufweist,  während  die  dasselbe  ausdruckende  Gleichung  ax'=Oda 
Ausdehuuogslehre  das  äussere  Produet  der  Curve  n  mit  der  algebraischen 
Potenz  x"  enthalt,  also,  anstatt  eines  zu  seiner  Umformung  und  Nut»- 
baimachung  neue  symbolische  Operationen  erfordernden  Conglomeratee, 
einen  in  den  Organismus  des  Systems  sich  einfügenden  und  mittelst  des- 
selben weiter  zu  behandelnden  Ausdruck.  Einen  weiteren  Beweis  dafür, 
dass  die  in  der  modernen  Algebra  benutzten  Symbole  sich  sehr  einfach 
und  mit  grOsstem  Vortheil  fitr  die  Flüssigkeit  der  Becbnungen  und 
geometrische  Deutung  der  Resultate  durch  Grassmann'sche  Prodn« 
bildungen  ersetzen  lassen,  bildet  die  voq  WSlseh**  ausgeführte  Darstellnn^. 
der  in  der  Liniengeometrie  üblichen  Strahlen-  und  Achsencoordinaten  als 
äussere  Producte.  Endlich  sei  bemerkt ,  dass  die  abkürzenden  Symbole, 
>b    welche    Hesse    der    ana\yÜBc\i«ii  GeomftliKft   ■^x«  >Sa^'i\.   <£a^WkctA 


I 


1  diaj 

Innff  ■ 
1  als 
bole, 
«kctA    _ 


Einfachheit  und  Eleganz  gab,  diejenige  Entnickelungsstafe  dieser  Wiesen- 
■ohaft  kennseicbnen ,  von  welcher  der  nächste  Fortschritt  eu  den  Uetboden 
^'der  Ausdehnungslehre  führt. 

Demgegenüber   haben    die   Analytiker   strenger   ObBerronz    sich  lange 

'    gegen    die    Nothwendigkeit    oder    sogar    ZulBssigkeit    solcher    Operationen 

gesträubt,    welche,    wie  die  G  rassmann'schen    Multiplicationeu,    anderen 

Gesetzen    gehorchen    als    denen    der   gewöhnlichen    Arithmetik.     Jedenralla 

■    beschränkte    man    diese    Operationen    auf  die  niederen  An  wen  dangs  gebiete 

fcider  Geometrie  und  Mechanik.    Zur  Charakterii^tik  dieser  beschränkten  Auf- 

V-ftasung  vergleiche  mau  Study's'  Ausführungen  (a.  a.  0.  8.  177  flg.,  3.  213). 

Um   so  interessanter  ist  es,    dass  neuerdings  rein  analytische  Processe  auf 

derartige    Operationen    geführt    haben.      Eigenllicb    gehören    hierher   von 

filteren  Resultaten   bereits  die  Graäsmann'sche  Determinantendarstellung, 

IC&nchy's  Clefs  algt^briques  und  Lipäcbitz'  Primitivzeichen.  Sodann  fand 
i?robeniu8'^,  dasa,  wenn  Ä  und  B  zwei  bilineare  Formen  der  Variablen 
1%  •  •  •  ^B  r  Vi  ■  ■  ■  y»  sind ,  das  Product 

im  Allgemeinen  youBA  verschieden  ist.  Neuerdings  hat  Study'  gezeigt, 
dass  die  Theorie  der  Gruppen  linearer  Transformationen  im  engsten  Zu- 
sammenhange mit  der  Theorie  der  höheren  complexen  Zahlen  steht.  Zur 
Benrtheilung  dieser  letzteren  Zahlensysteme  sind  hierdurch  weit  umfassendere 
Gesichtspunkte  gewonnen ,  als  sie  die  auf  den  engen  Kreis  ihrer  elemeotareu 
Operationen  sich  zurückziehende  „höhere  Analysis"  bieten  kann. 

kDie  Grassman  u'Eche  Ableitung  einer  Ausdehnungs grosse  (Punkt  oder 
Strecke)  aus  Einheiten  (Punkten  oder  Strecken)  mittelst  Zahlen,  die  man 
als  Coordinaten  jener  Grösse  betrachten  kann,  findet  sich  wieder  in  einer 
Reibe  von  selhstständig  erdachten  Coordinatensyiitemen ,  deren  Coordinaten 
sich  nur  durcb  constante  Factorcn  von  den  G  r a s s  m  an n'schen  unter- 
scheiden, aber,  wie  alle  derartigen  Systeme,  hinter  dem  Grassmann'schen 
darin  zurückstehen,  dass  bei  ihrer  Anwendung  nur  mit  den  von  den  Funda- 
mentalpanktea  losgelösten  Coordinaten  gerechnet  wird,  während  die  Gleich- 
ungen der  Ausdehnungslebre  gerade  diesen  Punkten  und  den  zwischen  ihnen 
waltenden  Rechnungsge setzen  ihre  grosse  Einfacbbeit  und  die  Leichtigkeit 
und  Durchsichtigkeit  ihrer  Transformationen  verdanken.  Solche  Systeme 
■ind:  Möbius'^"  barycentrische  Coordinaten,  Cbasles'  Schnittverhältnies- 
Coordinaten,  Scbendel's'^  Tri  linear  coo  rd  i  n  aten ,  ferner  die  von  Kindel'^ 
bei  einer  reciproken  Zuordnung  der  räumlichen  Elemente  benutzten  Co- 
ordinaten und  d'Ocagne's^  Tetraeder-Coordinaten,  welche  letztere  wieder 
als  specielle  Fälle  einerseits  die  Carteaischen  und  Plücker'echen,  an- 
dererseits   die   parallelen   Punkt-    und   Tangenten  -  Coordinaten  in  sieb  ent- 


Ohne  weaentliche  Äenderung  fügen  sich  in  das  System  der  Aiu- 
mangslehre  ein:  Argand's^nod  Oause'^'  Darstellung  der  imaginfirra 
I  durch  Vectoren,  Siebeck's^' PunktcalcUl,  sowie  die  TOnUSbim 
und  Björling^  gegebenen  Darstellungen  des  Imaginären  in  der  Ebene 
besw.  im  Baume. 

Auch  an  um  fassen  deren ,  in  der  Graasmann'scbeu  Tendens  sich  be- 
wegenden und  der  AusdebnungBlehre  vernandteD  Unternehmungen,  um  eine 
besondere  Analysis,  namentlich  fUr  die  Zwecke  der  Geometrie  oder  Physik, 
m  schaffen,  hat  es  nicht  gefehlt.  Hier  ist  vermöge  ihrer  reichen  Ana- 
gestaltung und  dea  Ansebena,  welches  sie  erlangt  bat,  in  erster  Linie 
Hamilton's  Qaaternionentbeorie  zu  nennen,  von  welcher  noch  weiter 
unteu  die  Rede  sein  wird.  Aber  vermöge  der  Beschränktheit  ihrer  Hilfs- 
mittel und  ihres  natürlichen  Anwendungsgebietes,  sowie  der  abschreckenden 
ScbwerfUlligkeit  und  ünzweckmässigkeit  ihrer  Bezeichnungen  steht  sie  weit 
hinter  der  Ausdehnung» lehre  zurUck,  und  alle  ihr  zugewiesenen  Aufg&beD 
finden  eine  angemessenere,  oft  auch  kürzere  Eiiedigung  in  der  letzteren, 
welche,  wie  schon  Grassmaun^' nachwies,  ihre  Methoden  mit  umfasst.  Eben- 
falls unabhängig  gelangte  G  i  b  b  s^*  von  dem  Ausgangspunkte  der  Quatemionen- 
theorie  zu  seiner  im  Wesentlichen  mit  Methoden  der  Ausdebnungslebre 
abereinstimmeudeD  Vector  Analysis.  Auch  Cayley's°^  Memoir  on  the 
theory  of  matrices,  Peirce's"  Linear  asaoeiative  Algebra,  nach  seinem 
Tode  fortgesetzt  von  seinem  Sohne,  und  Sylvester's^  Lectures  on  the 
principles  of  Universal  Algebra  bewegen  sich  durchaus  in  der  Richtung 
der  Grassmann'schen  Ideen.  Neuerdings  hat  Hacfarlane^'  in  seiner 
Algebra  of  phyaics  eine  Analysis  herzustellen  gesucht,  welche  die  Methoden 
der  AusdebnungBlehre,  der  Quaternlonen  nnd  der  Determinanten  im  Interesse 
physikalischer  Anwendungen  in  sich  vereinigen  soll. 

In  der  Tendenz  theilweiae  mit  Grassmann  übereinstimmend,  jedo^ 
auf  wenig  praktikable  Wege  führend,  erweist  sich  ein  Blterer  Versuch  d« 
Präger  Profeasors  Doppler,  geometrische  Gebilde  direct  in  die  EechnnagH 
einzuführen,  und  Scheffler's  nSituationaealcül". 

0 eberblicken  wir  diese  lange  Reihe  mathematischer  Bestrebungen, 
welche  alle  dem  fast  auanabmslos  schon  vor  ihnen  vorhandenen  System  der 
Auadebnuugslehre  wie  einem  Brennpunkte  zustreben,  so  kOnnen  wir  um 
dem  Bindrucke  nicht  entziehen ,  dass  dieses  System  eine  bleibende  Stelle  in  der 
Entwickelangsgeschichte  der  Mathematik  einzunehmen  bestimmt  ist.  Gleich- 
zeitig aber  müssen  wir  uns  sagen:  Welche  Unsumme  Überflüssiger  geistiger 
Arbeit  wäre  der  Mathematiker- Generation  der  zweiten  H Hl fte  dea  19.  Jahr- 
hunderts erspart  geblieben,  wenn  dieselbe  rechtzeitig  von  dem  vorhandenen 
Systeme  Grassmann's  Besitz  ergriffen  hätte,  anstatt  dasselbe  müh&aai 
und  mit  allerlei  Feblversnchen  ein  halbes  Jahrhundert  lang  neu  aufznbauenl 
Denn,  erreicht  sind  die  Principien  dieses  Systems  nur  stückweise  und  von 
Wenigen ,  darüber  hinauagekommcii  \Bt  ■Siema»! ,  Mni  ■ü'OlT  ■a.-ni  'axiii^waU.l^ 
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foriDKle  Verbeaserungen  oder  um  Fortbildungen  im  Sinne  dieaee  Sfstema 
and  Anwendungen  desselben  hat  es  sich  in  denjenigen  Arbeiten  gehandelt, 
die  aber  Grassmann's  eigne  Leistungen  hinausgehen. 

Da  drängt  sich  von  selbst  die  Frage  auf:  Wie  kam  es,  dasa  diese 
Leistungen  so  lange  unbeachtet  schlummern  konnten?  Eine  Haaptursache 
hierfür  war  die  Form,  welche  Qrassmann  selbst  seinem  Werke  gegeben 
hatte.  Indem  er  das  denkbar  allgemeinste  und  abatracteste  System  auf- 
atellte,  ans  welchem  Geometrie  und  Mechanik  aich  erst  als  Anwendungen 
specieller  Fälle  deduciren  Hessen,  erhielten  gans  von  selbst  Inhalt  uud  Be- 
gründung diesea  Systems  ein  weit  mehr  philosophisches  als  mathematiscbea 
Gepräge,  und  die  Proben  der  praktischen  Verwendbarkeit  für  die  Mathe- 
matik waren  viel  zu  spärlich  und  versteckt,  um  einen  Mathematiker  zum 
Studium  einea  Werkes  aufzumuntern,  welches  sich  im  Uebrigen  weitab  von 
den  gewohnten  Bahnen  mathematischer  Unterauchungeit  bewegte.  Wenn 
selbst  der  den  Ideen  dea  Werkea  weitaus  am  nächsten  atehende  Möbiue^ 
beim  Studium  desaelben  seines  philosophischen  Charakters  wegen  erlahmte, 
so  ist  erklärlich,  dass  im  Uebrigen  kaum  der  mathematische  Gehalt  des 
Werkes,  geschweige  seine  Bedeutung  erkannt  wurde.  Die  warme  Aufnahme, 
die  daaaelbe  bei  Möbius,  und  der  Achtnugserfolg,  den  es  bei  Grunert 
fand,  waren  Ausnahmen.  Die  im  herablassenden,  selbstgemiligen  Tone  des 
Olympiers  gehaltene  Aeusserung  von  Gauss*",  der  das  Werk  dea  un- 
bedeutenden Lehrers  einer  fluchtigen  Durchsicht  würdigte,  und  dessen 
Interesse  sich  nur  darauf  lenkte,  inwieweit  des  Verfasaers  Tendenien 
sich  etwa  mit  den  aeinigen  berührten,  dürfte,  nach  Abzug  jenea  Tonea, 
fUr  die  damalige  Anfnahme  der  Ausdebnungslehre  im  Allgemeinen  charakter- 
istisch sein.* 

Schwerer  zu  verstehen  tat,  daas  anch  die  rein  mathematische  Preis- 
Bchrift"  und  besonders  die  Abhandlangen  in  Crelle'a  Journal"  damals 
keine  Beachtung  fanden ,  obwohl  die  letzteren  auf  dem  allgemein  inte- 
reaairenden  Gebiete  der  Cur?  en  -  und  Flächen  theo  rie  neue  Resultate  tu  Tage 
förderten,  die  doch  später  fOr  wichtig  genug  erachtet  wurden,  in  Verbindung 
mit  Graaamann's  Namen  weiter  zu  leben,  wenn  auch  die  Methode,  der 
diese  Besnltate  ihre  Entstehung  verdankten,  vergessen  blieb.  So  konnte 
z.  B.  Plücker  Im  34.  Bande  des  Crelle'schen  Journals  behaupten,  es  gebe 
noch  keine  allgemeine  geometrische  Definition  einer  Curve  dritter  Ordnung, 
während  bereits  im  31.  Bande  desselben  Journals  Grasamanu  eine  solche 
Definition  gegeben  und  als  allgemein  nachgewieaen  hatte.  Man  kann  zur 
Erklärung  nur  annehmen,  dass  damals  selbst  die  Publicität  des  Crelle'schen 
Jonmals  nicht  genllgte,  hervorragenden  Leistungen  die  verdiente  An- 
erkennung zu  sichern,  wenn  der  Autor  sich,  wie  Grasamann,  in  einer 
Wissens obaftüch  untergeordneten  äusseren  Stellung  befand. 

*  All   einzige  Fracht  seines  Werkes  nennt  ürassmann  in  der  Vorrede  BUr 
|,i,An£deliDDD^j/eiire  von  1882"  eine  kleine  Abhandlnng  fon  ^^s^a*'"'*,-  - 
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UebrigeDS  ging  ee,  beiläufig  bemerkt,  aaderen  Entdeckungen 
manii's  nicht  besser.  Das  elektrodynamische  Gesetx  Über  die  Einwirknng 
zweier  Stromtbeile,  welches  OraHsmaon  1845  in  „Poggendorff's  An- 
nalen"  veröffentlichte,  wurde  erst  bekannt,  als  Clausius'^im  Jahre  1876 
dasselbe  von  Neuem  fand.  Dabei  war  die  kurzei  durchsichtige  Formnlirung 
GraasmaDn'B  den  vernickelten  Gleichungssystemen  von  Ciausias  wesent- 
lich überlegen,  —  Die  Theorie  der  Vocaltöne,  welche  Grassmann  1854, 
allerdings  an  der  entlegenen  Stelle  eines  Stettiner  Schulprogramms. 
öffeatlicht  hatte,  wurde  1859  von  Holmholtz  aar  wiedergefunden. 
der  von  Qrassmann^*  1877  gelieferte  Beweis,  dass  die  Grundlag« 
Eelmholtz'scheu  Theorie  Über  die  physikalische  Natur  der  Sprachlaot« 
unrichtig  ist,  Beachtung  gefunden  hat,  ist  dem  Schreiber  dieses  nicht  be- 
kannt. —  Im  Jahre  1853  widerlegte  Gragsmann^^  die  von  Helmholti 
zwei  Jahre  früher  aufgestellte  Theorie  der  Farbenmischung  und  leitete 
für  dieselbe  mittelst  der  Methoden  der  (roehrnials  citirten)  Auadehnnngs- 
lehre  ein  die  empirische  Regel  Newton's  bestätigendes  Gesetz  ab,  welches 
auch  von  Helmholtz  später  in  seiner  nPhyuiologischen  Optik"  adoptirt 
wurde.  Aber  aucb  Helmholtz  fand,  trotz  des  nahen  Zusammenbangea 
zwischen  der  Äusdebnungalehre  und  seinen  eignen  Speculationen,  keine 
Veranlassung,  von  Orassmann's  Buche  Kenntniss  zu  uehmen. 

Die  n Ausdehnungslehre  von  1862".*  welche  den  Inhalt  des  früheren 
Werkes  in  gänzlich  veränderter,  nach  Euklid'achem  Muster  gearbeitete! 
Darstellung  enthielt  und  eiceu  zweiten  Theil  blneurugte,  sollte  in  der 
Form  dem  Mathematiker  mehr  entgegenkommen.  Bedenkt  man  aber,  dass 
die  LeistungsfShigkeit  der  dogmatischen  Euklid'schen  Methode  im  Wesent- 
lichen auf  die  Elemente  der  Geometrie  beschränkt  ist,  und  dass  diese 
Methode  auf  dem  Gebiete  der  elementaren  Arithmetik  nur  wie  der  Rert 
eines  mittelalterlichen  Bauwerks  in  unsere  Zeit  hineinragt,  so  wird  man 
begreifen,  wie  unwillig  sich  der  umfassende  Stoff  des  Grassmann'schen 
Systems  in  die  Zwangsjacke  dieser  Darstellung  hineinpressen  Uess,  Das 
neue  Gewaud  stand  denn  auch  dem  Werke  derart  Übel  zu  Gesicht,  da« 
selbst  Grunert  bei  alier  Anerkennung  des  von  Grassmann  bewieseneo 
Scharfsinnes  im  sichtlichen  Gefühle  der  Enttäuschung  erklärte,  keinen 
eigentlich  wies enschaftli eben  Fortschritt  in  dem  Werke  zu  finden,  and  a 
ablehnte,  eine  Kecension  darüber  za  veranlassen.  So  war  denn  trolz  der 
unendlichen  auf  die  Darstellung  verwandten  Mühe  ein  Werk  zu  Stande 
gekommen,  welches  mit  seinen  seitenlangen  ermüdenden  abstractec  B«. 
e  Geduld  des  Lesers  noch  in  weit  höherem  Uaasae  auf  die  Probt 
stellte  wie  der  erste  Tbeil.  Die  neue  Arbeit  blieb  denn  aaoh  noch  un- 
bekannter als  die  erste,  ihr  Inhalt  ein  Schatz,  versteckt  in  Disteln  und 
Dornen. 

Beide  Ausgaben  der  „  Auadehnungslehre"  werden 
ßezeichmiagea  Ai  und  At  unter BcliiedLeit '««^«n. 
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^Trorhanpt  nicht  fähig  war,  seinen  weitaussoh  an  enden  genialen  Conceptionen, 
seinen  logisch  Bcharfen  und  klar  durchdachten  Oedan kenreihen  eine  an- 
gemesaene  Form  zu  geben.  Nan,  seine  Lehrbücher  der  Algebra  und  be- 
sonders der  Trigonometrie  beweisen  das  Gegentheü.  Beide,  in  Deutsch- 
tand  faat  unbekannt,  besser  gewürdigt  in  Amerika,  sind  noch  beut,  trotz 
Enklid'scher  Aeusaerlichkeiten,  unübertroffene  Muster  von  wissenschaft- 
licher Strenge,  Klarheit,  Kürze  und  praktischer  Durchbildung  der  Methode. 
Da^Ur  hatte  Grassmann  aber  auch  Gelegenheit  gehabt,  die  beste  Dar- 
stellnng  der  hier  behandelten  Stoffe  im  Unterrichte  aufzusuchen  und  ta 
erproben-  Und  diese  Gelegenheit  blieb  ihm  binsichtlicfa  seiner  eignen 
Schöpfung  verschlossen,  weil  er  niemals  auf  den  ihm  als  theoretischem 
Forscher  wie  als  praktischem  Lehrer  gleichmässig  gebührenden  Platz  an 
einer  Hochschule  gelangte.  Dort  allein  hätte  er  vermocht,  im  Besitz  aus- 
reichender Müsse,  in  der  Entfaltung  einer  entsprechenden  LebrthStigkeit, 
im  lebendigen  Verkehr  mit  Collegen  und  Schülern,  sein  System  auch 
Busserlicb  in  einer  den  Ansprüchen  der  modernen  Wissenschaft  genügenden 
Weise  auszugestalten  und  die  Vortheile  desselben  ins  rechte  Licht  zu  setzen. 
Die  Vorlesungen,  welche  er  im  Jahre  1842  in  einem  befreundeten  kleinen 
Kreise  über  sein  Werk  hielt'^,  beweisen  ebenso  wie  das  Zusammenarbeiten 
mit  seinem  Brader  Eobert  an  der  A3*',  wie  sehr  er  die  Wichtigkeit  einer 
mOndlicbeu  Darbietnng  und  Durcharbeitung  des  Stoffes  zu  sch&tzen  wusste. 
Haben  doch  auch  später  Docenten  an  Hochschulen  in  Vorlesungen  über  die 
Aüsdehnungslehre  das  beste  Mittel  gefunden,  in  Geist  und  Wesen  derselben 
einzudringen.  Die  Schritte,  welche  er  tbat,  um  an  eine  solche  Stelle  zu 
gelangen,  fanden  bei  der  Regiernng  wohlwollendea  Entgegenkommen,  und 
als  1868  eine  Professur  in  Greifswald  frei  wurde,  unterstützte  ihn  anfangs 
auch  Grnaert  mit  seinem  Ralh  in  dem  Bemühen,  diese  Stelle  (trotz  erheb- 
licher pecuniärer  Einbosse)  zu  erlangen.  Als  sich  jedoch  aus  der  Mitte  der 
PacultBt  gegen  Grassmann's  Berufung  schwerwiegender  Einspruch  erhob, 
hervorgegangen  aus  dem  Wunsche,  die  Stelle  mit  einer  Lehrkraft  Hie- 
mann'echer  Richtung  besetzt  zu  sehen,  war  dieser  Plan,  und  mit  ihm  die 
Krtlnung  von  Grassmann's  Lebenswerk,  als  gescheitert  zu  betrachten. 
Man  hat  Grassmann  Vorwürfe  gemacht,  nicht  nur  hinsichtlich  der  Form 
seiner  Darstellung,  sondern  aach  wegen  seiner  Prodnctions weise,  weil  er, 
obwohl  reich  an  originellen  Gesichtspunkten,  keine  der  Fragen,  zu  denen 
diese  Geiichtspunkto  von  selbst  hinHlbren,  ernstlich  zu  erledigen  unter- 
nommen habe.  Mao  vergiest  dabei,  daas  auch  das  ausdauerndste  Streben 
erlahmen  mnas,  wenn  ihm  die  nCthige  Lebenalaft  und  jede  Spur  von  An- 
erkennung fehlt.  (Darin  war  Hamilton  glücklicher,  dessen  Quateroionen- 
theorie  rechtzeitig  ordentlicher  Lehrgegenstand  an  der  Dnbliner  Universität 
wnrdo.)  Von  Rücksicht  auf  Graesmann's  Forschung  dnrch  Erleichternnt; 
r  AmtüthlLtigkeit    war  vollends  keine  Rede',    dftitn  ^Vv.tl&tmts.'O^  '««.x  ^ 


als  ünterrichtsgegen stand  eine  damals  in  den  maasgebendea  behSnUicbeo 
Kreisen  8  te  Hi  n  'e  wenig  geschätzte  Wissenscbftft ,  um  wie  viel  weniger 
als  Nebenbeschäftigung  eines  Lehrers !  Andererseits  muss  gesagt  werden, 
dass  auch  Grasstnann  es  an  der  in  seiner  isolirten  Stellung  dop;)elt 
nöthigen  Bührigkeit  fehlen  liesB ,  durch  Pflege  bestehender  und  Anknüpfung 
neuer  wissenschaftlich  er  Beziehungen  sein  Werk  dem  Interesse  a^ner 
mathematischen  Zeitgenossen  nüher  zu  bringen.  Davon  zeugt  schon  iie 
erstaunliche  Geringfügigkeit  seines  mathematischen  Briefwechsels.  So 
wandte  er  sich  denn  in  Ermangelung  jeglichen  Erfolges  schliesslich  selbst 
von  der  Ausdehnungslehre  ab,  nachdem  er  sie  in  den  OrundzUgen  vollendel, 
einer  späteren  Zeit  den  Ausbau  Überlassend. 

In  der  That  hatte  sich  bis  zum  Jahre  1869  Niemand  mehr  emstlicb 
und  eingehend  mit  der  Ausdehnungslehre  beschäftigt,  Hanke lausgeDonmieD, 
der  1S67  in  seiner  „Theorie  der  complexen  Zahlensysteme"  anch  aof 
Grassmann's  Theorie  einging  und  ihr  die  wärmsten  Empfehlungen  aa- 
gedeiben  lieas,  wenn  auch  ohne  sichtbaren  Erfolg.  Im  Uebrigen  sind  nur 
drei  Fachmänner,  freilieb  Namen  ersten  Ranges,  zu  verzeichnen,  welche 
wenigstens  die  Bedeutung  einzelner  Theile  der  Ausdehnungslehre  mehr  oder 
weniger  klar  erkannten.  Cremona  wies  schon  1860  in  einer  Abbandlnng" 
auf  sie  hin,  bemUhte  sich,  in  sie  einzudringen  und  empfahl  sie  seines 
Freunden  als  Gegenstand  des  Studiums.  —  Weieratrass  führte  seine 
ZuhCrer  gelegentlich  in  einige  Anschauungen  der  Ansdehnungslehre  ein, 
machte  auch  auf  den  Nutzen  des  inneren  Productes  in  der  Geometrie  auf- 
merksam. —  Clebscb  wusste  die  Bedeutung  der  Ansdehnungslehre  fttr 
Geometrie  und  Algebra  vollkommen  zu  wUrdigen,  gab  in  seiner  GedScbtnis»- 
acbrift  fUr  PlUeker*^  dieser  Wertbach  ätz  ung  beredten  Ausdruck  und  hinter- 
liess  dieselbe  bei  seinem  eignen  frühen  Tode  seinen  SchUlem  als  Ver- 
mächtniss. 

Aber  alle  diese  Hinweise  und  Empfehlungen,  wenn  auch  von  noch  so 
massgebender  Stelle  her,  konnten  nicht  gentlgen,  die  Ausdehnungslehre  in  ver- 
dientem Maasse  ans  Licht  zu  ziehen,  und  ihr  vor  allen  Dingen  denjenigen 
praktischen  Einfluss  auf  die  weitere  Entnickelung  der  Wissenschaft  zu  ver- 
schaffen,  der  ihr  schon  iBngst  gebührt  hatte.  Denn,  was  half  alle  Be- 
wunderung, so  lange  die  Wenigsten  sie  verstanden  und  Niemand  damit 
arbeitetel  —  Es  bedurfte  einer  Darstellung,  die,  den  entgegengesetrtta 
Weg  wie  Qrassmann  einschlagend,  statt  mit  den  abstracten  BegriSeti 
und  Sätzen  des  n-dimensionalen  Gebietes  zu  beginnen,  die  Methoden  der 
Ausdehnungslehre  innerhalb  der  gewCbnlicben  Raumgebiete  darlegt«.  Von 
dem  Hintergründe  der  gewohnten  Raumanschauungen  mussten  die  Eigen- 
heiten der  Ausdehnungslehre  um  so  wirksamer  sich  abheben,  an  dem  bo- 
kannten  geometrischen  Inhalte  ihre  fremdartigen,  aller  Gewohnheit  wider- 
sprechenden Formen  nm  so  eher  verständlich  und  dem  Leser  gelSufig 
irerden.     Aus   diesem  Gesic^ilspvniliVe  tute^iii  ^^ls  "^erfa.^wita  ^Syatam 
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Raamlebre")*  dessea  eretor  Theü  (1872)  sich  inhaltlicb  auf  die  Element« 
der  Geometrie  beBChrflnkte ,  während  der  zweite  Theil  (I875)**die  Lehren 
der  neueren  (ebenen)  Oeometrie  nnd  Algebra  in  Graaemann'iicher  Dar- 
atelluDg  gab.  Qeber  die  Entatehnng  dieses  Werkes  babe  ich  in  QrasG- 
mann's  Biographie"  berichtet,  Über  seine  Bedeutung  für  die  Äuadehnungs- 
lehre  Grassmatin  selbst  in  der  Vorrede  zur  zweiten  Auflage  der  Ai.'^^ 
Alle  Hilfsmittel  der  Ausdebnangs lehre  wurden  hier  ab  ovo  entwickeU  und 
mit  ihnen  die  genannten  Digciplinen  inhaltlich  in  dem  von  den  Lehrbüchern 
innegehaltenen  Umfange  dargestellt.  Hiermit  waren  die  Anknüpfungspunkte 
fUr  die  Darstellung  weiterer  Resultate  und  die  Ausführung  selbststSndiger 
Forschungen  gegeben ,  gleichzeitig  aber  war  auch  ein  anf  das  Studium  der 
allgemeinen  Ausdehnungslehre  vorbereitendes  Werk  geschaffen.  Der  Erfolg 
bewies  die  Richtigkeit  dieser  Erwägungen.  Die  „Baumlehre"  vermittelte  in 
jährlich  wacbsendem  Maasse  die  Bekanntschaft  mit  der  Ausdehnungslehre. 
Es  fanden  sich  in  zunehmender  Zahl  Mathematiker,  welche,  im  Gefühle 
innerer  wissen  sc  baftlicher  Unabhängigkeit,  die  Ausdehn  ungslebre  nicht  nur 
stndirten  und  bewunderten,  sondern  auch  damit  arbeiteten,  sie  weiter  aus- 
zubilden und  zugänglicher  zu  machen  suchten.  Die  nächste  Frucht  dieser 
Erfolge  war  die  erneute  Theilnahme  Grassmann 's  an  den  damaligen 
mathematischen  Bestrebungen;  dieselbe  fand  noch  in  den  letzten  Jahren 
seines  Lebens  ihre  Bethätigung  in  einer  kurzen  aber  werthvoUen  Eeihe  von 
Arbeiten  über  das  VerhSItniss  der  Ans  dehn  ungslebre  zur  neueren  Geometrie 
und  Algebra,  den  Qnaternionen,  der  Mechanik,  der  Farbentheorie  und 
Elektrodynamik.  Eine  weitere  Frucht  war  nach  Grassmann's  Zeugnise 
lias  Zustandekommen  der  zweiten  Auflage  der  Ai,  wfibrend  die  noch  vor- 
handenen Exemplare  der  A2  in  wenigen  Jahren  erschöpft  wurden.  Und 
beute  ,  nachdem  seit  Beginn  dieser  Periode  weitere  25  Jahre  verflossen  sind, 
sehen  wir  eine  ganze  Reihe  von  Zweigen  der  mathematischen  Forschung, 
in  deren  Entwickelung  die  Ausdehnungslehre  mehr  oder  weniger  umfang- 
reich eingegriffen  hat,  und  die  ihr  verbesserte  Forschungsmethoden  nnd 
neue  Resultate  verdanken. 

Die  Grundsätze  der  allgemeinen  Formenlehre,  wie  sie  durch 
Grassmann  geschaffen  und  von  Hankel,  später  auch  von  Noth^'  aus- 
führlicher dargestellt  wurden,  haben  zu  einer  wesentlich  tieferen  Erfassung 
der  arithmetischen  Grund  Operationen  geführt  und  sind  beate  Gemeingut  der 
Mathematiker. 

Die  Auffassung  der  Geometrie  als  einer  angewandten  Wissenschaft 
hat  zuerst  Grassmann  ausgesprochen  und  ihre  praktischen  Consequenzen 
gesogen.    Hiermit    aber    hfingt    auf's   Engste    zusammen   die  Trennung  der 

k*  Jedoob  nicht  auf  VerunlaasuDg  von  Clebach,  wie  Kraft  im  Vorwort  seines 
Werkes  (Biehe  Note  170)  irrthömUch  berichtet. 
**  Beide  Theile  «erden   in   der  Folge  durch  die  BeteicbnungeD  Ei  und  R> 
ItoterM^iedeD  werden. 


Vorstellnng   des    ErfabruDgsraameB   von    dem   abstracten   Begriff  des  dcd 
dimensionalen    ebenen    Raumes    und    die    Sabsumirang    des    letzteren    artWI 
den  all  gern  ei  neu  Raumbegriff,  YerstandeGOperatioDen ,  mit  weleben  die  ganie 
mebrdimensionale  und  die  nichteuklidiBche  Geometrie  steht  und  fSlIt. 

Id  der  elementaren  Geometrie  wurde  durch  die  Rl  der  Gnsd 
gelegt  zu  einer  neuen,  die  Bewegung  der  geometrischen  Gebilde  als  wesent- 
liches Werkzeug  der  Untersuchung  einführenden  Darstellung ,  im  Gegen- 
sätze zu  der  dogmatischen,  nur  an  starren  Gebilden  operirenden  Methode 
Euklid 's.*  Dabei  erwiesen  sich  die  Operationen  der  Aus  dehn  ungsjehre  als 
das  naturgemässeste  rechnerische  Werkzeug  auf  dem  ganzen  Gebiete  der 
Geometrie.  Sie  lieferten  gleich;ceitig  Beziehungen  der  Lage  und  des  Maaises, 
führten  mit  spielender  Leichtigkeit  bis  in  die  sonst  nur  müheam  zuglng- 
lioben  entlegeneren  Gebiete  der  Dreiecks-,  Kreis-  nnd  Rugelgeometrie "  und 
erwiesen  sich  brauchbar  zum  Lösen  tod  Aufgaben  und  zum  Beweisen  vor- 
gelegter Sfttze,^  Eine  Weiterbildung  Grass  mann 'scher  Ideen  stellt  dar 
die  vom  Verfasser  mittelst  des  Drehfactors  i"  durchgeführte  Metrik  der 
Elementargeometrie  ^.  welche  in  naher  Beziehung  zur  Tbeorie  der  Hyperbel- 
functionen  steht.^'  Ebenso  die  Auffassung  imaginärer  Schnittpunkte  &1b 
reeller  Funkte,  deren  Schnittpunkt-Eigenschaft  durch  eine  andere  eraetit 
ist^,  eine  Auffassung,  zu  der  auch  Laguerre  und  Tarrj^  und  in  ähn- 
licher Weise  Molenbroek'"'  gelangten.  Das  vielumstrittene  Parallelen- 
Axiom  wurde  von  Günther "'  auf  Grund  des  mit  dem  Drebfactor  zusammeo- 
hängenden  Beweises  von  der  Winkelsumme  des  Dreiecks''^  auf  ein  ein- 
facberes,  direct  eine  Fundamental-Eigenschaft  der  Ebene  ausdrückendes 
Axiom  zurückgeführt,  und  dadurch  die  Unhaltbarkeit  aller  Bewetsversocbe 
klargelegt.  Ebenfalls  auf  dem  Boden  der  Ausdebnungslebre  bewegten  eich 
die  Untersuchungen  Eichler's"^  über  unsere  Raumauffassung  und  Pil- 
grim's^*  über  Qebietsth eilungen.  Dass  die  mit  Dnrecbt  als  Domäne  der 
Quatemionentheorie  angesehene  sphärische  Trigonometrie  ihre  Batürlickale 
Begründung  in  der  Ausdehnnngslehre  findet,  hatte  schon  GrassmanD'^ 
dargelegt;  neuerdings  kam  Carvallo^''  auf  anderem  Wege  zu  demselben 
Eesultate.  Die  Aequivalenz  des  nnendlioh  fernen  Punktes  mit  der  be- 
grenzten Strecke,  die  besonders  für  die  Mechanik  wichtige  Onterscbeidacg 
der  Strecke  von  dem  ausser  durch  Richtung  und  LUnge  noch  durch  bestimmte 
Lage  charakterisirten  „Linientheil"  sind  geometrische  Neuerungen  der  Aoi- 
debnungslehre,  die  sich  von  wesentlichem  Nutzen  erwiesen  haben. 

Im  Gebiete  der  Zabienlehre  bat  zunächst  Stolz'^^  den  von  Grajs- 
mann  aufgestellten  Grössenbegriff  als  den  allgemeinsten  seinen  arith- 
metischen Arbeiten   zu  Grunde    gelegt.     Von   ungleich  grösserer  Tragweite 

■  Die  aus  den  A u schau iiu gen  der  Auvlebnungslehre  flieaeenden  Grundiltie 
dieser  Darstellung  sind  ohne  die  eigentlichen  Methoden  derselben  Brüter  in  dee 
Verfasseri  „Lehrbuch  der  elemfeiitareu  Mathematik""  ä berge gan gen ,  aua  welcliem 
vielw  Weaenliiche  in  neuere  Le^Aöc^ieT  a\Mt'(HrtaTnBiv  liwiini  is.!.  _ 
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aber  iat  die  allgemeine  Graudlage,  aufweiche  GrasBmann'^  die  Zablen- 
lefare    durch  Aafstellnng    eiues    aUgemeinen   Systems  von  n   von  einander 

iinabbÖDgigen  Einlieiten  und  aller  zwischen  denselben  möglichen  Multipli- 
cattoDBgattungeD  gestellt  hat,  nährend  Hamilton  zu  der  reellen  und  der 
imaginären  Einheit  nur  noch  zwei  neue  imaginSre  Einheilen  hiusiufUgte. 
Den  naheliegenden  Gedanken,  die  Quaternionentbeorie  hiernach  auf  ein 
System  von  n  Einheiten  auszudehnen,  führte  Clifford^"  aus.  —  Ferner  ge- 
boren hierher  SimoDy's'"  zwei  universelle  Verallgemeinerungen  der  algebra- 
ischen Grundoperationen  nebst  der  einfachsten  Formulirung  des  Functions- 
begrifies  für  ein  n-fach  comptexea  variables  Argument,  eine  wesentlich  von  den 
Anschauungen  der  Ausdebnongalebre  getragene  Arbeit.  Auf  derselben  Grund- 
lage bewegen  sich  Dyck's^'  gruppentheoretische  Studien  vermöge  der  An- 
nahme einer  Beihe  von  Einheiten  und  Aufstellung  gewisser  Multiplications- 
regeln  für  dieselben;  ferner  Dedekind's'^  Theorie  der  aus  n  Hanpt- 
einheiten  gebildeten  complexen  Grössen,  deren  mebrwerthige  Einheiten  ans 
den  gewöhnlichen  Zahlen  hervorgehen  und  Bechnungagesetzen  gehorchen, 
welche  complicirter  sind  als  die  der  äusseren  nnd  inneren  Multiplication, 
eine  Theorie,  durch  welche  —  in  Widerlegung  der  Weierstrass'schen 
Anschauang  von  der  Nichtzugehörigkeit  der  allgemeinen  compleien  Grössen 
»ur  Arithmetik  —  diesen  Grössen  gerade  eine  specielle  Bedeutung  gegeben 
wurde,  vermöge  deren  sie  unabweisbar  dem  Boden  der  gewöhnlichen  Aritb. 
metik  entstammen.  Im  Anschluss  an  diese  Untersuchungen  stellte  dann 
Petersen'^  die  allgemeine  Bedingung  fest,  nnter  welcher  ein  System  von 
Operationsgleichungen  zwischen  n  Eaupteinheiten  eine  ^^nläasige  Algebra 
charakterisirt  Endlich  gehören  hierher  Study's'*  Verallgemeinerungen  der 
Grassmann'schen  Begriffe  , Ableitung"  und  „Numerischer  Werth",  wo- 
durch diesen  Begriffen  alle  Arten  der  Geometrie  als  Anwendungsgebiet 
unterworfen  und  gleichzeitig  ihre  Beziehungen  zu  den  Raumtheorien  von 
Riemann,  Helmholtz  und  Klein  festgestellt  wurden:  ebenso  desselben 
Autors  Untersuchungen  über  Systeme  von  höheren  complesen  Zahlen  und 
aber  die  Beziehungen  derselben  zn  gewissen  continuirlichen  Tran s form atlons- 
gmppen,  worin  alle  verschiedenen ,  gewissen  Grundbedingungen  genügenden 
Typen  von  Zahlsystemen  mit  2  —  4,  und  einige  mit  mehr  Grundzahlen 
aufgesucht,  und  schliesslich  die  compleien  Zahlen  als  abkürzende  Bezeich- 
aungen  für  bilineare  Formen  charakterisirt  werden,  welche  gewisse  Formen 
von  linearen  Transformationen  darstellen. 

Auf  Grund  der  vorstehend  geschilderten  Zusammenhänge  wird  man 
es  erklärlich  finden,  dass  auch  die  höhere  Änalyais  und  Functionen- 
theorie  der  Ausdehnungs lehre  keineswegs  so  fern  stehen,  wie  es  nach 
der  Weierstrass'schen  Absage  scheinen  könnte.  Grassmann  seibat  hat 
fast  die  fiSlfte  der  A2  diesem  Gegenstande  gewidmet,  wobei  die  Zurück- 
fübrnng  eines  Systems  von  n  Functionen  beliebig  vieler  Variablen  auf  eine 
iganction  einer  Variablen  den  Ausgangspunkt  bildet,  und  die  Raii^tft:Qbl«.ia& 
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der  unendlichen  Reihen,  der  Differential-  tind  Integral  rech  nnng  bebuK 
werden.  Doch  sind  in  diese  schwer  zugänglichen  Kapitel  der  iKngst  n 
grifienen  A2  nnr  erst  wenige  Forscher  eingedrungen,  diese  freilicb  mit 
dem  Gewinn  der  üeberzeugung  von  ihrer  grossen  Bedeutung.  Die  Grund- 
lagen dieser  Theorie  dnd  in  der  B2  dargestellt  worden.  Ihre  Bedentnng 
für  die  angewandte  Integralrechnung  (in  der  Mechanik)  hat  Mehmke  er- 
kannt, während  Simooy  mittelst  einer  dritten  der  oben  erwBhnten  Ver 
allgemeinerungen  der  algebraiBchen  Grnndoperationen  zur  gesetEtnässigaa. 
Auffindung  particnlfirer  Integrale  der  Gleichung 

^^=».  <—■•■■") 

gelangte.    Äehclich  gelang  es  Seydler",  durch  Erweiterung  der  compleien 
Multiplication  Graasmann's  auf  vier  Einheiten  für  die  Differentialgleichuof 

dx*^  dg*        de*  ^ 

eine  ebenso  symmetrische  Lesung  za  finden,  wie  sie  fQr  dieeelbe  Gteichtmg 
mit  zwei  Variablen  bekannt  war.  Die  aus  jenen  vier  Einheiten  Bbgeleit«teii 
Grössen  erwiesen  sich  beiläufig  als  äquivalent  mit  Hamitton's  complanaren 
Biquaternionen  and  liessen  sieb  mit  Katzen  zur  Ausdehnung  von  Besnltaten 
der  ebenen  Geometrie  auf  den  [{aum  verwenden.  Am  ausfQhrlichstea 
wurde  das  in  Rede  stehende  Gebiet  von  Gibbs^^  bebandelt,  welcher  eine 
detaiUirte  Darstellung  der  Differential-  und  Integralrechnung  der  VectoreD 
gab,  unter  Anderem  die  Transformation  bestimmter  Integrale,  Minimal- 
werthe  von  Integralen  n.  s.  w.  in  den  Kreis  der  Betrachtung  zog,  und  den 
Nntzen  hervorhob,  welcher  auch  für  die  Behandlung  rein  analytischer  Gi 
stände  aus  den  Methoden  der  A usd eh nungs lehre  erwScbst. 

Besonders  tiefgreifend  und  gleichzeitig  leicht  verstandlich  ist  der 
fiuss  der  Ausdehnnngslehre  auf  die  Determinantentheorte.  Die  Deter- 
minante wird  in  der  A2  (Nr.  62)  als  Zabifactor  in  einem  Bnsseren  Prodaete 
von  n  aus  den  Einheiten  e^  .  ,  .r„  abgeleiteten  Zahlgrössen  erkl&rt.  Die 
Determinante  an  sich,  losgelöst  von  diesen  Einheiten  und  deren  Rechnongs- 
gesetzen,  ist  ein  schwerMliges ,  unbequem  zu  handhabendes  und  zu  trans- 
formirendes  Gebilde.  In  jenem  Zusammenhange  aber  erhalten  die  OperatioDU 
mit  ihr  einen  überraschenden  Grad  von  Flüssigkeit.  Dieser  Gegeoatuid 
hat  denn  auch,  seit  zuerst  in  der  E2  eine  ausführlichere  Darstellung  di«er 
Det«rminantentbeorio  gegeben  wurde,  eine  verhitltnissmässig  grosse  An- 
ziehungskraft ausgeübt  Die  neue  Darstellung  fand  zuerst  eine  Stelle  in 
Günther 's  Lehrbuch  der  Determinantentheorie ,  wurde  grundlegend  and 
systematisch  verwendet  in  dem  Lehrbucbe  von  Scott"',  und  nenetdings 
wieder  von  Niemöller'''  mit  zahlreichen  Anwendungen  auf  Subdeler- 
minanten,  Auflösung  von  Gleicbuugcn,  Substitutionen,  Resultanten,  Reduction 
bioärer  Formen    auf   die    canomscfeft  ^otm  e'ui.  -^iT^ftttiVt^.    Ebenso  im 


a  den 
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Carvallo^^  desBen  Urtheil  über  diesen  GegeoBtand  in  dem  Ausspruche 
gipfeile:  La  v^ritä  est  que  la  möthode  de  Grassmann  supprime  la  tbeorie 
dea  dtterrniaaQts,  an  se  subsf.ituant  ü  elle.'^  —  Caspaty**  gelangte  aaf 
einracbetem  Wege  zu  den  Umformungen  derfrUber  von  Hunyadj,  Mertena, 
Pasch  behandelten  KegeUcbnitts- DetermlD»nten  und  derjenigen  Deter- 
minanten, deren  Verschwinden  die  Bedingung  für  die  perspeetivisohe  Lage 
zweier  Dreiecke  ist.  Mehmke^'  zeigte,  dass  ein  von  Kronecker  der 
Berliner  Akademie  1882  mitgetbeilter  Determinantensatz  in  dem  Satze  der 
A3  Nr.  183  als  specieller  Fall  enthalten,  Übrigens  in  seiner  gewöhnlichen 
Form  für  die  Ableitung  von  Sät2en  der  Punktgeometrie  weit  weniger 
brauchbar  ist  als  der  GrBssmann'scbe.  Aus  den  in  jenem  Kronecker- 
sehen  Satze  enthaltenen  Belationen  hat  aber  Caspary^^  das  Weieretiass- 
sehe  Fundamentaltheorem  für  die  Sigmafunotion  mehrerer  Argumente  ab- 
geleitet. Man  wird  aus  diesem  Beispiel  eine  Vorstellung  von  der  Trag- 
weite der  Grassmann'scben  Satze  erhalten  und  von  dem  Nutzen,  den  die 
Mathematik  aus  dem  gründlichen  Studium  der  Ausdebnungslehre  schon 
längst  hätte  ziehen  können.  ~  Mit  welcher  Leichtigkeit  entlegnere  Deter- 
minantensätze durch  die  Grassmann'schen  Methoden  gewonnen  werden, 
zeigen  unter  Anderem  zwei  vom  Verfasser^^  gegebene  Beispiele. 

unmittelbar  mit  den  Determinanten  hangt  zusammen  die  Theorie  der 
Matrices,  für  welche  Cajlej^  in  seinem  vielbewunderten  Memoir  on  the 
theory  of  Matrices  die  Grundlage  geschaffen  hat.  Allein  diese  Theorie  deckt 
sich  völlig  mit  der  schon  in  der  A 1^  entwickelten  Theorie  der  offenen 
Producle  (Lücke  na  US  drücke)  und  der  verallgemeinerten  Quotienten  der  Aa^. 
Der  erweiterte  Quotient 

L  a,  Og , . . .  fia 

Htt  ein  Ausdruck,  welcher,  mit  irgend  einem  seiner  Nenner  maltipücirt, 
den  darüber  stehenden  Zähler  liefert;  der  Lückenaasdruck  eine  Summe 
von  Producten,  aus  welcher  ein  gemeinsamer  Factor  herausgesetzt,  aber, 
da  die  Factoren  jedes  Productes  in  bestimmter  Beibenfolge  stehen,  überall 
durch  eine  Lücke  [Z  oder  ()]  ersetzt  ist.  Der  Zusammenhang  beider  Aus- 
drücke ist  in  der  A2  S.  246  auseinander  gesetzt.  Der  vom  Verfasser  in 
den  „Fortschr.  d.  Math.'"''  bekannt  gegebene  Zusammenhang  zwischen 
Matrices  und  LUckenausd  rücken  ist  auch  anderweitig  mehrfach  bemerkt  und 
erörtert  worden.  So  erkannte  Gihbs^  die  üebereinstimmung  der  n^y^' 
diseben  Ausdrücke"  seiner  Vector  analysis  mit  den  allgemeinsten  Producten 
Gra  ssman  n's  und  diejenige  der  Matrices  mit  LUckenausdrücken  und 
Quotienten;  auch  zeigte  er.  Übereinstimmend  mit  R2,  Nr.  72,  wie  sich  die 
Erweiterung  des  Qaotientenbegriffea  mit  Vortheü  auf  Differentialquotienten 
nusdehnen  laese.  Dieselben  Zusammenhänge  entdeckten  M e h m k e  und 
Bnchheim*^,  welcher  letztere  eine  ausführlichere  Theorie  der  Matrices 
vom  Grassmaun'scben  Gesichtspunkte  ans    gab. 

^_    Uisi-liiAbib  J.Ztluchi  r.  Millr.  u.Pliji.  ti.  J«Ura.  IBiie.l.HoH. 


Besonders  fruchtbar  erwies  sich  endlich  der  gleichzeitig  von  Scott^ 
and  von  Escherich^"  ansgefUfarte  Gedanke,  auch  die  DetertnmanteD 
höheren  Ranges,  mit  denen  sich  zuerst  Zehfuss^'  beschäftigt  hatte,  mit 
den  Uitteln  der  Ausdehnungälehre  darzustellen  und  zu  untersuchen.  Wer  die 
neuere  Algebra  nach  den  Lehrbüchern  von  Fiedler,  8aIinon  und 
Clebscb  studirt  hat,  wird  einerseits  die  Fortschritte  der  der  Reihe  nach  darin 
verwendeten  Methoden  bewundert,  andererseits  aber  auch  die  Verschieden- 
heit der  von  den  Autoren  für  dieselben  QrSssen  und  Operationen  gewählten 
Symbole  bedauert  und  Überdies  den  Eindruck  gewonnen  haben,  dass  diese 
ganze  Symbolik,  wie  geistreich  auch  erdacht,  doch  im  Grunde  ans  will- 
kürlich gewählten,  einer  einheitlichen  Grundlage  entbehrenden  Abkürzungen 
zusammengesetzt  ist.  —  Nun  hatte  schon  Clebsch^  bemerkt,  dass  ein 
grosser  Theil  der  GrundTorstellungen  der  neueren  Algebra  bereits  in  der 
Al  enthalten  sei.  In  ähnlichem  Sinne  äussert«  sich  Qibbs",  ohne  ä» 
damals  schon  vorliegenden  einschlägigen  Resultate  zu  kennen.  Grai 
mann^^  selbst  hatte  die  Grundideen  dieses  Zusammenhanges  noch  in 
letzten  Lebensjahren  in  mehreren  Abbandlangen  entwickelt.  Schon  seine 
ersten  Resultate  wiesen  mit  aller  Bestimmtheit  darauf  hin,  dass  die  Ans- 
dehnungslehre  es  sei,  in  welcher  für  die  Behandlung  der  neueren  Algebn 
die  vermisste  natürliche  und  einheitliche  Grundlage  gesucht  werden  müsse. 
In  der  That  gelang  es  zunächst  in  der  R2^,  die  Theorie  der  binären  (bis 
zum  4.  Grade)  und  der  ternären  Formen  (bis  zum  2.  Grade)  mit  den  Mitteln 
der  Susseren  und  der  algebraischen  Multiplication  in  der  gewünschten  Weise 
SU  erledigen,  wobei  in  der  Einfachheit  der  Rechnungen  und  der  Leichtig- 
keit der  geometrischen  Deutungen  überall  entschiedene  Vortheile  gegenüber 
den  früheren  Darstellungen  hervortraten.  Dasselbe  zeigte  sich  bei  der  noch 
nicht  publicirten  Ausdehnung  dieser  Untersuchungen  auf  die  temären 
cuhischen  Formen  (gegenüber  der  von  Aronhold  gegebenen)  und  auf  die 
weiteren  in  dem  Clebsch-Lindemann'achen  Werke  behandelten  ein- 
schlägigen Gegenstände.  Immerhin  machte  sich  diese  Darstellung  hinsicht- 
lich der  Bildung  complicirterer  Formen  von  den  Un zuträglichkeiten  der 
bestehenden  Methode  noch  nicht  genügend  frei.  Das  allgemeine  Verfahren, 
invariante  und  oovsriante  Bildungen  jeder  Art  durch  eine  einheitliche  nnd 
unabhängige  Methode  mit  den  Mitteln  der  Auedehnungslehre  herznstelleD, 
verdanken  wir  erst  von  Escherich's^"  oben  erwähnter  Arbeit,  welche 
zeigte,  dass  jede  Ueberschiebnng  zweier  binärer  Formen  eine  Determinante 
höheren  Ranges  ist ,  und  dass  die  weiteren  Bildungen  für  ternäre,  quatemärs 
und  Formen  höheren  Ranges  sich  unter  Benutzung  schon  gebildeter  Formen 
als  Aggregate  solcher  Determinanten  darstellen  und  discotiren  lasHii. 
ScbendeP'  behandelte  mit  gleichem  Erfolge  in  verschiedenen  Abhand- 
lungen die  Theorie  der  Resultanten,  stellte  (in  Cebereinstimmung  mit 
von  Escherich)  die  r-stufige  Determinante  «""Grades  als  Prodnct  von 
w  DeterminäDten   nnd  Aggregat  ton  (^rl)"  Gliedern  dar,   welche  in 
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Baume  ron  (n-f  1)  DimeneioDen  einen  (n  + l)-dimeasionalen  WOrfel  er- 
fDIlen,  und  gab^  in  Buchform  eine  geordnete  Darstellung  aller  Theile 
dieees  Gebietes.  Besondere  Beticbtung  verdient  hier  die  Ersetzung  des  zur 
Herstellung  neuer  Formen  üblichen  DiSerentiationsprocesBes  durch  Eiu- 
fUbrung  der  sogenannten  Uyperdeterminanlen.  Buchbeim^^  endlich  grün- 
dete eine  neue  Darstellung  der  Olifford'echen  Theory  of  Graphs  auf  die 
Darstellung  einer  linearen  Form  durch  ein  äusseres  Product.  —  Im  Ganzen 
aber  fehlt  es  noch  an  einer  auf  die  Ausdehnungslehre  gegründeten  Be- 
arbeitung der  neueren  Algebra,  welche,  auf  dem  in  der  RS  gemachten 
Anfange  sich  aufbauend,  unter  Veinertbung  der  verbesserten  Methoden 
eine  inhaltlich  dem  Stande  der  Theorie  entsprechende  systematische  Dar- 
stellung geben  und  formell  die  Vortheile  dieser  Darstellung  in  das  rechte 
Licht  setzen  mUsste.    Es  hat  daher  diese  Anwendung  der  Ausdebnungslehre 

tnoch  bei  Weitem  nicht  die  verdiente  Beachtung  gefunden. 
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In  meiner  Schrift  „Ueber  die  BlUtlieieit  der  tu  athematischen  Wiseen- 
Schäften  in  den  Niederlanden'  (Het  bloeitjdperlc  der  nisknndige 
Wetenaohappen  in  Nederland.  Amsterdam  1894,  Referat  in  dieser  Zeit- 
schrift, Bd.  40,  Histor.-lit.  Abtb.  S.  53)  glanbte  ich  berechtigt  in  sein,  das 
immer  noch  unsicher  gebliebene  Geburtsjahr  des  bekannten  Mathematikers 
und  Amsterdamer  Bürger  meiste  ra  Johannes  Hndde  auf  1623  oder  1624 
festzustellen,  weil,  nach  einer  mir  von  befugter  Seite  gemachten  Mittheilnng, 
Hndde  am  26.  Januar  1673  in  einem  Rirchenregister  als  49jKhriger  BrSii- 
tigam  der  Debora  Blaeuw  eingeschrieben  sei. 

So  wohtbegründet  diese  Angabe  scheinen  mochte,  so  bat  sie  sich  doch 
als  irrtbttinlicb  erwiesen.     Sie  ist  aach  in  das  Referat  in  dieser  Zeitschrift 
Übergegangen,    und    deshalb    ist    es    wohl   wDnachenswerth,    hier    die  Var-  m 
besserong  mitzutheilen.  ■ 

Das  Geburtsjahr  Hudde's  ist  nSmlich  nicht  1623,  sondern  1638  ^Jk 
dass  wir  das  jetzt  wissen,  verdanken  wir  dem  cand.  litt.  K.  0.  MeiDsms. 
Bei  Untersuchangen  Über  die  Zeitgenossen  und  Co rrespon deuten  Spinota'e 
hatte  er  sich  auch  mit  Hudde  beschäftigt  und  fand  er  Ursache,  an  der 
Richtigkeit  meiner  Angabe  zu  zweifeln.  Beim  Nachschlagen  des  betretFeoden 
Kirch enregisters  ergab  es  sich  ihm  dann,  dassman,  nStbigenfalls,  Btatt49 
auch  44  oder  99  für  das  Alter  Hudde's  lesen  könnte.  Er  hat  dann  im 
Amsterdamer  Taufregister  das  Jahr  1628  nachgesacht  nnd  da  liest  man 
auf  den  23.  April: 


oannes. 


errit  Hndden 

Maritje  Witsen 

Grietje  CUes 

Wahrscheinlich  ist  nun  auch  der 

„Johannes  Hudde,  Amstelodamensis,  25,  Medious  ",  im  Leidener  Älbnni 

Attademicnm  eingeschrieben  wurde,  identisch  mit  dem  späteren  Amsterdamer 

ßärg^ermeiater.    Ganz  aweifeWos  \*l  äaa  B.\)fti  iq\c\i^,  tä^q^.  «a  u^x,  ^%\\.^ 


,  der  am  1.  ^ai  1654  ib 


4 


t)as  Oebartsjahr  von  Johannes  Hadde.  2^ 

Alter  nicht  ganz  stimmt  (der  am  23.  April  1628*  getaufte  Hadde  war  am 
1.  Mai  1654  seit  einigen  Tagen  26  Jahr),  denn  in  den  Leidener  Einschreib- 
ungen sind  mehrere  Fehler,  welche  wohl  dadurch  veranlasst  wurden,  dass 
die  Studenten  sich  nicht  selbst  einschrieben,  sondern  dass  der  Beotor  die 
Feder  führte;  aber,  was  wichtiger  ist,  es  giebt  nach  demselben  Taufregister 
noch  einen  zweiten  Joannes  Hudde,  der  am  13.  August  1628  getauft 
wurde  (Eltern:  Henrick  Hudde  und  Clara  Njs;  Zeuge:  Henrick 
yan  Marokel). 

So  muss  es  denn,  leider!  yorläufig  noch  unsicher  bleiben,  ob  Hudde 
jemals  in  Leiden  studirt  hat,  und  also  auch  im  engeren  Sinne  ein  Schüler 
des  Frans  van  Schooten  der  Jüngere  war. 


*  Schon  seit  15d8  wurde  in  den  Taufregistem  die  Oreg.  S^itr.  benutst. 


Recensionen. 


Erwidening  auf  die  Becension  über  y,Eme  allgeineinere  Integration  der 
DififerentialgleichuDgen^*  von  E.  Puchbergeb.  L  Heft,  in  der 
historisch -literarischen  Abtheilong  für  Mathematik  und  FhTSik. 
40.  Jahrg.  1895,  5.  Heft. 

1.  Der  Eeferent  bemerkt^  dass  die  Behauptung:  „die  Methode  des 
Verfassers  sei  auf  alle  Differentialgleichungen  anwendbar ''^  im  ersten  Hefte 
nicht  bewiesen  werde.  Hinsichtlich  der  gewöhnlichen  linearen  Differential- 
gleichungen ist  der  Beweis  in  der  Einleitung  des  ersten  Heftes  enthalten 
und  in  den  Ausführungen  des  15.  und  16.  Beispieles  des  zweiten  Heftes 
in  üebereinstimmung  mit  Baltzer's  Determinantentheorie  (§  9)  näher  be- 
gründet, daselbst  auch  auf  die  gewöhnlichen  nicht -linearen  Differential- 
gleichungen —  femer  im  zweiten  Hefte  S.  32,  33,  im  37.  und  46.  Bei- 
spiel auf  die  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung ,  endlich  im 
demnächst  erscheinenden  dritten  Hefte  auf  die  partiellen  Differential- 
gleichungen höherer  Ordnung  ausgedehnt.  Der  Verfasser  hält  es  nicht 
für  genügend  —  wie  der  Referent  meint  ~,  wenn  die  Methode  an  ein- 
zelnen Beispielen  zum  Ziele  führt,  um  ihre  AUgemeingiltigkeit  zu  be- 
haupten; er  hat  vielmehr  die  inneren  Gründe  der  Methode  vorgeführt  und 
sieht  in  der  Summe  dieser  inneren  Gründe  einen  ausreichenden  Beweis, 
dessen  Kraft  selbstverständlich  ausserordentlich  dadurch  erhöht  wird,  dass 
eine  Unzahl  der  nur  theilweise  veröffentlichten  Beispiele  aller  Arten  die 
Anwendbarkeit  der  Methode  bestätiget  hat.  Freilich,  einen  Beweis  ftr 
die  allgemeine  Anwendbarkeit  der  Methode,  so  klipp  und  klar  und  einfach 
wie  etwa  für  1  mal  1  ist  1,  kann  man  bei  dem  ungeheuren  Umfange 
des  Stoffes  kaum  verlangen,  ein  solcher  ist  weder  möglich  noch  nöthig. 
Schützte  doch  der  angeblich  exacte  Beweis  die  berühmte  specielle  Methode 
des  Laplace  nicht  vor  der  nachträglichen  Correctur  Spitzer 's I  (Herr 
Lehrb.  d.  h.  Anal.  II.  Bd.  1864  §  521). 

2.  Diese  Methode  ist  auf  alle  bis  heute  bekannten  Differential- 
gleichungen  anwendbar.  Da  man  dies  von  keiner  anderen  Methode  sagen 
kann,  so  ist  sie  allerdings  heute  die  allgemeinste;  sie  heisst  jedoch  nur 
„Eine  allgemeinere ^\  d.  h.  allgemeiner  anwendbare,  weil  ja  Functionen  ent- 
deckt  werden  können,  ^e  Äch  dienet  '^^l\ic^dA  mclvt  fügen.  Es  besieht 
'**o  der  im  Referate  gertigte  'WidwBpxvxc^i  xAe^iX». 


3.  In  allen  Beiepifllen  wird  genaa  nach  der  Methode  verfaliren.     Sind 
'"fie  Coefficienten  Puncticnen  von  x  and  ix,  so  ist  die  erste  Ableitung  von 

lx:x~^;  nach  dem  klaren  Wortlaute  meiner  Definition  des  Principes 
müssen  sowohl  die  gegehenen  Gleichungscoefficienten  als  auch  deren  n 
eretö  Ähleitungen  mit  unbestimmfen  Constanten  —  Coefficienten  und  Ex- 
ponenten —  versehen,  also  verallgemeinert  werden,  somit  wird  aus  x~^ 
allgemein  y'"  and  das  symbolische  Integral  wird  p  —  a.,3f'".  (Ix)'-. 

-_  .  j-  —  0  —  cotvl  —  ,r"—  x";      ,",■'-'■■■  —  J^~*  —  r", 

also  wird  y  wie  oben. 

Diesen  Umstand  hat  der  Eeferent  übersehen  und  sein  Vorwurf  der 
üngenauigkeit  ist  nnhegrUndet 

4.  „Der  Nachweis  der  Convergenz  der  betreffenden  Integralreihen 
werde  niemals  erbracht,"  Alle  Integral  reihen  des  ersten  Heftes  oonvergiren. 
Jene  des  zweiten  aleo  auch  siebenten  Beispieles  erstes  Heft  convergiren, 
wie  im  25.  Beispiel  zweites  Heft  ausgeführt  ist.  Jene  des  fünften  Bei- 
spieles erstes  Heft  convergiren,  weil  sie  fallen  und  das  Zeichen  regelmässig 
wechseln.  Das  Integral  des  achten  Beispieles  erstes  Heft  convergirt  für 
alle  X,  dies  ist  in  jedem  Leitfaden  zu  lesen,  ebenso  convergitt  die  Reihe 
des  neunten  Beispieles  erstes  Heft,  wenn  sie  reell  gemacht  wird.  Derlei 
Dinge  gehören  in  die  Elemente.  Im  15.  Beispiele  zweites  Heft  ist  auch 
angegeben,  warum  die  nach  meiner  Methode  resnltirenden  Integralreiheu 
immer  convergiren  kCnnen  und  müssen. 

5.  Der  Verfasser  bat  nicht  übersehen,  dass  die  Reihe  des  zehnten 
Beispieles  erstes  Heft  gleich  (y  +  x)"'  ist;  er  sagt  dies  selbst  auf  Seite  5 
des  zweiten  Heftes.  Wenn  auch  hier  ipix+y)  gleich  ist  (p{x -\- i/y', 
so  hat  das  zehnte  Beispiel  erstes  HefL  doch  gezeigt,  dass  die  Methode 
auch  auf  partielle  DifFerentialgleicbuDgeii  anwendbar  ist.  Darin  lag  fUr 
den  Verfasser  das  überraschende  Besultat.  [ipix -j- y)"  für  allgemeiner 
za  halten  als  ip{x -i- y)  wäre  Übrigens  nar  eine  ganz  nebensächliche,  das 
Wesen  meiner  Methode  nicht  berührende  Meinung].  Erst  das  dritte  Heft 
wird  entscheiden,  ofa  diese  Methode  nicht  auch  zu  allgemeineren  Integralen 
führt  als  bisher. 

Der  Titel:  „Allgemeinere  Integration  der  Difi^erentialgleichungen"  ge- 
bührt meiner  Methode  schon  jetzt  deshalb,  weil  es  keine  andere  Methode 
giebt,  welche  alle  Differentialgleichungen  des  ersten  und  zweiten  Heftes 
nach  einem  Principe  löst.  Dies  wird  um  so  eclatanter,  wenn  das  dritte 
Heft  zeigen  wird,  dass  auch  die  partiellen  Differentialgleichungen  höherer 
Orduung  durch  dieselbe  Methode  gelöst  werden. 

Hiermit  sind  die    Bemängelnngen  des  Beferates  erledig-.,  \cV  ^iv&.  *tcfc. 
iterem  insofern   befriedigt,   als  es  die  BetauptuTig,  ä«sb  mevftft  ^^'^^'ä« 


mutM> 


neu,    richtig   und   thatsliehlicli   auf    alle    vorkomoi enden    Oleichtmgeo 
weudbar    ist,    nicbt    im    mindesten    erechUttert.      Misslich    war    ee   jedod^ 
dass    über    das    erate  HeFt   allein,    also    nur   über  einen  Ideinen  Theil  des 
Ganzen    abgesondert    referirfc    wurde;    die  Beurtheilung    konnte    leicht  eine 
schiefe  werden.     Schliesslich    erlaube    ich    mir,  den  Referenten  anf  die 
alle   Skeptiker    ergangene    Einladung   des   Vorwortes    des   Eweiten   Hei 
hinzuweisen.  Ehanüei.  PucHUBRarK. 


ConiB  de  gäomätrie  analytiqne  &  Tusage  des  ^löves  de  la  classe  de  Mathj^ 
roatiqnes    siitciales    et   des    candidats    aux    ^colea    du  Gonvereement 
par  B.  N1EWENGLOW8K1,    profosseur   de  Mathumatiques   speciales  au 
lycee  Lonis-le- Grand,  membre  du  Conseil  sup^rieur  de  l'InBtmction 
publique.     Tome  I.     Beotions  conlquea.    Paris  1894.     Gautbie^ 
Villars  et  fils.    VI,  483  S.    Tome  II.    Conatruction  des  conrbo» 
planes.  —  Complöments  relatifs  aux  coniques.    Ebenda  1895, 
292  8. 
Der   Verfaiser    hat    dem    I.  Bande    ein   Vorwort    vorauage schickt,   in 
welchem  er  über  seine  Absicht  siob   Sussert.     Er  habe,  sagt  er,  yereinigt, 
was   für    die    Zulassung    zur  ficole   poljtechnique    ebenso    wie   mr  Ecole 
normale    an  Vorkenntnissen    in    der    analytischen    Geometrie    znnächst   der 
Kegelschnitte    verlangt    werde    und    mehr  als  das.      Es  sei  aber  für  junge 
Leute,    welche    einem  Wettbewerbe    sich  aussetzen  (bekannilich  findet  all- 
jabrlicli    nur   eine    beschränkte    Ansahl    neuer    SchUler    Aufnahme    in  jene 
büheren  Unterrichtsanstalten),    unamgUnglich    nöthig,    mehr   zu  wissen,  als 
von    ihnen    verlangt    werde,    und    sich  darnach  zu  richten,  dass  das  Mehr 
das    Weniger    einscbliesse.      Er    ist    dieser  Absicht    dorcbaus    gerecht    gs- 
worden.     Der  uns  vorliegende  I,  Band  kanu  seiner  Vollständigkeit  nach  ab 
Handbuch    der    Kegelschnitte    bezeichnet    werden,    ohne    über    diese    VoQ- 
ständigkeit    dem  Wesen    eines  Lelirbuches    untreu   zu    werden,    und  nach 
unserem  Geschmacke  wenigstens  erhebt  er  sich  dadurch  noch  über  ähnliche 
Werke    in    anderen  Sprachen,    denen    er   ein    gefährlicher  Nebenbuhler  «a 
werden  droht.     Wenn  auch  die  Kegelschnitte  hauptsächlich  behandelt  sind, 
80  hat  sich  Herr  Niewenglonski  doch  keineswegs  versagt,  allgemeinere  Auf- 
fassungen  znm  Ausdrucke    kommen    zu  lassen,  welche  dem  II.  Bande,  der 
den    ebenen  Cnrven    überhaupt    gewidmet    werden    soll,    bereits    erheblich 
vorai-beitet.     Nach    einer    Einleitung,    welche    fast  3'/]  Bogen    stark   schon 
ziemlich  viel  nmfasst,  namentlich  mit  mehr  Arten  von  Coordinaten Systemen 
bekannt  macht,  alt«  es  sonst  der  Fall  ist,  wird  die  gerade  Linie  mit  Bis- 
Bcblass   der   imaginüren  Gebilde   dieser  Art   bebacdelt,   erst  einsein,  dun 
naob  Vorausscbickung  des  WiSBenswüräigatan.  ft\iet  Vamd^ea«  und  trilineara 
f^oordinaten  und  weniger  InNaria'nteTis'ö.Uei  'tu  ^Vteiiv  kTil&ni\»Ti  äa  ftv 
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bUndel.  Die  Vereinigaug  zweier  Geraden  fahrt  la  einer  eraten  besonderen 
quadratischen  Gleichung,  nnd  ihr  gogenUber  tritt  eine  zweite  bcBondere 
qDadr&tiEche  Gleichting,  die  dee  Kreisee.  Schon  die  soweit  erworbenen 
Kenntnisse  lassen  in  einem  Kapitel  mit  der  Ueberschrift  Geometrische 
Oerter  manche  Änfgabe  lösen.  Nnn  erscheinen  im  VÜI.  Kapitel  die 
Curven  zweiten  Grades.  Bei  ihrer  Diacassion  werden,  wie  vorher  bei  der 
Geraden,  wie  beim  Kreise,  wie  in  allen  Kapiteln  des  ganzen  Bandes  die 
tmaginSren  and  anderen  Entartungen  mit  besonderem  Geschick  in  den 
Vordergrand  gezogen.  Eine  Lehre  von  den  Mittelpunkten,  von  den  Dnrch- 
meaaem  von  Curven  folgt.  Nach  einigen  weiteren  Kapiteln  mit  Gleioliungs- 
umformungen,  Sätzen  über  Durch ra esse rlHngen,  ColHuefttionsbetracbtungen 
kommen  Tangenten  und  Normalen  im  Allgemeinen  zur  Sprache  und  ge- 
statten die  Auffindung  der  Kegel schnittagleichung  in  Linie ncoordinaten, 
deren  auafährlicbere  Behandlung  noch  an  die  Polareigenschaften  nnd  die 
reciprokeo  Figuren  anknüpft.  Nun  werden  Kegalsohnitte  durch  Punkte 
ebensowohl  als  durch  Tangenten  bestimmt;  ihre  nicht  genflgende  Be- 
stimmung leitet  zur  Lehre  von  den  Kegelschnittbüscheln  Über.  Noch 
zwei  Kapitel,  ein  XIX.  und  XX.,  erscheinen.  In  jenen  ist  von  Brenn- 
punkten im  Allgemeinen  die  Rede,  von  PlUcker'a  Auffassung  derselben  als 
Mittelpunkte  von  den  Kegelschnitt  doppelt  berührenden  Nullkreisen.  In  diesem 
ist  von  der  Gleichung  /'-f-J./i  — 0  der  Angang  genommen,  wo  f  und  /', 
Polynome  zweiten  Grades  darstellen,  und  von  den  Bedingungen,  welche  X 
erfüllen  mnas,  damit  jene  Gleichung  ein  Linienpaar  bedeute;  man  könnte 
das  ganze  Kapitel  als  das  von  der  Gleichung  in  t  benennen.  Wir  baben 
damit  eine  nur  allzu  flüchtige  Inhaltsübersicht  gegeben,  welche  dem  Fach- 
manne eine  annähernde  Ahnung  von  der  Reichhaltigkeit  des  I.  Bandes  ver- 
leihen mag.  Die  Ausstattung  ist  eine  vorzügliche,  der  Druck  scheint 
nahezu  fehlerfrei.  Dürfen  wir  zum  Schlnspe  eine  Nebensache  rügen,  welche 
uns  beim  Lesen  unangenehm  aufgefallen  ist?  Herr  Niewenglowski  benutzt 
fortwährend  die  gleichen  Typen  derselbtn  Bachstaben  A,  B,  C .  . .,  um 
Paukte  und  Coefficienten  zu  bezeichnen.  Auf  einer  und  derselbea  Zeile 
wechselt  oft  die  Bedeutang,  so  dass  man  sich  die  Frage  stellen  muss,  was 
bedeutet  A  hier?  Die  Antwort  auf  diese  Frage  ist  nicht  grade  schwer 
zu  finden,  aber  wir  meinen,  die  Notb wendigkeit  sie  zu  stellen  hätte  ver- 
mieden werden  sollen.  Der  II.  Band  ist  dem  I.  überraschend  schnell  nach- 
gefolgt. Sein  Titel  weist  ihm  die  Construction  ebener  Curven  und  Er- 
gänzungen der  Lehre  von  den  Kegelschnitten  zu.  Man  sieht  daraus,  und 
der  umfang  des  Bandes,  der  nur  %  der  Stärke  des  L  Bandes  erreicht 
hat,  bestätigt  es,  dass  der  Verfasser  keineswegs  beabsichtigt  hat,  einen 
vollständigen  Lehrgang  der  höheren  ebenen  Curven  zu  schreiben.  Manches 
wird  an  einen  solchen  erinnern,  aber  in  vielen  andeveu  T\i«Afetv -«KviiW.  4« 
weeeBtlioh  von  tJem   Werke  Salmon's  j..B.  a\i.    ■ßwct 'SvwdWi^^'s^^'' 
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legt  ein  Hauptgewicht  auf  die  annähernd  richtig  gezeichnet«  Gestalt 
Curve.  Die  Art  der  Wölbung,  ihre  Veränderung  in  InflexionspaDlctoBi' 
Singularitäten  werden  zuerst  erörtert,  dann  die  GrSsee  der  KrUmmnng 
einer  Curve,  bei  welcher  Gelegenheit  wir  die  Besprechung  des  Falles  eines 
verschwindenden  KrämmungshalbmeEsere  angem  vermiBst  haben.  Das 
Newton -Pniseni' sehe  Parallelogramm  £ndet  eingehende  Benntzong.  Nnn 
kommen  die  gradlinigen  Asjmptoten.  Ein  Kapitel  Über  die  metrischen  Sstie, 
welche  Newton,  Maclaiirin,  Camot  eingeführt  haben,  miterbricht  einiger- 
masfien  den  Zusammenhang,  Der  Verfasser  wollte  sie  offenbar  nicht  weg- 
lassen, wuBste  aber  keinen  geeigneten  Ort,  sie  unterzubringen.  Nun  wendet 
er  sich  zu  besonderen  Cnr?en.  HilfseurTen  y  -=  (p(j')  und  y  ^  vW  *!* 
Uebergang  zu  den  Curen  1/  "  (p{x)  +  iii{x),  asymptotische  Curven,  üni- 
cursalcurven  definirt  dnrch  ihre  beiden  Parametergleichnngen,  beBtimmtc 
Curven  dritten  und  vierten  Grades  treten  auf.  War  in  diesen  neun  etsteo 
Kapiteln  ausschliesslich  von  gradlinigen  Coordinaten  Gebrauch  gemacht, 
so  zeigt  das  zehnte  Kapitel  die  Anwendung  von  Polare 00 rdinaten.  Nun 
folgen  die  im  Titel  zugesagten  Ergänzungen  zur  Kegelachnittslehre  in 
fünf  Kapiteln.  Joachimsthal's  Sätze  über  die  von  einem  Punkte  aiugehenden 
Normalen,  das  Pascal'scbe  und  das  Brianchon'scbe  Sechseck,  Bestimmung 
eines  Kegelschnittes  durch  A&ia  genügende  Elemente  treten  in  den  Vorder- 
grund. Zwei  kurze  Kapitel  über  graphische  Gleichungeauflfiaungen  und 
über  die  Lehre  von  den  EquipoUenzen  nach  Bellavitis  beschliessen  den 
Band.  Auch  in  ihm  fehlt  es  nicht  an  Ausblicken  in  Gebiete,  deren  ge- 
nauere Darchforachung  Herr  Niewenglowski  sieb  versagt  hat,  und  noch  weniger 
an  geistreichen  Einzelheiten,  an  sogenannten  Kunstslückchen ,  welche 
Leser  anregen  und  unterhalten.  Cantor. 


issore 
Jlrico 
miä^l 


Lezioni  di  Caloolo  infinitesimale  dettate   da  Ernesto  Pascal,  professore 
nella  B.  Universitä  di  F&via.   Parte  T.    CaLcolo  Differenziale, 
316  pa«.     Parte  II.     Calcolo   Integrale,  VI,   318  pag.     mrico^ 
HoepH.     Milano  1895. 
Die  Hoepli'sche  Verlagsbandlnng  in  Mailand  giebt  unter  der  gsmil 
samen  üeberschrift   als  „Manuali  BoepU"   handliche   und   ungemein  woU^  * 
feile    kleine  Btlndchen    herauG,    welche  als  Lehrbücher  der  verschiedenBten 
Wissensgebiete   dienen   sollen.     Die  beiden  Bändchen  Inßnitesimalrechnong 
z.B.  kosten  zusammen  nur  sechs  Lire!    Ihre  Eerstellnng  ist  buchbSndleriscb 
nnr  unter  der  Voraussetzung  eines  aussergewöfanlicb  starken  Absatzes  denk- 
bar, und  dieser  wieder  mag  wohl  zum  Theil  dnrch  den  billigen  Preis  nr- 
bürgt    sein,    aber    sicherlich    doch    nur    dann,    wenn    der    Inhalt    steh   all 
empfehlenswertb    bewährt.      Die    mathematischen    Bfindchea    lassen    anob 
Letzteres  durch  die  Namen  ihTei  "VeTcSaBTOT,  wbVc\ib  teiaem  Leser  italienischsr 
Zeitscbriften  unbekannt  sind,  evwB.r^,öo,  liaä  "aw-x  VosaiiS.  x^ÄHÄWÄKtfe  >■ 


sieb  der  ibm  gestellten  Atifg&bQ  in  den  heute  vor  ans  liegenden  Bändchen 
vollstKndig  genacbsen  gezeigt.  Er  wollte,  so  sagt  die  Vorrede,  dasjenige 
bringen,  was  in  einem  gewöhnlichen  Lehrgange  der  InflnitesloiatrecbnaDg 
enthalten  zu  sein  pflegt,  während  er  von  dem  Tersuche,  sogleich  comiJlexe 
Veräaderlicbe  eu  wählen  und  dadurch  der  FunctioDentheorie  vorzuarbeiten, 
Abstand  nahm.  Wir  kCnnen  nach  beiden  Richtungen  nur  unser  Ein- 
verständniss  aussprechen.  Die  Lehre  von  den  reellen  Ve  rund  er  lieben 
verdient  didactiscb  und  sachlich  noch  immer  eine  besondere  Behandlung, 
wenn  auch  der  Geist  dieser  Behandlung  wesentlich  strenger  geworden  es 
nicht  verleugnen  kann  noch  will,  welchen  Einänss  die  Function ent beere tiker 
des  XI!X.  Jahrhunderts  gellbt  haben.  Herr  Pascal  erklärt  ferner  in  seiner 
Vorrede,  welche  Schriftsteller  er  insbesondere  sich  zum  Muster  genommen 
habe,  and  die  Namen  Lipschitz,  Gilbert,  Uansion,  Stok,  Dini,  Peano, 
Harnack  stellen  eine  Auswahl  dar,  aus  welcher  man  keinen  einzigen  ent- 
fernen möchte,  wenn  auch  der  Eine  diesen,  der  Andere  jenen  Namen  noch 
überdies  genannt  wllnschen  kannte,  Die  Zerlegung  des  Stoffes  in  zwei 
B&ndcben  hat  zur  Folge,  dase  die  Integration  von  der  Differentiation  scharf 
gesondert  ist.  Die  meisten  Vorlesungen  halten  die  gleiche  Sonderung  fUr 
aothwendig.  Nach  dem  Vorgange  eines  gelehrten  Freundes  pflegt  Referent 
anders  zu  verfahren  and  hat  nur  gute  Erfahrungen  damit  gemacht.  Die 
onbeatimmten  Integrationen  können  sehr  wofal  zwischen  die  Differentiationen 
eingeschoben  werden.  Das  hat  den  grossen  Vorzug,  dass  man  das  Hand- 
werkmässige  und  Langweilige  auf  einmal  los  wird  und  nicht  zu  befürchten 
braacht,  den  durch  die  Anwendungen  der  Differentialrechnung  bereits  in 
seinen  Anforderungen  an  interessante  Gegenstände  gesteigerten  Schüler 
nachträglich  zu  enttUaschen.  Freilich  entfernt  sich  dieser  Lehrgang  wesent- 
.üch  von  dem  Althergebrachten,  aber,  wer  Neuerungen  anderer  Art  nicht 
^Jfheut,  wird  vielleicht  auch  an  dieser  Gefallen  finden.  Cantok. 
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Queitions  d'algöbre  ä.  l'uKage  des  «löves  des  clasaes  de  mathömatiques 
speciales  et  des  candidats  aus  äcoles  polytechnique,  normale,  cen- 
trale etc.  par  GcoiKiEi:!  Maupin,  licenoiä  ös  sciences  math6matiques 
et  physiques,  membre  de  la  societii  mathematique  de  France.  Avec 
une  prfiface  de  M.  C.  A.  Laisant,  docteur  fs  sciences.  Paris  1895. 
Librairie  Nony  et  Cie.  VII ,  292  pag. 
Sind  Aufgaben,  ohne  Angabe  ihrer  Auflösung  gesammelt  und  im 
Drucke  vereinigt,  von  wirklichem  Nutzen?  Herr  Laisant  ist  dieser  Ansicht, 
sonst  hätte  er  nicht  eine  ganze  Reihe  solcher  Sammlungen  bei  Qautbier- 
Vülars  herausgegeben.  Auch  Herr  Maupin  schliesst  eich  seinem  Beispiele 
theilweise  an,  allerdings  nur  theilweise,  denn  in  jedem  Kapitel  sind 
menigstens    einigg  Mosteraufgaben    aufgelöst.     B-uletettt  Viiiu    ieü  "Sätko. 


nicht  recht  begreifen,  den  solche  Sanunlungeii  stiften  sollen.  Bei  der 
Strittigkeit  der  Frage  onterdrUcken  wir  jedoch  unsere  abweichende  Ad- 
§icht  und  berichten  nui  kurz  über  den  lobalt  der  Fragen.  Sie  gehSren 
der  Algebra,  der  algebratscben  Analysie,  der  DifferentiEil-  oud  Integral- 
rechnung an,  auch  die  Combinatorik  und  die  Wahraoheinlichkeitsrechnuag  ■ 
sind  berücksichtigt.  Die  Auswahl  ist  recht  hübsch  getroffen  und  vielfa^ri 
auf  grddezu  fesselnde  Fragen  gefallen.  Herr  Mauptn  verschmäht  es  nioIlM 
gescbicbtliche  Bemerkangen  einzustreuen.  Wir  freuen  uns  dsesen,  würden 
uns  aber  noch  mehr  freuen,  wenn  Herr  Maupin  in  seinen  daranf  be- 
ztlgticben  Studien  auch  Werke  benutzt  hlitte,  die  später  als  Montucla  er- 
schienen sind.  Wir  versILumen  keine  Gelegenheit,  anxuerkenuen,  was  Mon- 
tucla geleistet  hat,  aber  seit  hundert  Jahren  ist  doch  auch  die  Geschieht« 
der  Mathematik  um  ein  Merkliches  vorwärts  gekommen,  und  Manches,  wai 
damals  aU  richtig  galt,  hat  sich  als  irrig  erwiesen.  Bei  Aufgaben  ohne 
Auflösung  ist  die  Richtigkeit  des  Druckes  von  ganz  besonderer  Wichtigkeit. 
Nach  manchen  Stichproben  bei  den  anfgelösteu  Aufgaben,  z.  B.  auf  pag.  '. 
bis  156,  ist  allerdings  nicht  Überall  mit  der  notbwendigen  Sorgfalt  ^ 
fahren  worden.  ._     _,  C.intok.  I 

Die  eiförmigen  Curven.     Inauguraldissertation  zur  Erlangung  der  Doctor- 
wUrde  vorgelegt  der  hoben  philosophischen  Facultät  der  Universitlt 
Bern  von  FiUTZ  Mijngek  aus  Kircblindach  (Bern).   Bern  1894.    46  S. 
5  Figorentafeln. 
Schneidet  man  einen  gegebenen  Kreis  durch  eine  von  einem  gegebei 
Strablencentrmn  ausgebende  Secante,   projidrt  einen  Schnittpunkt   auf  die 
Absei ssenachse   und  den  so  gewonnenen  Punkt  der  Abscissenachse  aaf  die 
Secante,   so  bildet  bei  Drehung   der  Secante   um  das  Strahl enoentrum  ihr 
vorbestimmter  Punkt  eine  Curve  sechsten  Grades,  welche  Herr  Mltnger  ei- 
förmige   Curve    nennt.       Die    gegenseitige    Lage    des    Rreiees    und    des 
Strahlencentrums  bedingt  Belbstverstündlich  andere  und  andere  Gestaltungen, 
welche  eingebend  erörtert  und  durch  Figuren  verdeutlicht  werden.  HerrMOnger 
hat  seine  Untersuchung  auch    auf   andere  Corven   ausgedehnt,   welche  ndt 
den  Eilinien  in  irgend  welcher  Verblödung  stehen. 
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Praktische  Eilfstabellen  für  logaritbmiscbe  nnd  andere  ZahlenrecbnungeS' 

von    Josef   HitAB^s,    kaiserl.  königl.  Oberbergrath    und    Professor. 

Dritte  abgekürHe  Ausgabe.    Leipzig  1895.  B.  G  Teubner.   V,  2536. 

Sollen   wir   das   wesentlich   unterscheidende  Merkmal   dieser  Tabelln 

von  anderen  kurz  bezeichnen,  so  dürfen  wir  sagen,    die  meisten  Tabellen- 

werke    umfassen   neben   den  Logarithmen   auch  .anderes,  das  von  Hrabik 

nebea  Anderem  auch  Logariäimeu.     Nl\t  ^Aift  buv«  «i.^  si\M.\iMia,\ 


I 


i,'&!^)äifeM 


Zahl  TOD  Dectmalstellen  ausgerechneten  Logarithmentafe)  kam)  man  ja 
anzweifelhaft  das  von  Herr  Hrahftk  fürsorglich  Gerechnete  jeden  ÄngenhltclE 

selbst  herstellen,  aber  eine  wesentlicbe  Bequemlichkeit  gewährt  es  doch, 
sofort  die  reciproken  Werthe  aller  vierziffrigen  Zahlen  oder  zweite  und 
dritte  Potenzen  und  Wurzeln,  Vielfache  von  tt,  wirkliche  Längen  trigono- 
metrischer Linien  im  Ei nheits kreise  und  dergleichen  mehr  aufschlagen  kq 
können.  Diese  Möglichkeit  bietet  aber  das  uns  vorliegende  Bncb  nebst 
einer  hinreichenden  Gewährleistung  für  die  Richtigkeit  der  Ergebnisse,  da, 
wie  das  Vorwort  ausdrücklich  betont,  in  den  etwa  zwanzig  Jahren  seit 
dem  erstmaligen  Drucke  der  stereotjpirtcn  Tafeln  nach  vieUeitigem  Ge- 
brauche kein  einziger  Fehler  entdeckt  worden  ist,  Die  genannten  Hilfs- 
tahellen fUr  die  reciproken  Werthe  liefern  sechs  DecimalBtellen.  Auch  die 
Briggischeo  Logarithmen  der  Zahlen  und  der  trigonometrischen  Linien  sind 
auf  sechs  De cimals teilen  angegeben,  mithin  in  grösserer  Anzahl,  als  es 
neuerdiags  tlblicb  ist.  Die  Ausstattung  befriedigt  die  weitestgehenden 
Wünsche.  ^_^_^  Canto«. 

Elementarbnch   der   Differential-  nnd  Integialreohnnng   mit   zahlreichen 
^L  Anwendungen  aus  der  Analyeis,  Geometrie,  Mechanik,  Physik  etc. 

^K  für   höhere  Lehranstalten   und  den  Selbstunterricht  bearbeitet  von 

^K  FiiiEiiK[Cu   Äi'TENEErMBL!,  Maschinen -lugomeur,  gew.  Professor  und 

^K  Director   des    zürcherischen    staatlichen  Technikums  zu  Wiaterthur, 

^H  Herausgeber   von   „BernouUis  Vademekum   des  Mechanikers",   von 

^H  ,,Bemonlli's  Dampfmaschinenlehre "  und  von  „Aufgaben  über  mccha- 

^H  niäche  Arbeit".     Vierte  verbesserte  Auflage.     Mit  157  in  den  Teict 

^P  eingedruckten    Holzschnitten.     Weimar   1895.     Bernhard    Friedrich 

Voigt,  Vlll,  535  S. 
Wir  haben  Bd.  XXX III  dieser  Zeitschrift,  Historisch-literarische  Ab- 
iheilung 8.  22,  unsere  Ansicht  Über  die  dritte  Auflage  ausgesprochen,  und 
die  vierte  Auflage  hat  unser  ürtheil  nicht  verändert.  Wir  wissen  aus 
dem  abermals  nöthig  gewordenen  Neudrucke,  daaa  das  Elementarbuch 
Kaufer  findet,  wir  wissen,  dass  es  insbesondere  in  der  Schweiz  beliebt  ist, 
dass  der  verstorbene  Rudolf  Wolf  es  in  seinem  Handbncbe  der  Astronomie, 
ihrer  Geschichte  und  Literatar  1,  108,  in  seinem  Literaturnachweise  er- 
wähnt. Wir  wiesen  ferner,  dass  die  Aufgaben  aus  der  Mechanik,  welche 
wir  als  Vorzug  der  dritten  Auflage  ernühnt  haben,  noch  am  Aufgaben 
«her  Quantität  der  Bewegung,  Potential-  und  mechanische  Wftrmetheorie 
vermehrt  worden  sind.  Wir  wissen  endlich,  um  keinen  Vorzug  unerwUhnt 
zu  lassen,  dass  der  Preis  von  9  Mk.  ein  verhfLltnissmflssig  sehr  niedriger 
ist.  Aber  wir  wissen  auch,  dass  die  neue  Auflage  bezüglich  der  Strenge 
^Har  vorgetmgeaea  Beweise  sich  nicht  im  Geringsten  ^OU  iw  m.m\  u.'itaV  X^t« 
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älteren  Auflage  unterscheidet,  nnd  dass  der  Leser  und  Benutzer  nach 

vor  darauf  angewiesen  ist,  Vieles  auf  Treu  nnd  Glauben  anzunehmen. 

Can- 

Angaben  zur  Differential-  und  Integralrechnung   nebst   den   Resultat»« 

und    den    zur    Lösung    nOtbigen    theoretischen    Erläuterungen 

Dr.  H.  DöLi',   weiland  Professor   am  Polytechnikum  zu  Dannstadt. 

Sechste  verbesserte  Auflage.     Giessen  1895.     J.  Eiokersohe  Bi 

handlung.  II,  209  8. 
Es  giebt  BUcher,  welche  man  nicht  mehr  lobt,  sondern  bei  wel< 
man  sich  damit  begnügt,  däs  Erscheinen  einer  neuen  Auflage  anzuzeigen. 
Zu  diesen  gehört  „der  Dölp",  wie  die  Studierenden  das  Buch  kurzw^ 
zu  nennen  pflegen.  Dölp  seibat  hat  nur  die  erste  Auflage  1869  er- 
scheinen sehen.  Während  des  Druckes  der  zweiten  Auflage  von  1874 
stsrb  er.  Hattendorff  besorgte  alsdann  1878  die  dritte  Auflage.  Die 
vierte  nnd  fünfte  Auflage  von  1884  und  1891  sind  keiaer  neuen  Be- 
arbeitung unterzogen  worden  und  sind,  da  manche  Druckfehler  sich  ein- 
schlichen, hinter  der  dritten  Auflage  zurückgeblieben,  wenn  auch,  wie  der 
fortgesetzte  Absatz  beweist,  ohne  die  Brauchbarkeit  einzubüssen.  Fßr  die 
sechste  Auflage  hat  die  Verlags  handlung,  wie  wir  mit  Bestimmtheit  wissen, 
sich  die  Beihilfe  eines  bekannten  Mathematikers  zu  sichern  gewusst,  den 
wir  allerdings  zu  nennen  uns  nicht  berechtigt  ftthlen,  da  sein  Name  weder 
auf  dem  Titelblatte  noch  als  Unterschrift  eines  Vorwortes  vorkommt.  Viel- 
leicht verachtet  er  bei  einem  späteren  abermaligen  Abdrucke  auf  den  der 
Dnroheichtigkeit  nicht  entbehrenden  Af&ntel  der  Anonymität.       Cantor. 


Onudrias  der  Differential- nnd  Integral-Reohnnng.  LTbeil:  Differential- 

Kechnung.     Von  Dr.  Luuwio  Kiel'BUt,  Professor  der  ilathemalik 

an  der  technischen  Hochschule   ^u  Hannover.     Siebente  vollständig 

umgearb.  und  verm.  Auflage  des  gleichnamigen  Leit^dens  von  weil 

Dr.  Mas  Steüemann.     Mit  lüO  Figuren  im  Teste.    Hannover  1895. 

Helwing'ache  Verlagsbuchhandlung.     XVI,  638  S. 

Die  Vorrede  zur  fünften  Auflage    ist    vom  Juli    18S7   datirt,  die  soi 

sechsten    vom   15.  November   1892,    die   zur  »ebenlen  vom  21.  Mai  1895. 

Die  sechste  Auflage  wurde  folglich   in   der  halben  Zeit  vergriffen,  velohe 

zum  Verkaufe  der  ihr  unmittelbar  vorhergehenden  erforderhch  war.    Die 

ICritik  kann   nicht  immer   mit   der  Gunst  des  Publikums  übereinstimineti, 

aber   dem  Kiep^rt'scben  Grundrisse   gegenüber  ist  die  Berechtigung  jener 

Gunst  allgemein  lugeätanden.     Referent    hat    wiederholt  mit  Fachgenosieci 

von  Universitäten  und    von   technischen  Hochschulen   darüber  gesprochsii, 

welches    Werk    sie    wohl    dorn  Aniängei:    am  \j\ÄiAita  cmijIsävÄ.«^, -mä.  "aA. 
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wurde  ihm  in  don  letzten  Jahren  Kiepert  genanat  ood  damit 
nee  Urtheil  beatBtigt.  In  der  siebenten  Auflage  hat  daa  Werk 
ntm  anch  den  Titel  erhalten,  welchen  es  volUt&ndig  verdient.  Von  der 
alten  St«gematm'schen  DifferentialrechDung  ist  go  gut  als  Nichts  mehr 
vorbandet],  Herr  Kiepert  hat  eie  neu  verfasgt  und  muBBte  als  VeriaBser 
anf  dem  Titelblatte  erscheinen,  vermuthlioh  nicht  znm  letzten  Male. 


Anwendung  der  Bifferestialrechnung  auf  die  ebenen  Cnrven ,  nebst  42ö 
gelösten  Aufgaben,    164  Figuren    und    138  Erklärungen.     Für  das 
■  Selbatatudinm  und  den  Gebrauch  an  Lehranstalten  bearbeitet  nach 

K  dem   System  Kleyer  von  Prof.  Dr.  August  Haas.     Stuttgart  1894. 

P  Verlag    von  Julius  Maier.     VIII,  272  8.    (Dritter  Theil    des  Lehr- 

buches der  Differentialrechnung.) 
Referent  hat  nicht  die  AbBicht,  das  „System  Kleyer"  einer  Heurtheil- 
ung  zu  uoternerfea.  Ein  einzelnes  Bündchen  liegt  uns  zur  Besprechung 
vor,  und  von  diesem  können  nir  mit  gutem  Gefvissen  sagen,  dasa  es 
zweckmSssig  gewählte  Aufgaben  der  Curveulehre  in  grosser  Anzahl  ent- 
hält und  sich  durch  diese  dem  Lehrer,  der  nach  Beispielen  sucht,  empfehlen 
d0.rfte.  Angenehm  dürfte  es  für  diesen  auch  sein,  dasa  die  Figuren  sorg- 
fältige Zeichnung  verratben  und  an  der  Tafel  zum  Uuster  gebraucht 
werden  k6rmen.  Die  Rechnungen  wird  man  freilich  jeweils  zu  prüfen 
haben,  denn  allein  in  den  80  ersten  Seiten,  bei  welchen  wir  keineswegs 
alle  Aufgaben  prüften,  sind  nns  auf  S.  20,  21,  23,  36,  37,  47,  71,  80 
Irrthämer  aufgefallen.  Nachten  dang  eines  vollatfindigen  Druck  fehle  r- 
ver/,eichnissea  von  Seiten  des  Herrn  Verfassers,  dem  die  Mühe  einer 
vollgtOndigen  Nachrechnung  in  erster  Linie  zuzumuthen  ist,  würde  dem 
Bilndchen  zum  Vortheile  gereichen.  Cantob. 

M.  BÖCHBB,  lieber  die  Keihenentwickelungen  der  Potential theorie.     Mit 

einem  Vorwort  von  F.  Klein,     Leipzig  1894.     B.  0.  Teubner.    VIII 

und  258  S. 
Die  philosophische  FacuItlLt  der  Göttinger  Universität  hatte  1890 
folgende  Preisaufgabe  gestellt:  „Man  kann  die  Mehi-zalil  der  in  der  Potential- 
theorie  auftretenden  Beihenentwickelungen  und  Integral  darstell  ungen  unter 
einheitlichem  Oeaichtspunkt  ableiten,  indem  man  die  sämmtlichen  bei  diesen 
Dar^tellangen  in  Betracht  kommenden  Orthogonalsysteme  als  Ausartungen 
des  Systems  conl'ocaler  Cyküden  betrachtet  und  unter  Zugrundelegung  des 
letzteren  zunächst  für  einen  von  sechs  conf'ocalen  Cykliden  begrenzten 
Körper  geeignete  Reihenent Wickelungen  aufstellt.  Die  FacultHt  wünscht, 
fcdwa  der  biarmit  bezeiobnete  Gedanke  ins  SiQwY&e  ÄwmV^fttCfcrt..,  wüJa  "^i^ 


der  ganzen  Theorie  eine  zusammeDli&ngende  DarBteUang  gegeben   weidt 
Der  Preis    wurde   der  Schrift   dos  Verfasaera  „Ueber  die  R«ibenenlwick^~l 
ungen  der  Potentialtheorie",  Ööttingen  189]  (vergl.F.  d.  M.  S.996— 1000), 
zuerkannt.     Das  vorliegende  Bacb  ist  als  Umarbeitung  und  Weiterführung 
jener  Preiearbeit  anzusehen. 

AuB  den  Problemen  der  Potentialtheorie  wird  ein  einziges  he  rang- 
gegriffen,  die  sogenannte  Ran dwerth aufgäbe,  and  die  Frage  aufgeworfen, 
ob  sich  diese  nicht  fQr  einen  KQrper  so  allgemeiner  Art  lösen  lasse,  dasE 
sanuntUohe  bia  jetzt  behandelten  Kürper  als  Ausartungen  desselben  angesehen 
werden  können.  Ein  solcher  KSrper  Ist  das  Cyklid  ensec  he  flach ,  d.  h.  ein 
von  sechs  confocalen  Cykliden  begrenzter  RCriier.  Der  Behandlung  der  Rand- 
werthanfgabe  ist  daher  eine  Darstellung  der  von  den  Herren  Montard 
und   Darboui   begründeten   Theorie    der  Cykliden  vorausgeschickt  worden. 

Der  erste  Äbsclinitt  beginnt  mit  einem  Kapitel  über  einige  Methoden 
und  Grundsätze  der  projeotiven  Geometrie  (Kap.  I).  Kapitel  II  handelt  von 
der  Geometrie  der  reciproken  ßadien  der  Ebene,  welche  Ihren  adaquateu 
analytischen  Ausdruck  in  der  Verwendung  tetracyklischer  Coordinat«n 
findet.  In  diesen  Coordinaten  wird  das  allgemeine  orthogonale  System 
confocaler  cyklischer  Cnrven  dargestellt.  Dm  die  Resultate  auf  den  Raum 
zu  abertragen,  werden  die  peutasph arischen  Coordinaten  eingeführt  und 
die  Gleichung  des  allgemeinen  dreifach  orthogonalen  Systems  confocaler 
Cykliden  aufgestellt,  wobei  die  Definition  zu  Grunde  gelegt  wird:  Cykliden 
heisaen  alle  FlUchen,  welche  durch  eine  homogene  Gleichung  zweiten  Grade! 
zwischen  pentaspbftrisohen  Coordinaten  dargestellt  werden.  Da  fUr  das 
Folgende  die  Kenntniss  der  Ausartungen  der  allgemeinen  Cykliden  von 
Wichtigkeit  ist,  so  bringt  dae  nächste  Kapitel  (lU)  eine  Methode,  mit  derea 
Hilfe  man  sämmtliche  Ausartungen  systematisch  aufzählen  kann.  Diese 
Methode  liefert  die  Weierstrass'sche  Theorie  der  Elementar theiler,  welche 
dazu  benutzt  wird,  das  volle  System  der  Invarianten  einer  linearen  Schaar 
quadratischer  Formen  zu  erhalten.  Auf  dieses  algebraische  Problem  kommt 
eben  die  Classification  der  Cykliden,  hei  Anwendung  der  Geometrie  der 
reciproken  Radien,  zorück.  Es  ergiebt  sich  eine  Eintbeilung  der  Cyklides 
in  26  Arten,  eine  Anzahl,  die  sich  verringert,  wenn  man,  wie  es  die  Physik 
verlangt,  ein  reelles  pentasph  arisches  Coordinaten  System  zu  Grunde  l^t. 
Hieran  schliesst  sich  eine  AuFzählung  der  reellen  Systeme  confocaler 
Cykliden.  In  Kapitel  IV  wird  die  Gestalt  der  verschiedenen  Cykliden- 
Echaaren  nSber  beschrieben  und,  soweit  dies  ohne  Modell  mSglioh  iit,  der 
Anschauung  zugitnglich  gemacht, 

Nachdem  der  Verfasser  noch  iu  Kapitel  V  die  von  Herrn  Darboni 
definirten  cyklidischen  Coordinaten  einer  näheren  Besprechung  unterzogen 
bat,  wird  in  den  beiden  folgenden  Abschnitten  gezeigt,  wie  dieselben  bei 
der  Bebandiung   der  RandwerÜis.utga.\ie  ra.  ■^et-ww'öaft^  wQ?i..    'Ü*^'^-«*« 


wird  im  zweiten  Abschnitt  für  allgemeine,  im  dritten  Abschnitt  fftr  aas- 
gearlete  Cyküdensechgflache  erledigt. 

VorausgeEchickt  werden  einige  allgemeine  Erörterungen,  die  sieb  auf 
die  Lame'schen  Gleichungen  begeben.  Filr  diese  wird  nach  dem  Vorgänge 
von  Herrn  Klein  eine  y  erall  gern  einer  te  Definition  aufgestellt,  und  zwar 
wird  als  Lamä'scbe  Gleichung  „eine  Überall  regaläre  homogene  lineare 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  rationalen  Coeföcienten  bezeichnet, 
deren  im  Endlichen  gelegene  singulare  Punkte  f,,  .  .  .  f„  sHmmtüoh  die  Ex- 
ponenten 0,  ä  l>eBttzen,  und  die  im  Unendlichen  nar  einen  uneigentlich 
gingularen  Punkt  aufweist."  Die  allgemeine  Lam^'sche  Gleichung  lautet 
hiernach:  n  — 4 

*  fp(x)  -  ax'-*  +  bx"-^  +  ...+m 

und  a,b,  .  .  .m  beliebige  Coostanten  bezeichnen.  Jede  Lfisung  einer  solchen 
Lamä'schen  Gleichung  wird,  ebenfalls  in  Uebereinstimmung  mit  Herrn 
Klein,  eine  Lame'sche  Function  genannt.  Um  auch  noch  die  Singularität 
im  Unendlichen  wegzuschaffen,  werden  bonjogene   Variablen  eingeführt. 

Hiemach  wird  auf  geometrischem  Wege  ein  merkwürdiges,  von  Sturm 
für  Differentialgleichungen  mit  einem  Parameter  entdecktes,  von  Herrn 
Klein  auf  solche  mit  zwei  Parametern  ausgedehntes  Theorem  für  den 
reellen  Verlauf  der  Larae'aohen  Functionen  aufgestellt,  welchem  Herr 
Klein  den  Namen  „Oscillationsthaorem*'  gegeben  hat.  Der  Verfasser  be- 
schränkt sich  auf  den  Fall  n— '5,  der  für  die  Rand nerth aufgäbe  allein 
in  Betracht  kommt,  Das  Theorem  iauiet:  „Die  accessorischen  Parameter  a 
und  b  einer  Lami« 'sehen  Gleichung  n  —  5  können  stets  und  nur  auf  eine 
Weise  so  bestimrat  werden,  daas  eine  erste  Parti cul&rlSsuog  eiistirt,  welche 
in  einem  ersten  beliebigen  Segmente  m^Wj  eines  Intervalles  der  reellen 
di-Ächse  genau  m  Halboscillationen  ausfahrt,  und  dass  gleichzeitig  eine 
andere  Parlicnlarlösung  eiistirt,  welche  in  einem  beliebigen  Segmente  ti,  w^ 
eines  anderen  Intervalles  genau  n  Halboscillationen  ausführt." 

In  Kapitel  III  des  zweiten  Abschnittes  kommt  der  Verfasser  endlich 
auf  die  ursprüngliche  physikalische  Fragestellung  zurück,  nachdem  er  die 
Potentialgleicbnng  mit  Hilfe  euklidischer  Coordinaten  umgeformt  hat,  Die 
Frage,  ob  sich  ein  Lam(''sches  Prodnct,  das  der  eben  genannten  Differentiat- 

tgleichung  genagt,  von  der  Form 
finden  lässt,  wird  jetzt,  auf  Grand  der  Untersuchungen  iiötH.ftTt%t''Kii,ts.%»iV\-&. 
iad  Darbonx,  dabia  entacbieden;   „Wir  küimen  «m  li'j.m.fe'idiÄi'^'c'i^^'*' 


bilden,  iadem  nir  die  drei  Factoren  deBselben  als  irgend  welcbe  La 
sehe  Functionen  annehmen,  die  Partien larlCsun gen  einer  und  dersell 
Lamu'schen  Gleichnng  »  =  5  sind,  welche  die  Pnnkte  e, , . 
fache  singulare  Punkte  besitzt.  Die  accessorischen  Parameter  der  Lam 
sehen  Gleichung  sind  dabei  keinerlei  BeecbrKnkungen  unterworfen, 

Hiernach  ist  man  im  Stande,  fUr  jedes  allgemeine  System  cyklidit 
Coordinaten  co^  Potentiale  in  der  Form  verallgemeinerter  Lam6'scber  Pl 
^^"^  r^T.  i-"(,a) E"{v) E"'{^) 

zu  bilden.    Diese  Potentiale  entsprechen  au  sich  keinen  besonders  einfacl 
oder  wichtigen  physikalischen  Problemen,     Aus  ihnen  lassen  sich  aber  di 
Addition    allgemeinere    Potentiale    Eusammensetzen ,    und    mit    Bilfe   dieaer 
wird  die  in  Rede  stehende  Band  wer  tbaufgabe  zur  Lösung  gebracht. 

Zunächst  betrachtet  der  Verfasser  KOrper,  die  von  sechs  allgemeinen 
confocalen  Cjklideu  „durchaus  rechtwinklig"  begrenzt  sind,  und  fuhrt 
folgende  schematische  Bezeichnung  derselben  ein:  ^Das  aligemeine  CykUden- 
sechsflach  wird  durch  ein  Schema  charakterlsirt,  welches  aus  drei  Segmenten 
m,m^,  n,n^,  r,r^  besteht,  die  bezw,  in  den  Intervallen  ^ ,  v,  p  der  reellen 
«-Achse  liegen,  aber  diese  Intervalle,  oder  Theile  derselben,  beliebig  oft 
Überdecken  können".  Wird  dann  noch  ein  Lam^'sches  Frodnct,  das  auf 
fOnf  Seitenflücben  eines  Cyklidensechsflachs  verschwindet,  als  zu  dem  Sechs- 
flach „gehörend"  bezeichnet,  so  Übersieht  man  leicht,  dass  die  Lamu'schen 
Functionen,  aus  welchen  sich  diese  zugehörigen  Lamu'schen  Producte 
zusammensetzen,  geradezu  durch  das  Oscillations  theo  rem  zu  bestimmen  aind. 
Mit  Benutzung  dieser  Producte  wird  nun  die  Randwerthaufgabe  gelSst 
Diese  Lösung  ist  allerdings,  wie  der  Verfasser  seibat  zugiebt,  uar  formal 
richtig.  Füi'  die  wirkliche  Anwendung  fehlen:  1.  der  Convergenzbewei« 
der  Reihenent Wickelungen ,  2.  eine  übersichtliche  und  brauchbare  Darstellung 
gewisser  Fundamentalzweige  einer  beliebigen  Lamu'schen  Function,  3.  dit- 
numerische  Bestimmung  der  accessorischen  Parameter  a,  b  der  Lam^'scblH 
Differentialgleichung  durch  die  gegebenen  Oscillationseigeuscbaften ,  4.  UeÜlM 
den  zur  bequemen  Auswertbung  der  Doppel  integrale ,  die  in  den  Coefficieotaff 
der  Reihenentwickelungea  vorkommen. 

Der  dritte  Abschnitt  behandelt  die  ß and wertb aufgäbe  der  Potential theorie 
fUr  ausgeartete  CyklidensechsSache.  Auch  hier  geht  ein  matbematischei 
Kapitel  voran.  Dasselbe  bezieht  sieb  auf  die  SpecialfSUe  der  Lamä'selieD 
Gleichung  und  des  zugehörigen  Oscillations theorems.  Zunächst  wird  dar- 
gelegt, dass  bei  einem  v fachen  singullren  Punkt  e*  einer  Lamä'sobail 
Gleichung  fOr  v'>3  im  Allgemeinen  irreguläres  Verbalten  eintritt.  Iit 
aber  e*  zugleich  eine  fi  -  fache  Wurzel  (ft  ^  v  —  2)  von  ip  (x)  =  0.  so  artan 
die  Lam6'scben  Functionen  E{x)  in  das  Product 

BUS,   unter  £{x)   eine   Lamü'aclie  Vuuctio'a  '(ßiAwiiwi.,  ■Vä  \ 
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I  (v— ft)facheD  gingalären  Punkt,  soust  aber  dieselben  SingalaritSten 
wie  I!(x)  besitzt. 

Um  aodann  fUr  diese  SpecialföUe  das  OsciUationstheorem  xa  gewinnen, 
nnterscheidet  der  Verfasser  zwischen  allgemeinen  und  special  isirten  Segmenten, 
von  denen  die  letzteren  einen  siogulSren  Punkt  der  Lam^'schen  Oleichnng 
als  Endpunkt  haben.  Für  allgemeine  Segmente  bei  apecialisirter  Gleichung 
ist  der  Äneatz  zum  Beneis  des  Oscillationatheorems  in  keiner  Weise  eu 
Sndern.  Ebensowenig  tritt  eine  Modification  desselben  ein  bei  special iairten 
Segmenten,  sobald  der  Endpunkt  des  Segments  ein  einTach  singalärer  Punkt 
ist.  Sobald  indessen  dieser  Endpunkt  eine  höhere  Singularit&t  hat,  ist  das 
Oscillationstheoreoi  nicht  mehr  allgemein  aufrecht  zu  erhalten..  So  ist  ein 
Fall,  in  welchem  es  seine  Giltigkeit  verliert,  der,  wo  eich  das  Segment 
von  einem  mehrfachen  Pankt  ei,  zu  einem  anderen  mehrfachen  Punkt  et  +  i 
einfach  erstreckt,  das  ist  der  Fall,  wo  die  Lam6'ache  Gleichung  die  Ge- 
stalt annimmt:  „ 


'.=/ 


Hiernach  studirt  der  Verfasser  die  zu  beliebigen  Ausartungen  des  eukli- 
dischen Coordinateusystems  gehörigen  Lamä'schen  Producte,  welche  Übrigens 
bereits  von  früheren  Autoren  angegeben  worden  sind.  Dazu  wird  die  frDher 
aufgestellte  Tabelle  aller  dreifach  orthogonalen  Flach ensysteme  benutzt,  die 
sich  als  Aasartungen  des  allgemeinen  cfklidischen  Systems  ansehen  lassen. 
ZunSchst  findet  der  Verfasser:  Wenn  et,  ein  mehrfacher  Punkt  ist,  welchem 
drei  verschiedene  Elementartheil  er  entsprechen,  so  müssen  die  accessori  sehen 
Parameter  dieser  Lamä'schen  Function  in  der  Weise  specialisirt  werden,  dasa 
die  Lamö'sohe  Function  nach  Abtrennung  des  Factors  (i— et)-i  in  deu 
Fall  »  =  4  ausartet.  Ausser  diesen  Lam{i 'sehen  Functionen  n^4,  die 
sich  stets  durch  trigonometrische  Functionen  ausdrücken  lassen,  und  den 
allgemeinen  Lamö'schen  Functionen  «  =  5  ergeben  sich  noch  fUnf  Speciat- 
f^lle:  1.  die  Functionen  der  dreiachsigen  Flächen  zweiten  Grades,  2.  die 
Functionen  des  Botationskegels  (Kugelfunctionen  eines  Arguments  mit  un- 
beschränktem Index),  3.  die  Functionen  der  zweiachsigen  Cylinder  zweiten 
Grades,  4.  die  Functionen  des  Rotati onscylinders  [Bessel'sche  Functionen), 
5,  die  Functionen  des  parabolischen  Cylinders.  Dieselbe  Art  Lamt'scher 
Fnnctionen  kann  bei  sehr  verscbiedenen  FISchen Systemen  auftreten.  So  treten 
die  Functionen  der  dreiachsigen  Flächen  zweiten  Grades  bei  a)  den  all- 
gemeinen Flächen  zweiten  Grades,  b)  den  Kegeln  zweiten  Grades,  c)  den 
Rotationsringcykliden ,  d)  den  zweitheiligen,  e)  den  eintheiligen  Rotatlons- 
cykliden;  die  Functionen  des  Rotations  kegeis  bei  a)  den  Botati  onskegeln, 
b)  den  Kreisringen,  o)  den  Rotationsflächen  zweiten  Grades  (abgeplattete 
|Ellipaoide   und  e;nscija/ige    Hyperboloide;   vert&ngetVe 


acbaliga  Hyperboloide);  die  PauctJoaen  der  ineiachsigen  Cjlinder  iweiten 
Grades  bei  a)  den  C^Undern  zweiten  Grades,  b)  den  allgemeineQ  Pam- 
boloiden;  die  Functionen  des  ßotationacjlindera  bei  a)  den  Roiations- 
cj'lindern.  b)  den  Botationsparaboloiden ;  endlich  die  Functionen  des  paia- 
boÜBchen  Cylinders  bei  den  parabolischen  Cylindern  auf.  Diese  Gruppimng 
verschiedenartiger  Flächen  findet,  wie  Verraeser  hervorhebt,  durch  die  hier 
dargelegte  Klein'sche  Theorie  eine  buchst  anschaulicbe ,  einheitliche  Er- 
klSrnng  aus  einem  obersten  Priucip.  Ein  kurzer  historischer  Bericht  Aber 
die  Theorie  der  Lamö'schen  Product«(vergl,  Byerly,  Fourier's  Series  and 
Spberical,  Cylindrical  and  Elüpsoidal  Hartnonics,  Boston)  beschliesst  diese« 
Kapitel. 

Das  letzte  Kapitel  des  dritten  Abschnittes  handelt  von  den  Cykliden- 
vielfachen,  die  weniger  als  sechs  Seitenflficben  haben,  und  giebt  eine  L6song 
der  zngebtirigen  Ran dwertb aufgäbe.  Des  historischen  Interesses  wegen  wird 
der  Fall  des  VoUellipsoids  in  einem  besonderen  Paragraphen  vorgeführt.  Hier 
vereinfacht  sich  die  allgemeine  LOsung  wesentlich.  Es  wird  bewiesen ,  da«! 
die  Lamä'scben  Fanctioneu,  welche  iu  den  lum  Volleltipsoid  gehCrigeu 
Lamfi'schen  Producten  auftreten,  algebraisch  sind,  und  zwar,  bis  auf  etwa 
vorkommende  Factoren  j/x  —  e^,  j/a:  —  r^,  j/x—e^,  rational.  Und  diese 
Eigenschaft  des  VoUellipsoids,  das  hier  das  Oscillationstbeorem  auf  (ganze) 
rationale  Functionen  ftihrt,  ermöglicht  die  algebraische  Bestimmung  der 
accessorischen  Parameter.  Der  Parameter.il  ergiebt  sich  hier  gleich  ^(^+1). 
wo  If  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet. 

Es  folgen  noch  Lösungen  der  ßandwertbaufgabe  fUr  Körper,  welche 
durch  ausgeartete  Cykliden  begrenzt  sind,  deren  Schemata  aber  nar  all- 
gemeine Segmente,  und  solche,  deren  Schemata  speclalisirte  Segmente  ent- 
balten.  Eine  historische  öebersicht  über  die  hauptsächlichsten  bis  jetil 
aufgestellten  Reihen -Entwickelungen  der  Potentialtheorie  (Legendre, 
Laplace,  Fourier,  Poisson,  Green,  Lami-,  Heine,  Lionville, 
F.  Neumann,  C.  Neumann,  ßiemann,  Thomson  and  Tait,  Mehler, 
Mathieu.  H.Weber,  C.  Baer,  F.  Klein)  beschliesst  den  letzten  Ab- 
schnitt. 

Ein  Anbang  versucht  noch,  die  bisherigen  Resultate  auf  Ra  in  Dbet-fl 
tragen ,  um  einen  besseren  Ueberblick  Über  die  fUr  den  dreidimensionalai  | 
Raum  entwickelte  Theorie  zu  gewinnen.  g,  Jah»ri. 
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Historisch-literarische  Ahtheilung. 

Die  Grassmann'sche  Ausdehnungslehre. 

Ein  Beitrag 

Geat'hichte  der  Mathematik  in  den  letzten  fünfzig  Jahren. 

Von 

Dr,  V.  Schlegel. 


ur  DnterBuchung  der  algebraiachen  Curven  und  Flachen  liefert 
die  Äusdebnungslebre  mehrere  charakteristische  Methoden.  Die  erste  ver- 
folgt die  Entstehung  einer  Cnrve  oder  Fläche  aua  festen  and  beweglichen 
Elementen,  stellt  dieselbe  durch  ein  gleich  Null  gesetztes  „  plan  i  metrisch  es* 
bezw,  „Stereo metrisches"  Produot  dar  (welches  Übrigens  in  einen  beliebigen 
Coordinatenausdruck  verwandelt  werden  kann)  und  führt  zu  einer  rein 
geometrischen  Theorie  auch  der  allgemeinsten  unter  jenen  Gebilden.  Sie 
unterscheidet  sieb  von  der  Steiner'schen  Behandlang  wesentlich  dadurch, 
dasa  sie  in  jenen  gesetzmässig  gebildeten  Frodacten  und  deren  ebenso 
geaeti massigen  Umformungen  unmittelbare  charakteristische  Darstellungen 
der  Gebilde  selbst,  ihrer  Eigenschaften  und  Umformungen  besitzt,  und 
alle  diese  Gegenstände  einem  von  der  Anschauung  unabhängigen  einfachen 
Systeme  von  Operationen  unterwirft.  So  vereinigt  sie  in  sich  die  Vor- 
theile  der  analytischen  und  der  synthetischen  Beb  an  dl  ungs  weise.  Grass- 
mann  selbst  fand  auf  diesem  Wege  die  allgemeinsten  Sätze  über  die  Er- 
zeugung von  Curven  und  Flächen  °^  und  gab  in  einer  Reibe  von  Ä.bband- 
Inngen^  ausführliche  Darstellungen  der  allgemeinen  Theorie  und  ihrer 
Anwendung  auf  Carven  und  Flächen  zweiter  and  dritter,  sowie  auf  Curven 
vierter  Ordnung.  Eine  weitere  Verwerthung  fund  diese  Methode  in  einer 
Arbeit  des  Verfassers'""  über  eine  Fläche  dritter  Ordnung  und  ihre  Reci- 
prokalfläcbe,  deren  ste  reo  metrische  Gleichungen  und  Eigenschaften  sieh  in 
unmittelbarster  Weise  ergaben,  die  übrigens  später  von  Eckardt"*' bezw. 
Bauer'"*  noch  mit  Coordinaten- Methoden  untersucht  wurden.  Ferner 
führte  der  Verfasser'"^  eine  Erweiterung  des  Grassmann'schen  Princips 
dadurch  aus,  dass  den  als  CoDstructionselemente  benutzten  Geraden  und 
Punkten  eine  feste  Curve  hinzugefügt  wurde.  Dingeldey'"*  gab  auf 
Omnd    Grassmsnn'scher  BewegUDgs-Mechan\BmeTi  cvii«  w^x  tia£A^%%x- 
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zeugungsweise  der  Og  mit  Doppelponkt  und  eine  Constraction  der  Wi 

punktslinie ,  und  zeigte ,  wie  jener  Mechanismus  zn  modificiren  sei 
C^  mit  1 — 3  Doppelpunkten  in  erhalten,  and  wie  die  Elemente  desselben 
liegen  mUasen,  um  eine  gegebene  C^  zu  erzeugen.  Gleichzeitig  gab  ESlmel'"' 
die  besondere  Lage  der  Elemente  für  Og  mit  Doppelpunkt  an,  und  ein 
einfaches  Verfahren  zur  Bestimmung  des  Gradcä  einer  beliebigen  mitteUt 
eines  Grassmann'schen  Meehanismua  erzeugten  Curve.  Fritz""  dehnte 
die  erste  Graaemacn'scbe  Erzsugungaweise  der  C^  auf  den  Raum  aus, 
Sturm"''  benutzte  die  Graasmann'achen  Erzeagungs weisen  der  Curven 
dritter  Ordnung  und  Klasse,  um  die  Auaartungszablen  der  Homologie 
zweier  ebener  Felder  zu  bestimmen,  Caspary"*  dehnte  die  Grass- 
mann'scbe  Erzeugungaart  der  ebenen  Curven  auf  Baumcuryen  aus  und 
leitete  daraus  ihre  wesentlichen  Eigenscbaflen,  wie  auch  neue  ConstrnctioneD 
ab.  Endlich  gab  von  Eacherich'°^  auf  derselben  Grundlage  allgemeioe 
Methoden,  nm  algebraische  Curven  und  FlScben  beliebiger  Ordnung  aas 
der  Auzahl  der  sie  bestimmenden  Funkte  mittebt  reciproker  linearer  Systeme 
höherer  Stufe  zu  construiren,  eioe  Aufgabe,  die  vorher  für  Flüchen  von 
hBherer  als  vierter  Ordnung  noch  nicht  gelßst  worden  war.  —  Es  bat 
dieser  Methode  nicht  an  Gegnern  gefehlt.  So  musste  schon  Grassmann"" 
die  von  Bellavitis  ausgesprochene  Behauptung  widerlegen,  doss  seine 
Methoden  nur  speeielle  Arten  der  C^  lieferten.  Schröter*"  machte  die 
BD  Bich  ja  iuteressante  Bemerkung,  dass  die  drei  Grassmann'schen  Er- 
zengungsweisen  der  C^  durch  Umformung  aus  den  C  b as I e s 'sehen  und 
Cayley-Hesee'achen  Methoden  erhalten  werden  können.  Unzutreffend 
war  aber  die  hieran  geknüpfte  Bemerkung,  dasa  die  Grassmann'fichen 
Methoden  hierdurch  überflüssig  geworden  seien;  denn  man  bat  ea  hier 
thatsSchlicb  nur  mit  zwei  gleichberechtigten  Formulirungen  desselben  Grund- 
gedankena  zu  thnn,  einer  projecti  vi  sehen  und  einer  mecbauischeu.  Ebenso 
konnte  Schröter  nur  in  Unkenntniss  der  oben  erwähnten  schon  vorhandenen 
Literatur  behaupten,  aus  den  Grassmann'schen  Definitionen  ginge  nicht 
hervor,  wie  der  einer  gegebenen  Curve  zu  Grunde  zu  legende  Mechanismus 
herzustellen  sei,  und  dieae  Definition  sei  daher  für  die  wirkliche  Erzeugung 
der  Cg  und  die  Herleitung  ihrer  Eigenschaften   anfrucbtbar  geblieben. 

Eine  zweite  Methode  stellt  Curven  und  Flüchen  als  Functionen  eiriea 
variablen  Gebildes  (Pankt,  Gerade,  Ebene)  dar  imd  lehrt  durch  rechneriscbe 
Verbindung  dieser  Functionen  die  Beziehungen  zwischen  Curven  und  zwischen 
Flüchen  aufnufinden  und  darzustellen.  Diese  Methode  eröffnet  den  ein- 
fachsten und  nat lirlichsten  Weg  zur  Theorie  der  Polaren ,  der  Systeme  von 
Corven  und  Flüchen  und  ihrer  Ver w an dtschaftsbe Ziehungen,  Die  Grand- 
Züge  dieser  Theorie  gab  Grassmaun"*  in  mehreren  Abhandlungen,  die, 
zum  Theil  anknüpfend  an  Arbeiten  von  Clebach  und  Eeyo  Über  Polen- 
paare  einer  C^,  über  die  Polarentheorie  algebraischer  Flächen  etc.  die  bii- 
berigen  Methoden  ausser ordenUicfa  ^eTe\n.^B.t;\i\Ä"ii  uti  ttvie  Q^^i^'o.ta'ii 
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neae  Wege  fDr  die  Erweiterung  dieser  Theorien  er3ffiieten.  Die  weitere 
Ansbildung  dieser  Methode  führte  dann  direct  in  die  sehen  oben  besprochene 

Darstellung  der  neneren  Algebra  mit  ihrem  georaetriBchen  Interpretations- 
gebiet,  wobei  noch  die  von  Schendel"'  in  seinem  oben  cjtivten  Werk 
gegebenen  geometrischen  Anwendungen  zu  erwähnen  sind. 

Ein  dritter  Weg  führt  in  die  KrUmmungstlieorie.  Derselbe  benutzt 
in  gewohnter  Weise  die  Hilfsmittel  der  Differentialrechnung,  operirt  aber 
unter  Vermeidung  der  Coordinaten  mit  den  Gebilden  (Strecken,  Bogen 
und  ihren  Differentialen  etc.)  selbst  und  verwendet  im  Debrigen  die  Regeln 
der  S  tr  ecken  rech  nnng  und  der  för  die  Ausdehnungslehre  charakteristischen 
MultipUcationen.  Diese  Theorie  ist  in  allen  ihren  Theilen  von  H.  Grass- 
mann (jr.)"*  Ausführlich  dargestellt  worden.  Im  Änschlngs  hieran  gab 
Carvallo"^  einen  einfachen  Beweis  des  Satzes,  dass  die  Summe  der 
KrUmmongen  einer  Minimalflücbe  in  jedem  Punkte  Null  ist.  Mehmke'"* 
nntersnchte  auf  derselben  Grandlage  die  Etgeaschaften  der  linearen  Punkt- 
transformationen, BerUhrungstraQHformaliDneQ  und  ähnliche  Probleme"^, 
Dnd  gab  eine  allgemeine  Conatructiou  der  Krümmungsmittelpunlito  ebener 
Curven,  eine  neue  Begründung  der  Fandamen talsStze  der  FlSchentheorie 
nnd  vereinfachte  Beweise  von  Batzen  über  Baumcurven.  ^  Auch  Peano"* 
erörterte  diese  Oegenstfinde  eingehend  in  seinen  Lehrbüchern  der  Grass- 
roann'schen  Geometrie  und  leitete  mit  denselben  Methoden  eine  Reihe 
von  Sätzen  über  geometrische  Maiima  und  Minima  und  über  Normalen 
ao  Curven  und  Flachen  ab.  Cesaro""  gab  eine  Vereinfachung  der 
Codazzi'achen  Formeln  über  geodutische  Krümmung  und  Toraion  von  Curven 
auf  einer  OberflUche.  Hierher  gehört  auch  die  vom  Verfusser '^'  gegebene 
Lösung  eines  erweiterten  äteiner'acben,  auch  von  Sturm  behandelten 
Pioblems  über  Punkte  kleinster  Abstandssumme.  Endlich  verdanken  wir 
Fine'"  eine  mit  den  Methoden  der  Ausdebnungslebre  ausgeführte  Theorie 
der  Singularitäten  der  Raumcurven. 

Geometrische  Verwandtschaften  und  Transformationen  lassen 
sich  nach  Graasmanu'"  besonders  vortheilhaft  mittelst  der  (schon  oben 
erwähnten]  erweiterten  Quotienten  behandeln.  Hierauf  gründet  sich  die 
vom  Verfasser'^*  und  von  Hjde'"  weiter  ausgebaute  Theorie  der  trans- 
formirendea  Factoren,  nSmlicb  des  Verschieb ungsfactors  A  (bei  Hyde  z) 
für  Punkte,  und  des  Drehnngsfactors  V"  (bei  Hyde  ß)  für  Strecken,  Be- 
griffe, die  sich  in  der  Theorie  der  projecti  vi  sehen  und  coUiuearen  Bezieh- 
ungen, wie  bei  der  Darstellung  von  Curven,  mit  Vortheil  verwerthen  lassen, 
und  deren  Ceberlegenheit  den  Hilfsmitteln  der  Quaternionen  gegenüber  von 
Hyde  zweifellos  dargetban  wurde. 

Zweifacher  Art  ist  der  schon  frühzeitig  von  Klein  vermuthete  und  vom 
Verfasser"*  in  der  R2  in  den  GrundzQgen  dargelegte  Zusammenhang 
zwischen  den  Principien  der  Auadehnungslehre  und  den  Gesichtspunkten 
der  neueren  pr ojectivis cb en   Geometrie,  ■wie  s\fe  \iaw\«"o.^v't^  i-OT^äw 


Clebsch  vertreten  war.  Erstens  liefert  die  Methode,  rKomlicbe  Gebilde 
aua  anderen  mittelst  ZahlTactoren  abzuleiten,  gleichzeitig  Beziehungen  dea 
MaaB?ea  nnd  der  Lage.  In  diesen  Zahlfactoren  berührt  sich  die  Gragt- 
mann'Bche  Methode  mit  den  projecti  vis  eben  Coordinatea  Fiedler'g. 
Zweitens  führt  die  oben  erwSbate  Darstellung  der  Invariantentbeorie  ohne 
Jede  M aass bezieh II  ng  in  das  Gebiet  der  project irischen  Geometrie.  Dua 
diese  ZusammenbtlQge  den  einfachsten  Zugang  zar  projecti  Tischen  Geometrie 
im  n-dimensionalen  Haume  darbieten,  hatte  schon  Clifford'''  erkannt.  Nor 
den  ersteren  Zusammenbang  hatte  Study''' im  iVuge,  als  er  auf  dem  Gebiet« 
der  projecti  vischen  Geometrie  dem  symbolischen  llechnen  den  Vonag 
vor  der  Auadehnungslebre  gab,  und  letztere  in  ihren  Anwendungen  auf 
das  Gebiet  der  Mechanik  bescbrünkt  wissen  wollte.  Aber  auch  die  erste 
der  beiden  Methoden  bat  für  die  Zwecke  der  Geometrie  der  Lage  eine 
Weiterbildung  durch  Beseitigung  der  M aas sbe Ziehungen  erfahren.  Durch 
Einführung  der  projecti  vi  sehen  Addition  und  Subtraction,  sowie  der  pro- 
jectvvisch-arilhmetiscben  Multiplication  und  Division  gelang  es  Notb"*, 
die  einfachste  Änalysis  für  die  Geometrie  der  Lage,  und  insbesondere  fOr 
die  Theorie  der  M^bius'scben  geometrischen  Netze  einen  Bechnungi- 
mecbanismus  herzustellen,  der  nach  Notb's  nicht  pnblicirten  binterlassenen 
Notizen  auch  für  die  geometrische  Darstellung  zahlen  theoretischer  Bezieh- 
ungen nützlich  zu  werden  verspricht. 

Auch  die  Liniengeometrie  verdankt  der  Ausdehnnngslehre  neue 
Methoden  und  Besultate.  Sturm"^  fand  unter  Anwendung  der  finseeren 
MultipHcation  den  Zusammenhang  zwischen  den  Wirkungslinien  im  Gleich- 
gewicht beßndlicber  Kräfte  und  linearen  Compleien  und  Congrnenzen. 
Bncbheim-^  zeigte,  dass,  wenn  a  eine  aus  vier  Einheiten  gebildete 
allgemeine  Form  zweiten  Grades  ist,  die  Gleichung  (oi)  =  0  einen  Uuearen 
CompIeK  und  gleichzeitig  eine  Schraubenbewegung  darstellt.  Zn  demselben 
Resultate  gelangte  Hyde'^*  unter  Hinweis  auf  die  darans  resultirende 
wesentliche  Vereinfachung  der  Flilcker'scben  Behandlung  linearer  Compleie. 
Ausführlicher  wurde  diese  Vereinfachung  von  WBlscb"  vorgenommeo 
(auf  Grundlage  eines  schon  oben  erwähnten  Verfahrens),  und  das  ganze 
Verfahren  mit  gleichem  Vortbeil  auf  höhere  Complexe  ausgedehnt.  End- 
lich fand  MUller'^^,  dass  die  von  Grassmann  nur  formal  definirte  geo- 
metrische Summe  zweier  Linientheile  im  Baume  den  doi'cb  sie  bestimmten 
linearen  Complex  darstellt,  und  gründete  hierauf  eine  vereinfachte  Dar- 
stellung der  Compleie,  zeigte  auch,  wie  jede  erhaltene  Formel  sowohl  im 
Sinne  der  Kugel-  wie  der  Liniengeometrie  gedeutet  werden  könne. 

In  der  modernen  Forschung  nimmt  die  n-dimensionale  Geometrie 
einen  jltbrüch  wachsenden  Raum  ein,  da,  abgesehen  von  dem  Interesse  an 
dem  Gegenstande  selbst,  von  hier  aus  neues  Licht  auf  Gegenstände  und 
Methoden  der  gewöhnlichen  Geometrie  fällt.  Hier  nun  ist  die  AnsdebnuiigS' 
lehre  mit  der  Allgemeinbe'it  ihrer  lfi.el\io&«n  «Xf,  \jea^A%  ^«ftlszATig  der  notv- 


Bncbnog  TerBchiedentlich  anerkannt  worden.  In  der  Äl  wie  in  der  ÄS 
sind  denn  auch  geradezu  die  analytischen  Grundlagen  dieser  Wissenschaft 
enthalten,  und  es  bedarf,  um  diese  Grundlagen  in  Worten  i\i  erhalten, 
nur  einer  Uebersetzucg  der  allgemeinen  Begriffe  in  die  Sprache  der  Geo- 
metrie. Auch  im  Einzelnen  sind  auf  diesem  Wege  verschiedene  Erweiter- 
ungen geometrischer  Sätze  anf  mehrdimensioniLle  Ttilume  vorgenommen 
worden.  Vom  Verfasser"*  wurden  die  Sätze  über  Mittellinien  und  Schwer- 
punkte des  Dreiecks  und  Tetraeders,  über  das  vollstfindige  Viereck,  Heiaeder 
und  Oktaeder,  Über  harmonische  Punkigruppen  und  Aehnlicbes  anf  RHume 
mit  n  Dimensionen  ausgedehnt,  und  rückwärts  durch  Projection  neue  Sätze 
fQr  die  niederen  Gebiete  abgeleitet.  Auch  gelang  auf  diesem  Wege  die 
Elassißcation  der  Punktgruppen  in  Räumen  mit  beliebiger  Dimensioneu- 
zahl.'"  Dieselbe  Erweiterung  führte  Mehmke'^'  aus  für  den  Euler'schen 
Dreiecksatz  und  die  SStze  Über  den  Höhenschniltpiinkt  des  Dreiecks  und 
den  Kreia  der  neun  Pnnkte.  Clifford*"'  machte  auf  die  Möglichkeit  anf- 
raerksam,  eine  nilgemeine  projectivlsche  Geometrie  von  n  Dimensionen  auf 
G  rassmann'scber  Grundlage  aufzuhauen.  Dagegen  muss  bemerkt  worden, 
dass  die  für  die  oben  erwähnten  Erweiterungen  mehrfach  wichtige  Theorie 
der  mehrdimensionalen  regelmässigen  Körper  bis  jetzt  auseerhalb  des  An- 
wendungsgebietes der  AusdehnungHlehre  steht. 

Auch  die  von  Cayloy'^  aufgestellte  Theorie  des  analytischen  Ur- 
sprungs der  metrischen  Belationen,  auf  welcher  die  Unterscheidung  der 
nichteuklidischen  Geometrien  von  der  euklidischen  beruht,  findet, 
wie  Bchon  in  der  R2'^' gezeigt  wurde,  mittelst  der  G  rassmann'schen  Pro- 
ductbildungen  ilire  einfachbte  Darstellnng.  Dieselbe  Bemerkung  machten 
später  Buchheim'^  und  Coi'*",  welcher  letztere  eine  ausführliche  Ab- 
leitung der  Grundformeln  für  alle  drei  Hauptarten  der  Geometrie  gab, 
auch  zeigte,  wie  aus  dem  Begriff  der  Ableitung  eines  Punktes  ans  Punkten 
alle  descripliven  nnd  projectiven  Eigenschaften  von  Curven  folgen,  deren 
Pnnkte  gewissen  Gleichungen  genügen.  Uebrigens  zeigte  schon  Grass- 
mann'^'',  dass  die  Principien  der  Ausdehnungslehre  auch  zum  Aufbau  der 
nichteuklidiscbea  Geometrie  vollständig  ausreichen. 

Mit  Hilfe  der  Ausdehnangslehre  gefunden,  wenngleich  ncr  theilweise 
in  ihrer  Sprache  dargestellt,  sind  auch  die  schönen  Resultate  im  Gebiete 
der  Tbetafunctionen,  welche  Caspary"'  in  einer  Reihe  von  Arbeiten 
veröffentlicht  hat,  nnd  von  welchen  das  eine,  mit  den  Determinanten  zu- 
sammenhängende, schon  oben  (Note  82]  erwähnt  wurde.  So  gelang  es 
Caspary  u.  A.,  mit  Hilfe  einer  gebrochenen  linearen  Substitution,  das 
elliptische  Differential  dy.yt(y)  in  die  Weierstrass'scbe  Normalform  zu 
transformiren ,  und  daraus  neuere,  von  Hermite  gefundene  Gleichungen 
abzuleiten ,  geometrisch  zu  deuten  und  zu  vermehren.  Dann  wurde  gezeigt, 
wie  die  neun  Coeffictenten  einer  orthogonalen  Substitution  sich  identisch 
B^nrch  &-yiinctioBen  ausdrücken  lassen,    und  aU  An'fie'aiu'Q^  «wie.  «wX'^fiQ^, 


LHaimg  TOD  BotatioDS Problemen  gegeben.  Hierbei  stellte  sich  herans,  < 
iationen,  nelche  Jakobi'"  mittelst  elliptiscber  Fanctionen  gefanden  ) 
mittelst  der  Ausdehnungslehre  ohne  dieselben  ubgeleitet  werden  konnten,  und 
sieb  zum  Tbeil  als  absolute  IdentitStcn  erwiesen ,  zum  anderen  Tbeil  mit  Hilfe 
quadratiscber  Transformationen  der  &■  Functionen  in  solche  verwandelt  werden 
konnten.  Auch  die  Euler'scben  Winkel  &,  q>,  tti  und  ihre  trigonometrischen 
Functionen  wurden  mit  Hilfe  von  zwei  beliebigen  Argumenten  durch  die  vier 
Jakobi'schen  ©-Functionen,  und  mit  Hilfe  von  vier  beliebiKen  Argumenten 
durch  die  ungeraden  ä-Functionen  allein  ausgedruckt.  Mit  den  Euter'üchen 
Winkeln  sind  natürlich  durch  einfache  Beziehungen  auch  die  Winkel  o,  |3,)' ver- 
bunden, welche  beim  Beweise  des  Gauss'scben  FundamentjilsatEes  der  Aiono- 
metrie  mittelst  GrasEmann'scher  Methoden'*^  auftreten.  So  fallt  auch  die 
ganze  Theorie  der  Orthogonal  Systeme,  Rodriguea'sohen  Transformationen 
u.  s.  w.  einfach  in  das  Gebiet  der  „Haupteinbeiten"  der  Ausdebnungslebre,  wie 
dies  zum  Tbeil  schon  aus  den  einschlägigen  Abschnitten  der  B-2'"  hervor- 
geht. —  Ein  weiteres  Ergebniss  bildete  die  Ableitung  verschiedener  Formeln 
und  SStze,  wie  der  Weierstrass'scben  Formel  für  Producte  aus  je  vier 
^-Functionen,  des  Jakobi'scben  Fundamentaltbeorems,  der  Cajley'acbeu 
Gleichung  u.  s,  w.  ans  algebraischen  IdentiLBten,"^  Es  würde  zu  weit  führeu, 
die  zahlreichen  Resultate  dieser  Art,  welche  das  ganze  Gebiet  der  8-FaDC- 
tionen  und  der  mit  ihnen  zusammenbangenden  Gegenstände  als  natUrlicbs 
DomSne  der  Grassmann'scben  Metboden  erscheinen  lassen,  auch  nur  zu 
erwähnen,  und  es  muss  hier  der  Hinweis  auf  das  Literaturverzeichniss  in 
Note  145  genügen.  Nur  hinsichtlich  der  hyperellip tischen  Functiaueu 
sei  noch  bemerkt,  dass  die  Theorie  derselben  idenlisch  ist  mit  der  geo- 
metrischen Theorie  von  vier  Tetraedern,  welche  die  besondere  Lage  haben, 
dass  jedes  von  ihnen  den  drei  anderen  zugleich  ein-  und  umbescbrieben 
ist.  Im  üebrigen  mag  als  abschliessendes  Resultat  aller  dieser  ÜntersucbnngeD 
noch  hervorgehoben  werden,  dass  der  einfachste  Eingang  schon  znr  Theorie 
der  elliptischen  Functionen  weder  durch  die  Integral-Definitionen  fOhtt, 
noch  durch  die  PeriodiciUitseigeuGchaften,  ebenso  wenig  wie  der  zur  Theorie 
der  Theta-  oder  Sigmafonc tionen  durch  die  Entwickelung  nach  Potenieu 
der  Variablen.  Es  sind  vielmehr  geometrische,  mit  Eilfe  der  Äusdehnung«- 
lebre  darzustellende  und  weiter  zu  entwickelnde  Beziehungen,  auf  welchen 
die  einfachste  EinfUhruug  in  diese  Gegenst&nde  beruht.  —  Hiennit  wfire 
denn  auch  eine  schon  vor  laugen  Jahren  von  Klein  ansgesprocbene 
üeberzeugung  hestHtigt,  dass  nämlich  zwischen  der  Grassmann'scbeu 
Erzeugung  der  algebraischen  Gebilde  und  der  von  Clebsch  hegrUndelen 
geometrischen  Anwendung  der  Abel'Bchen  Functionen  eine  tiefe  Verbindong 
bestehe.  Diese  Verbindung  im  weitesten  Umfange  nachgewiesen  zu  haben, 
ist  Caspary's  Verdienst;  den  für  beide  Theorien,  die  analytische  wie  die 
geometrische ,  daraus  zu  erhoffenden  Gewinn  weiter  ans  Licht  za  ISnlent, 
ißt  Aufgabe  der  Znknufh, 


Am  angenfUUigsten   sind  die  Yortbeile  der   Aasdelmungslehre   in  der 
Mechanik   zd  Tage   getreten.     Währeod    in   der   reinen   Mathematik    der 

Carteaische  Standpunkt  durch  Fortbildung  der  anatytischea  und  Keu- 
gestaltung  der  synthetischen  Geometrie  doch  längst  überholt  war,  lastete 
auf  der  Darstellung  der  Mechanik  schon  bei  den  einfachsten  Beziehungen 
noch  immer  das  Bleigewicht  der  Coordinaten.  Probleme  der  Mechanik  sind 
denn  auch,  nie  Grassmann  seihst  in  der  Vorrede  zur  Al  erzählt,  der 
Ausgangspunkt  jener  Untersuchungen  gewesen,  welche  sich  allmählich  za 
dem  Syäteme  der  Ausdebnungalehre  verdichteten.  Bei  der  Umarbeitung 
Ton  Lagrange's  Mt-canique  analytique  stellte  sich  zuerst  heraus,  dass 
alle  Entwickelungen  dieses  Werkes  mit  Hilfe  der  auf  den  Begriff  des  äusseren 
Products  gegründeten  neuen  Analyse  sich  äo  einfach  gestalteten,  „daaa  oft 
die  Rechnung  mehr  als  zehnmal  kürzer  ausfiel ,  als  sie  in  jenem  Werke  geführt 
war".  Ebenso  Hessen  sich  die  oft  sehr  verwickelten  nnd  unsymmetrischen 
Formeln,  welche  in  Laplace's  Möcanique  Celeste  (Buch  IV)  der  Theorie 
der  Ebbe  und  Fiuth  zu  Grunde  gelegt  sind,  in  höchst  einfache  und  sym- 
metrisclie  Formeln  umsetzen,  wobei  die  Art  ihrer  Entwickelung  stets  dem 
Begriffe  zur  Seite  ging.  „In  der  Tbat  konnte  nicht  nur  jede  Formel, 
welche  im  Gange  der  Entwickelung  sich  ergab,  aufs  Leichteste  in  Worte 
gekleidet  werden,  und  drückte  dann  jedesmal  ein  besonderes  Gesetz  aus, 
sondern  auch  jeder  Fortschritt  von  einer  Formel  zur  andern  erschien  un- 
mittelbar nur  als  der  symbolische  Ausdruck  einer  parallel  gehenden  be- 
grifflichen Beweisführung.  Bei  der  sonst  üblichen  Methode  zeigte  sich 
durch  die  Einführung  willkürlicher  Coordinaten,  die  mit  der  Sache  nichts 
zu  schaffen  haben,  die  Idee  gänzlich  verdunkelt,  und  die  Rechnung  be- 
stand in  einer  mechanischen,  dem  Geiste  nichts  darbietenden  und  darum 
Geist  tödtenden  Formel  entwickelung.  Hingegen  hier,  wo  die  Idee,  durch 
nichts  Fremdartiges  getrübt,  Überall  durch  die  Formeln  in  voller  Klarheit 
hindurchstrahlte,  war  auch  bei  jeder  Form elen tw icke lung  der  Geist  in  der 
Fortent Wickelung  der  Idee  begriffen."  Mit  diesen  Worten  hat  Grass- 
mann  die  Methode  der  Ausdebnungslebre  nicht  nur  in  ihrer  Anwendung 
auf  Mechanik,  sondern  ganz  allgemein  auf  das  Treffendste  charakterisirL 
Denn  Mechanik,  Kinematik  und  Geometrie  sind  hier  nichts  Anderes,  als 
Interpretationen  derselben  Entwickelungen  und  Resultate  in  verschiedenen 
Anwendungsgebieten.  Die  Ueberlegenbeit  der  Ausdehnungslehre  auf  dem 
Gebiete  der  Mechanik  anderen  Methoden  gegenüber  ist  denn  auch  oft  an- 
erkannt, niemals  angezweifelt  worden.  Die  Resultate  von  Grassmann's 
eignen  Arbeiten  auf  diesem  Gebiete  sind  sehr  zerstreut.  Auch  die  beiden, 
speciell  die  Mechanik  behandelnden  Aufsätze'*'^  geben  im  Ganzen  nur  die 
Principien  und  Proben  der  Anwendung  neben  .\ndeutungen  und  Ausblicken. 
Leider  sind  diese  Arbeiten,  die  Grassmann  noch  in  der  letzten  Zeit 
seines  Lebens  wieder  aufnahm,  nicht  vollendet  worden;  das  Vorhandene 
genügt  aber  ohne  Zweifel  als  Fundament  für  den  Weiterb&u.    Gesammelt 


und  Bjstematisch  zus am men gestellt  Sodet  sich  alles  Wesentliche  der  Grau-  1 
maun'scben  Mechanik  in  einer  neaeren  Arbeit  des  Verfassers."^ 
schlSgige  Proben  aus  der  Ai  gab  scbou  Haukel'''^  Sturm'^  erledigte 
auf  diesem  Wege  den  allgemeinen  Fall  des  Gleichgewichts  von  n  KtafUin 
im  Räume  und  leitete  daraus  die  speciellen  Resultate  von  Spottis  woode, 
Cbelini,  Möbiua,  Cayley  und  Sylvester  her.  Cremona'"  benuttt« 
die  Ausdehnungslehre  in  seiner  Darstellung  des  graphischen  CalcDla  xar 
Construction  von  ßesultanten  und  Schwerpunkten,  Bunkofer"  au  Unter- 
suchuogen  tlber  die  Erhaltung  und  Urtsveränderung  des  Mittelpunktes  eines 
bewegten  Punktsystems  und  Über  den  Centrifugaldruck  einer  rotireuden 
Scheibe,  Pavaro"'"  würdigte  sie  in  ihrer  Bedeutung  fUr  graphische  Statik 
als  Hilfsmittel  des  technischen  Unterrichts;  einfache  Ableitungen  voa  Schwer- 
punktfitttzen  gab  der  Verfasser'*',  ferner  Caspary  in  Vortragen  in  der 
Soc.  math,  de  France  (1887)  Beweise  einer  Reihe  ebensolcher  Sätze  von 
Laisant,  Darboui,  Andr6  und  Fouret.  Carvallo'^'  fand  mittelst 
der  Grassmann'schen  Darstellung  von  Resultireuden  und  Schwerpunkten 
eine  Beihe  allgemeiner  SStze  über  Kräfte ,  die  an  Körpern  wirken  und  Qbet 
Gleicbwertbigkeit  zweier  Kraftsysleme.  Ebenso  Peano"^  Sätze  über  Kräfte, 
Complese  und  Schwerpunkte,  zum  Theil  neu,  zum  Thei)  von  Poinsot, 
Serret,  Steiner  ausgeEprocheo.  Eine  ausfübrlicbe  Bearbeitung  der  Statik 
auf  gleicher  Grundlage  verdanke»  wir  E.  MUller'",  wahrend  Lürotb's'** 
Grnndriss  der  Mechanik  zwar  auch  durchweg  auf  den  Anschauungen  der 
Ausdehnungslehre  fusst,  aber,  nicht  tum  Vortbeil  der  Sache,  in  die  Sprache 
und  Bezeichnungsweise  der  Quatemionen  Übersetzt  erscheint.  Burmester 
fand,  dass  die  Hauptsätze  seiner  kinematischen  Abhandlungen"^  spielend 
aus  den  Principien  der  Ausdehnungslehre  hervorgehen.  Die  Umarbeitung 
dieser  Untersuchungen,  sowie  verschiedene  andere  kinematische  Arbeileu 
mit  der  Ausdehnungslehre  führte  Mehmke'^''  durch,  ebenso  such  eine  neue 
vereinfachte  Theorie  der  Trägheitsmomente'*'  unter  Mitberllcksicbtigung  der 
speciellen  Probleme.  Abbö  zeigte  in  seinen  Vorlesungen  über  die  Mechanik 
fester  Körper,  dass  die  Anschauungen  der  Ausdehnungslehre  es  gestatten, 
den  Begriff  der  krummlinigen  Bewegung  unmittelbar  und  nicht  als  Ver- 
bindung geradliniger  Bewegungen  zu  erfassen  ,  und  stellte  insbesondere 
die  Beschleunigung  eines  Systempunktea  nach  Lage  und  Grösse  als  den 
geometrischen  Unterschied  zweier  auf  einander  folgenden  unendlich  kleinen 
Rotationen  dar.  Die  hieraus  sich  ergebenden  Bewegungsgteichungen  wurden 
von  Kircher'"  zur  Lösung  einer  Reihe  von  Problemen  benutzt,  die 
wesentlich  eleganter  und  ÜberaichtHcber  ausfiel,  als  mit  Hilfe  der  Eular* 
sehen  Bewegungsgleichungen.  Das  gleiche  Resultat  lieferte  die  von  Allt"* 
gegebene  Darstellung  des  d'Alembert'schen  Princips  und  der  Gleichungen 
der  drehenden  Bewegung  in  der  Sprache  der  Ausdehnungslehre.  Buch- 
heiai'^°  zeigte,  dasa  für  die  ganze  Theorie  der  Schraubenbewegungen  die 
A  usdeimun^slehre  den  einfacbstea  Mud  ui^^:k%\Aatetv  ^t^^aaugamechanismui 


liefert.  Inabeeondere  gab  er  eine  neue  und  volhtSDdige  Theorie  der  Schrauben- 
beweguDg   im    positiv   gekrflininteii  Baume    gegenüber   der  von  Clifford 

und  Ball  nur  fragmeutariacb  und  zum  Tbeü  beweisloB  gegebenen  Dar- 
stellung miltelet  Biquatemioueii ;  ferner  dehnte  er  die  für  unendlich  kleine 
Bewegungen  gefundenen  Formeln  auf  endliche  Bewegungen  aus,  und  zwar 
für  alle  Arten  des  dreidimensionalen  Baumes;  endlich  erweiterte  er  die 
ganze  Theorie  auf  den  «-dimenaionitlen  Raum.  Auf  demselben  Gebiete 
und  mit  denselbeu  Mitteln  arbeitete  Cox'^^,  der  namentlich  die  Seh  rauben- 
bewegungen  im  b;perbolii>cben  Räume  und  das  Cylindroid  unterüuchle,  und 
Hjde"",  der  ebenfalls  zeigte,  „wie  ansserordenllicb  Ball's  Theorien  an 
Einfachheit  und  Durchsichtigkeit  gewinnen,  wenn  man  die  Begriffe  und 
Methoden  der  Auadehnungslebre  auf  sie  anwendet."'^"  Trotzdem  ignorirte 
die  Darstellung  der  Ball'schen  Theorien,  welche  Gravelins  in  seiner 
Theoretischen  Mechanik  Elarrer  Systeme  (1889)  gab,  diesen  Portschritt 
TolUtttndig,  woran  sich  der  Ratb  eines  Recensenten  knüpfte,  das  Werk 
einer  vollstöndigcn  Umarbeitung  in  obigem  Sinne  zu  unterziehen.'^"  Auch 
Stndy'^'  Echloss  seine  Betrachtungen  über  die  Parameterdarstellung  der 
Qruppe  der  Drehungen  eines  starren  Körpers  um  einen  festen  Punkt  noch 
an  die  Ouaternionen  an.  —  Endlich  behandelte  Gibbs**  die  Theorie  der 
Potentiale  und  anderer  für  specielle  Probleme  der  mathematischen  Physik 
wichtigen  Functionen  durchweg  mit  den  Productbildungen  der  Ausdehnunga- 
lebre.  Entsprechende  Arbeiten  anderer  Fachmänner  aus  den  Gebieten  der 
ElasticitEitfilebre  und  der  Hydrodynamik  harren  noch  der  VerÖffenttichnng. 
Auch  in  Grassmann's  schon  oben  erwähnter  Theorie  der  Elektro- 
dynamik'°'  spielen  die  Methoden  der  Ansdehnungslehre  eine  wesentliche 
Rolle,  ebenso  nach  neueren  noch  nicht  publicirten  Untersuchungen  in  der 
speciellen  Theorie  der  Transformatoren.  Dasselbe  ist  der  Fall  mit  der 
Grassmann'acben  Theorie  der  FarbentoiBchung"''und  der  von  Frey  er"' 
aufgestellten  Theorie  der  reinen  Empfindungslehre,  an  welche  sich 
eine  ebensolche  Arbeit  von  Wundt"'^  über  die  Theorie  der  sogenannten 
Localzeichen  angchloss.  Einige  Anwendungen  der  Ausdebnungslehre 
auf  Krystallographie  und  die  Lehre  vom  Magnetismus  gabGrass- 
manu  selbst  in  der  Al.  (Ueber  die  noch  der  Zukunft  vorbehaltene  An- 
wendung der  höheren  complcien  Zahlen  auf  die  Chemie  ist  NSheres  bei 
Hankel'^  in  finden.)  Wesentliche  Vereinfachungen  mittelst  der  Aus- 
debnangslehre  sind  anch  bei  astronomischen  Rechnungen  erzielt 
worden.  Gibbs'*"  gab  mit  Anwendung  der  Strecken  rech  nung  und  der 
inneren  und  Jiusseren  Multiplication  ein  neues  Verfahren  an,  aus  drei  volU 
ständigen  Beobachtungen  die  elliptischen  Bahnen  von  Weltkörperu  zu  be- 
rechnen und  wandte  dasselbe  auf  die  Bahnbestimmung  der  Ceres  an. 
Dieses  Verfahren  gab  nicht  nur  bessere  Resultate,  als  die  Metboden  von 
Gauss  und  Oppolzer,  sondern  reducirte  anch  ganz  bedeutend  die  Arbeit, 
welche    erforderlich    ist,    um    die    Fundameut&lglewWTig   i-it  \Aw«iii,  ■^«t- 


zubereiten,     Im    AnecbluBS  bieran    fdbrteii  Beebe  and  PhilHp 
TolletKndige     Berecbnung     der    Bahn     des     Swift'achen     Kometen     (I 

V)  aua. 

Neben  den  vorstehend  genannten  Specialarbeiten  Etnd  nun  eine 
Reihe  von  Schriften  ia  verzeichnen,  welche  lediglich  bezwecken,  den  LeMT. 
mit  deu  Methoden  der  Äusdebnungslehre  in  grösserem  oder  geringerem 
UmTange  bekannt  zu  machen  und  ihn  zum  Studium  derselben  anzuregen. 
Ausser  Grassmann's  eigner  orientirender  Arbeit'®  und  des  VerfasBers 
„System  der  Baumlehre"  sind  in  dieser  Hinsicht  Arbeiten  folgender  Aatoreo 
za  nennen"":  in  Deutschland:  Hankel,  Mahler,  H,  Qrasamann jr., 
R.  Grassmann,  Peano,  Kraft;  in  England:  Henrici,  Cox;  in  Ameriku, 
Beman,  Clifford,  Hyde,  Gibbsj  in  Frankreich:  Caspary,  C 
vallo;  in  Spanien  (neben  einer  Arbeit  des  Verfassers):  Galdeano 
Italien  Peano;  in  Euasland;   Boguslavsky. 

Als  einen  für  die  Verbreitung  der  Ausdehn  ungslehre  sehr  nUtzlicheD 
Factor  bat  sich  die  Quaternionentheorie  erwiesen,  welche  ans  den  schon 
oben  beleuchteten  Gründen  zunächst  in  England  weit  schnellere  und  grCssere 
Beachtung  fand,  als  die  Ausdebnnngslebre  in  Deutschland,  sodann  abet 
auch  vcrhsitnissmitssig  rasch  über  die  Grenzen  ihrer  Heimath  hinausdrang. 
An  ihr  lernten  die  Mathematiker  Amerikas,  Frankreichs  und  Deutschlands, 
sich  mit  den  neuen  geometrischen  Recbnungsoperationen  za  befreunden,  die 
man  wenigstens  in  Deutschland  so  unerhört  und  unbequem  fand;  üeber- 
setzungen  der  H  amilton'schen  0 riginal werke ,  sowie  eine  ganze  Aniabl 
kleinerer  und  grösserer  Leitfäden  und  Lehrbücher,  namentlich  in  deutscher 
Sprache,  räumten  in  weiten  Kreisen  mit  dem  Vorurtheil  gegen  die  den 
Mathematikern  zugemutheten  Neuerungen  auf  und  arbeiteten  der  Ans- 
dehnungslehro  vor.  Gross  war  dann  allerseits  die  Ueberraschung,  wenn 
sich  herausstellte,  dass  die  den  Quaternionen  aufgezwungenen  Problem« 
mittelst  der  Ausdehnungslehre  viel  bequemer  und  schneller  zu  behandeln 
waren.  Diese  Anerkennung  kam  am  unumwundensten  und  schnellsten  in 
Amerika,  neuerdings  aucli  in  Frankreich  zum  Ausdruck,  Hyde'"  zeigte 
durch  Gegenüberstellung  von  Ableitungen  derselben  SStze  mittelst  der 
Quaternionen  und  der  Ausdehn  ungslehre  in  drastischer  Weise  die  Ueber- 
legenheit  der  letzteren  hinsichtlich  der  KQrze  des  Verfahrens,  Gibbs'" 
tbat  diese  Ueberlegenheit  in  seinen  bereits  citirten  Schriften  mit  Eifer  nnd 
Nachdruck  und  in  überzeugendster  Weise  dar  und  verlheidigte  dieselbe 
auch  gegenüber  Tait's  auf  missverstünd lieber  Auffassung  beruhenden  An- 
griffen, Clifford^^  kam  durch  vergleichende  Betrachtung  beider  DiscipHnan 
zu  demselben  Resultate.  Carvallo"^  endlich  gab  durch  seine  vervoll- 
kommnete Darstellung  der  von  Laguerre  (1867)  begründeten  Theorie  der 
linearen  Vectorfunctionen  auch  den  wichtigsten  Methoden  der  Quat^rnionen- 
rechnung  eine  Gestalt,  von  welcher  der  nächste  Fortschritt  zur  Ansdebnungs- 
lehre  ftlfarte.     Im  Uebrigen  wt«a  ¥  &d«\\Q\.^>\^^*  \tl  ««m«  DarsleUnng  der 
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^BBsmente  der  Qaaternionen  wenigsteDB  auf  die  Gras Bmami'Bchen  Beieich- 
"anngen  hin,  und  StepLanos"^  auf  die  Anwendung  der  Grasamonn- 
schea  Strecken  reell nung  7,ur  Dnratellnng  der  bilinearen  binären  Formen  mit 
Hilfe  schwerer  Funkle.  —  In  Deutschland  hatte  schon  früher  Unverzagt"" 
Quaternionen  und  Auadehnvingslehre  gleiehmSsaig  gegen  die  Angriffe  8cheff- 
ler's  zu  vertheidigen  gehabt;  später  sprach  sich  Study'"  mit  Nachdruck 
und  Unparteilichkeit  Über  den  Nutzen  der  nicht  algebraischen  Algorithmen 

Itind  das  zulässige  Anwendungsgebiet  der  Quateruionen  aus  und  zeigte,  wie 
Viib  erecht  igt  die  der  Abneigung  gegen  diese  Algorithmen  zu  Grunde  liegen' 
den  Vorurtheile  seien. 
Der  AusdebouDgslebre  speciell  ist  verschiedentlich  vorgeworfen  worden, 
1.  sie  benutze  willkürlicbe,  den  Gesetzen  des  gewöhnlichen  Rechnens  zu- 
widerlaufende Methoden,  2.  sie  wolle  alles  in  den  mathematischen  Methoden 
Bestehende  umstürzen  und  sich  überall  eindrängen,  3.  es  könne  durch  sie 
nichts  geleistet  werden,  was  nicht  ohne  sie  „ebensogut"  gelänge,  4.  es  fehle 
an  „neuen  Resultaten",  die  durcb  sie  gefunden  worden  seien,  sie  sei  über- 
haupt durch  die  gewaltigen  seit  Grassmann's  Zeiten  gemachten  Fort- 
schritte der  Mathematik  überflüssig  geworden,  da  kein  wesentlicher  ünter- 
mehr  zwischen  ihr  und  anderen  neueren  Methoden  bestehe.  — 
Bolchen  Vorwürfen  gegenüber  bemerkt  Study"'  treffend:  „Wer  den  Ge- 
brauch der  Quateruionen  oder  äbnticher  Algorithmen  grundsELtzlicb  miss- 
billigt,  wird ,  wenn  er  folgerecht  verfahren  will ,  auch  alle  die  schönen  (sc.  mit 
dem  analytisch- geometrischen  Algorithmus  der  Functionen  einer  complexen 
Variablen  gefundenen.  Anra.  d.  Verf.)  Untersuchungen  Über  conformo  Ab- 
bildung, Minimalflltchen  und  dergleichen  verwerfen  müssen,  durch  welche 
die  Wissenschaft  seit  den  Arbeiten  von  Gauss  und  Riemann  eine  wahr- 
hafte Bereicherung  erfahren  bat.  Einer  solchen  Erkenntniss  hat  sich  auch 
Gauss''^  selbst  nicht  verschüessen  können,  obwohl  er  den  zu  seiner  Zeit 
Torliegenden  analytisch  geometrischen  Algorithmen  von  Haus  aus  abgeneigt 
war.  Man  beruft  sich  also  mit  Unrecht  auf  seine  Autorität,  um  die  oben 
genannten  Anschauungen  zu  stützen."  Und  an  anderer  Stelle:  „Es  ist  die 
historische  Entwickelung  der  Wissenschaft,  die  Macht  einer  durcb  Generationen 
gepflegten  Gewohnheit,  die  uns  das  als  natürlich  erscheinen  lässt,  was  wir  uns 
in  den  ersten  Studienjahren  eingeprägt  bähen.  Tiefer  blickende  Geister,  wie 
Leibniz  und  dann  vor  Allen  Hermann  Graasmann,  haben  uns  gelehrt, 
dass  wir  dabei  nicht  stehen  bleiben  dürfen.  Freilich  sind  wir  noch  lange 
nicht  soweit.  Überall  nach  den  Principien  verfahren  zu  können,  die  ans 
Grassmann  als  ein  werthvolles  Vermüchtniss  hinterlassen  hat.  In  der 
Theorie  der  Bewegungen  jedoch,  wie  in  der  elementaren  Geometrie  ttber- 
hanpt  sind  wir  dazu  im  Stande."  —  Wenn  Analytiker  der  älteren  Generation, 
z.B.  der  feinsinnige  Heine,  von  der  Ausdehnungslehre  nicht  viel  hielten,  sei  es 
aus  Princip,  oder  weil  sie  keine  Ursache  fanden,  sich  ngher  mit  ihr  be- 
kannt zu  machen,    so  ist  das  angesichts  ihrer  damaW^ftn  \S'M.'tt'^'ii'^\Oi 
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and  isolirten  SteUang  zu  bagreifen.     HaatEutage  kann  oberSächUche  oder 
brachatUc leweise  KeoutnUs  ihrer  Methoden  nicht  mehr  als  Entschuldigangi- 

grnnd  angesehen  werden  f(lr  so  unbegründete,  absprechende  ürlheile  darSber, 
wie  sie  oben  zusammengestellt  wurden.  Diese  immer  nur  sporadisch  tarn 
Ansdruck  gekommenen  ürtheile  können  aber  auch  tbatsächlich  hent  in 
Tage  als  abgethan  gelten,  oder  bestehen  wenigstens  nur  noch  in  einzelnen 
Kreisen,  die,  einer  speciellen  wissenschaftlichen  Richtung  huldigend,  die 
Äaedehnungs lehre  bedauerlicher  Weise  und  ohne  reelle  Ursache  im  Lichte 
einer  gegnerischen  Bestrebung  aaseben.  —  Allerdings  heisst  es  in  den  vom 
Herausgeber  der  gegenwartigen  Jubelausgabe  von  Grassmann's  Werkei 
unterzeichneten  „Vorbemerkungen":  „Es  giebt  zwar  jetzt  eine  ganze  Reihe 
von  Mathematikern,  die  nahezu  ausschliesslich  mit  GrassmBnn'sehen 
Methoden  arbeiten;  aber  der  grossen  Mehrheit  aller  Mathematiker  ist  ei 
bis  auf  den  heutigen  Tag  ganz  fremd  geblieben:  man  beguUgt  eich  im 
günstigsten  Falle,  seinen  Namen  mit  einer  gewissen  Hochachtung  2a  nennen, 
aber  an  seinen  Werken  gebt  man  achselzuckend  vorüber."  Allein  ange- 
sichts der  in  den  vorstehenden  Mittheilungen  niedergelegten  Thatsachen 
dürfte  dieses  Urtheil  wohl  vielen  Lesern  allzu  pessimistisch  angehaucht  er- 
scheinen. Ja,  die  obigen  Mittbeilongen  über  Eutwickelung  und  Ansbreitong 
der  Äusdehnungslehre,  auch  wenn  sie  auf  Vollständigkeit  Anspruch  machen 
dürften,  erschöpfen  noch  keineswegs  den  Einflass,  welchen  die  Äusdehnungs- 
lehre bisher  auf  die  Entwickelung  der  Mathematik  gehabt  hat.  Es  würden 
z.B.  hinzuzurechnen  sein  Arbeiten,  welche  thntsBcblich  mit  den  Methoden 
der  Ausdehnungslehre  durchgeführt,  aber  nach  Erlangung  der  Resultate 
umgearbeitet  und  in  den  allgemein  Üblichen  Formen  der  Darstellung  pnbti* 
cirt  wurden,  entweder,  weil  die  Autoren  bei  ihren  Lesern  nicht  das  ge- 
nügende Versländniss  für  die  Grassmann'sche  Darstellung  voraussetzten 
oder,  weil  sie  die  Erfahrung  machen  mussten,  dass  die  Umarbeitungen  den 
Weg  von  dem  ßedactionstisch  einer  Zeitschrift  bis  zur  Druckerei  viel 
schneller  zurücklegten,  als  die  Originalarbeiten.  —  Weit  mehr  aber  l^llt 
der  Umstand  ins  Gewicht,  dass  die  neuere  Forschung  auf  den  Gebieten 
der  Geometrie  und  Mechanik  ersichtlich  mehr  und  mehr  von  dem  Geiste 
der  Äusdehnungslehre  sich  durchdringen  lässt,  auch  da,  wo  den  Methoden 
derselben  noch  eine  mehr  oder  weniger  ablehnende  Haltung  entgegen- 
gebracht wird.  Die  ganze  Entwickelnng  dieser  Forschung  drSngt  nicht 
nur,  wie  schon  oben  bemerkt  wurde,  mehr  und  mehr  auf  die  durch  die 
Äusdehnungslehre  geschaffene  äussere  Form  bin,  sondern  bewegt  sich  auch  in 
ihrem  Streben  nach  Auffindung  allgemeiner  Gesichtspunkte  und  allgemeinster 
Gesetze,  nach  Klarlegung  der  Zusammenhänge  zwischen  anscheinend  sich 
fernstehenden,  aber  innerlich  als  organisch  verwandt  zu  betrachtenden 
Gegen  st  Sn  den ,  nach  übersichtlicher  Ordnung  der  Resultate,  besserer  Fuoda- 
mentirung  der  Principien,  endlich  in  der  geringeren  Werthschötzung 
taiilirter  Resultate,   die   keinen  Vqt\äcW\U  \ti  iea  Kty»'iitt\Äft\i  ^\*ä&.'mi^s6. 
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erkennen  lassen ,  Überall  im  Geiste  der  Äasdehnangelehre  vorw&rts.  Da  ist 
es  denn  allerdings  nicht  za  verwundern ,  wenn  man  heut  zu  Tage  die  Aus- 
debnungsl ehre  ebenso  natürlich,  den  Qbrigen  Forschungametboden  verwandt, 
und  in  Folge  dessen  Uberflassig  findet,  wie  man  sie  vor  25  Jahren  un- 
natürlich ,  den  Uhrigen  Forschungämethoden  widersprechend ,  und  in  Folge 
dessen  UberfiUasig  fand.  Der  Vollständigkeit  wegen  miiss  auch  diese  mit- 
unter vorkommende  Auffassung  registrirt  werden.  Vielleicht  wird  in  späteren 
Zeiten  klarer  als  heute  zu  erkennen  sein,  dass  die  Mathematik  fin  de  siäcle  in 
viel  höherem  Grade  von  Geist  und  Methode  der  Ausdehnungslebre  be- 
einflusst  war,  als  ihre  Vertreter  selber  ahnten. 

Andererseits  liegen  von  den  Mathematikern  verschiedenster  LSnder  — 
darunter  die  angesehensten  Namen  —  Urtheile  vor,  die  mit  seltener  Ein- 
mUthigkeit,  oft  in  begeisterter  Weise,  die  vereinfachende,  ordnende, 
leitende  Kraft  und  die  ausserordentliche  Tragweite  der  Grassmann'scben 
Methoden  anerkennen ,  dieser  Methoden ,  die  bei  aller  Einfachheit  sich 
Überall  dem  Gegenstande  der  Untersuchung  aufs  Engst«  anschmiegen,  nie- 
mals in  unwegsame  liechnnngen  sich  verlieren,  um  auf  Umwegen  zu  einem 
einfachen  Ziele  zu  gelangen,  und  die  dem  Forscher  nnr  den  Verzicht  auf 
das  Vorurtheil  zumuthen,  als  beruhe  alles  Heil  in  der  Mathematik  auf  den 
Rechnanggarten  der  Arithmetik  oder  speciell  in  der  Geometrie  auf  Steiner's 
Sjstem.  Eine  auch  nur  auszugsweise  Mittheilung  jener  Drtheile  würde 
den  Rahmen  dieser  Arbeit  wesentlich  Überschreiten,  auch  wohl  hier  und 
da  die  Meinung  erwecken,  als  bedürfe  die  Ausdehnungslehre  heute  noch 
besonderer  fiffentlicher  Empfehlung  seitens  anerkannter  Autoritäten.  — 
Debrigens  ist  die  Bewunderung  der  Ausdehnungslehre  keineswegs  eine  so 
platonische  geblieben,  wie  man  nach  der  oben  mitgetheiJten  Stelle  der 
„Vorbemerkungen"  vielleicht  annehmen  könnte.  Nicht  nur  haben  Autori- 
täten ersten  Ranges,  namentlich  im  Auslande,  schon  seit  Jahren  sich  ihre 
Verbreitung  angelegen  sein  lassen ,  sie  ist  auch  längst  Gegenstand  beson- 
derer Vorlesungen  an  Hochschulen  geworden.  Sie  wurde  z,  B.  (nach  den 
hier  zn  Gebote  stehenden  Mitthei langen)  theiJs  in  ihren  Prinoipien ,  theüa 
in  Anwendungen  verschiedenster  Art,  vorgetragen  von  Barmester  in 
München,  von  Mehmke  in  Stuttgart  und  Darmstadt,  von  v.  Escberich 
in  Czernowitz,  von  Kraft  in  Zürich,  von  Hyde  in  Cincinnati;  auch  im 
mathematischen  Stadienplane  der  Universität  Leipzig  bat  sie  eine  Stelle 
gefunden.  Von  Interesse  für  die  Ausdehnungslehre  und  die  ihr  verwandten 
Metboden  giebt  aach  eine  von  der  Dutch  Society  of  Sciences  für  das  Jahr  1894 
gestellte  Preisaufgabe  Kunde,  in  welcher  die  Vergjeichung  der  Methoden 
von  Grasamann,  Hamilton,  Cauchy  mit  Rücksicht  auf  ihre  Verwerth- 
barkeit  für  die  Physik  gefordert  wurde,  Ueberbaupt  ist  das  Interesse  an 
der  Ausdehnungslehre  gerade  in  Amerika  stets  ein  besonders  reges  gewesen; 
demgemäss    muasta   auch    der  Wnnsch,    die    schwer    zagänglichen  Arbeiten 


GraasmaDn's   in  einer  Gesatnmtaasgabe  vereinigt  zu  geben,   in  Ami 

naturgemSsB  besonders  lebhaft  empfundeo  werden. 

üeber  dtts  ZnEtandekommen  dieser  Gesammt ausgäbe,  xu  der  wir 
mit  einigen  Schi usa bemerk nngen  aurüclckebren  wollen,  verbreiten  sich 
bereits  cittrten  „VorbeEaerkiingen"  mit  dankenswerther  Offenheit,  l 
Rlein-Göttingen  that  im  EinversUtadnias  mit  Grassmanna  Familie 
einleitenden  Schritte  dazu,  indem  er  in  der  Person  des  Herrn  Engel-Leipii 
einen  ebenso  umsichtigen  wie  gewissenhaften  Herausgeber  and 
Mathematisch  -  physischen  Klasse  der  kSnigl.  säcbs.  Gesellschaft  der  Wist 
Schäften  eine  ebenso  liberale  wie  anaehnlicbe  Interessentin  an  der  Fördi 
des  Unternehmens  zu  gewinnen  nusste.  Indem  Herr  Klein  seine  e 
Tfaätigkeit  für  das  Zustandekommen  der  Ausgabe  mit  diesem  Erfolge  im 
Wesentlichen  als  beendet  erachtete,  führte  Herr  Engel,  in  Fühinng  mit 
einer  von  oben  genannter  Gesellschaft  ad  hoc  eingesetzten  CommisaioD, 
durcb  Anwerbung  von  Mitarbeitern,  Verhandlungen  wegen  bestehender  Ver- 
lagsrechte und  durch  Vertrag  mit  der  B.  G,  Teubner'schen  Bncbhandinng 
wegen  Uebernahme  des  Verlages,  die  Vorarbeiten  zu  einem  günstigen  AU- 
sc hl  Des. 

Aber  auch  um  die  textkritische  Behandlung  des  ersten  Bandes. 
welchem  der  erste  Theil,  die  Äi  und  die  „Geometriscbe  Analyse"  ent- 
haltend, vollendet  vorliegt,  hat  sich  Herr  Engel,  2.um  Theil  im  Verein 
mit  Herrn  Study,  in  hohem  Masse  verdient  gemacht.  Zu  der  Schwierig- 
keit des  VerstHndniäses  kam  bisher  in  beiden  Ausgaben  der  A 
„Geometrischen  Analyse",  der  Mangel  an  genügender  Gliedei 
daraus  folgende  Unübersichtlichkeit  des  Textes.  Diesem  Uebelstande 
Herr  Engel,  unbeschadet  der  vollständigen  Genauigkeit  der  Wiedergabe, 
durch  wohlerwogene  Benutzuug  aller  verwendbaren  typographischen  Hilf^ 
mittel  gründlich  abgeholfen.  Sodann  erforderte  eine  grosse  Anzahl  kleiner 
redactioneller  Aendorungen,  die  Grassmann  selbst  gelegentlich  der  zweiten 
Auflage  der  Al  vorgenemmeu  hatte,  genaue  Vergleicbung,  Prüfung  and 
Entscheidung,  üeber  die  theils  hierdurch ,  theils  durch  allerlei  kleine  In- 
correctbeiten  der  ersten  Drucke  nölbig  gewordenen  Abweichungen  vom 
Originaltext  geben  gesonderte  Verzeichnisse  für  die  AI  und  die  „Geo- 
metriscbe  Analyse"  genaue  Auskuuft.  Von  besonderer  Wichtigkeit  und 
grossem  Intercste  ist  ferner  eine  lange  Reihe  zum  Tbeil  auch  von  Sti 
herrührender  Anmerkungen  erklärenden,  kritischen  und  historiacben  Inbdl 
die  in  letzterer  Hinsicht  namentlich  über  Hamilton's  Stellung  zur  Aof 
debnungslehre  Neues  bringen  und  in  dankenswerther  Weise  auch  den  mit 
der  Ausdehnungslebre  so  nahe  zusammenhängenden  Leibuiz'scben  „Essay" 
vollständig  wiedergeben.  Den  Scbluss  des  Bandes  bildet  ein  für  beide 
Werke  gemeinsames  sehr  ausruhrltcbes  Sachregister,  welches  bei  der 
Text  auftretenden  Menge  neuer  Begriffe  und  Beziehungen  hier  doppelt 
voll  üud   um  so  mehr  am  P\aUe  isl.  >\a  Vva^iw  ■a.M,\  S.'ix  i\t  &.!.  ftin.  ki« 


1  AWj 

'  ent- 
erein 

ierig- 

3  hd(^ 


31 


TerceioliDis8  der  nea  eingeffihrten  AoBdrAcke  vorlag.  Durch  HinznfDgang 
der  Settomafalen  der  frDberen  Ausgaben  ist  es  ermöglicht,  Citate  anBJeneti 
auch  iu  dem  vorliegenden  Neudruck  mit  Sicherheit  aafzußnden. 

Die  nach  ntlen  RichtuDgeD  hin  erkennbare  liebevolle  Sorgfalt,  mit 
welcher  der  Herr  Herausgeber  seine  mUhsame  Aufgabe  erfasst  und  durch- 
geführt hnt,  verdient  um  bo  grOssere  Anerkennung,  da  er  nacli  eignem 
Gesländniss  „nie  ein  einseitiger  Parteigänger  Graasmann's  gewesen  ist 
und  das  auch  nie  werden  wird."  Nun,  wenn  das  von  dem  Herrn  Herausgeber 
trotzdem  bekundete  Interesse  für  Grassmaun  und  Bein  Werk  Ober  die 
trennende  Grenzlinie  hinaus  eine  Hingabe  an  dieses  Werk  zu  zeitigen  ver- 
mag, wie  sie  der  eifrigste  Anhänger  desselben  nicht  besser  documentiren 
könnte,  dann  sicher  kämpfen  die  einseitigen  ParteigUnger  —  wenn  es  solche 
giebt  —  wenigstens  für  keine  geringe  Sache!  —  Dass  Druck,  Correctur 
und  Ausstattung  des  Bandes  den  besten  Leistungen  der  B.  G.  Teubner'scben 
Firma  gleichstehen,  braucht  kaum  gesagt  zu  werden;  wohl  aber  ist  zn  er- 
wähnen, doss  auch  ein  treffliches  Bildniss  Grassmann's  nebst  Facsimile 
eine  Zierde  des  Bandes  bildet.  Möge  der  Herr  Heraasgeber  aus  der  ohne 
Frage  allseitigen  Anerkennung  seines  Verdienstes  um  die  Sache  Grass- 
mann's Kraft  und  Geduld  zur  Fortführung  und  zum  Abschluss  des  mUh- 
aamen  Unternehmens  schöpfen. 

Die  Bedeutung  dieser  Gesammtausgabe  für  die  weitere  Entwickelung 
nnd  Verbreitung  der  Ausdebnungslebre  dürfte  allerdings  nicht  darin  zu 
ancben  sein,  dass  sie  etwa  eine  neue  Aera  derselben  inaugarirte  und  einen 
bJB  dabin  nur  wenigen  Anhängern  bekannten  Gelehrten  plötzlich  auf  das 
Fiedestal  dea  von  aller  Welt  anerkannten  Ruhmes  zu  stellen  geeignet  wäre. 
Wie  wenig  in  dieser  Hinsicht  zu  thun  übrig  ist,  da»  beweisen  die  vor- 
etefaend  mitgetheilten  bisherigen  Erfolge  der  AusdebnungBlebre.  Für  das 
Ausland  liegt  die  Dedentung  der  Gesamrotausgabe  darin,  dass  sie  mit  der 
Bamrahiug  der  theils  vergriffenen,  tbeils  zerstreuten  Werke  Grassmann's 
einem  bereits  allgemein  in  den  Kreisen  der  hervorragendsten  Mathematiker 
gefüblten  BedUrfniss  entgegenkommt.  In  Deutschland  ist  die  Ausdebnungs- 
lehre  nunmehr  unter  der  Aegide  einer  hocbansebnlichen  wissenschaftlichen 
Körperschaft  endlich  als  gleichberechtigter  Zweig  der  Forschung  neben 
anderen  Schulmethoden  anerkannt,  und  diese  Anerkennung  wird  allerdings 
nicht  verfehlen,  ihre  werbende  Kraft  auch  unter  unseren  Landslenlon  zu 
aben.  Nur  möge  man  nicht  glauben,  dass  mit  dieser  Publication  jede 
Schwierigkeit  beseitigt  sei,  In  dem  25jäbrigen  Zeiträume  des  bisherigen 
Aufschwunges  der  Äuadehnungslehre  fehlte  auf  dem  Büchermärkte  die  Ai 
wSbrend  der  ersten  10  Jahre,  fehlt  die  der  Al  durch  ihren  Reichthum  an 
Begriffen  und  ihre  rechnerische  Entwickelung  so  sehr  überlegene  A2  seit 
langer  Zeit  bis  auf  den  heutigen  Tag,  Kein  Commentar  wird  auch  künftig 
äie  Schwierigkeiten  ganz  beben  können ,  welche  sieb  dem  Studium  der 
,  Orassmann  sehen    Originalwerke    vermöge   i\ivet    ft\g,ftiiM\;\%e,"a  \i-M»,'yä{«,'&<j, 
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immer  entgegenstelleii  werden.    Bis  eine  gana  neue  Bearbeitnog  dnS 
den  heotigen   Änforderungea  an   KUrze  der    Diction,    an   DorchnditigW 

und  üeberaichtlicbkeit  der  Darstellung  entspricht,  werden  pädagogUcli 
wohldurchdachte  Vorlesungen  und  die  in  die  Elemente  der  Äusdehnnngs- 
lehre  einführenden  Schriften,  wie  bisher,  so  auch  weiter,  das  leichteile 
und  bequemste  Mittel  des  Lebrens  und  Lernens  bilden.  Erst  nach  dieser 
Vorbereitung  wird,  wenigstens  von  der  Mehrzahl  der  Mathematiker,  das 
Studium  beider  Tbeile  der  Ausdehnungslehre  mit  Aussicht  auf  Gewinn  and  i 
Befriedigung  vorzunehmen  sein.  ^ 

Mit  dieser  Gesammtansgabe  stattet  aber  anoh  Deutschland  den  MaiwH 
eines  als  genialer  Forscher  wie  als  edler  Charakter  gleich  au  sgez  ei  ebneten 
Mannes  den  so  lange  geschuldeten  Dank  ab,  in  Erfüllung  der  prophetiachen 
Worte,  mit  denen  Uraasmann  vor  34  Jahren  die  Vorrede  znr  A'2  schlosi: 
„Ich  bin  der  festen  Zuversicht,  dass  die  Arbeit,  welche  ich  auf  die  hier 
vorgetragene  Wissenschaft  verwandt  habe,  und  welche  einen  bedeutendea 
Zeitraum  meines  Lebens  und  in  demselben  die  gespannteste  Austi«ngucg 
meiner  Kraft  in  Anspruch  genommen  hat,  nicht  verloren  sein  werde.  Zwar 
weiss  ich  wohl,  dass  die  Form,  die  ich  der  Wissenschaft  gegeben,  eine 
unvollkommene  ist  und  sein  musa.  Aber  ich  weiss  auch  und  muas  es  aus- 
sprechen ,  auch  auf  die  Gefahr  hin ,  fUr  anmassend  gehalten  zu  werden  — , 
ich  weiss,  dass,  wenn  anch  dies  Werk  noch  neue  17  Jahre  oder  l&nger 
hinaus  müsaig  liegen  bleiben  sollte,  ohne  in  die  lebendige  Entwickelung 
der  Wissenschaft  einzugreifen,  dennfch  eine  Zeit  kommen  wird,  wo  e> 
aus  dem  Staube  der  Vergessenheit  hervorgezogen  werden  wird,  und  wo 
die  darin  niedergelegten  Ideen  ihre  Frucht  tragen  werden.  Ich  weiss,  da<B. 
wenn  es  mir  auch  nicht  gelingt,  in  einer  bisher  vergeblich  von  mir  er- 
sehnten Stellung  einen  Kreis  von  Schillern  um  mich  zu  sammeln,  welche 
ich  mit  jenen  Ideen  befruchten  und  zur  weiteren  Entwickelnog  und  Be- 
reicherung derselben  anregen  kSnnte ,  dennoch  einst  diese  Ideen,  wenn  auch 
in  veränderter  Form,  neu  erstehen  und  mit  der  Zeitentwickelung  in  lebendige 
Wechselwirkung  treten  werden.  Denn  die  Wahrheit  ist  ewig,  ist  gSttlicb; 
und  keine  Entwickelungsphase  der  Wahrheit,  wie  geringe  auch  das  Gebiet 
sei,  was  sie  umfasst,  kann  spurlos  vorübergehen;  sie  bleibt  besteben, 
wenn  auch  das  Gewand,  in  welches  achwache  Menschen  sie  kleiden, 
Staub  zerfallt." 
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gauche»,  Darboujt  Bull.  (2)  XI  (1887).  —  109.  y.  Eacherioh,  Die  Construotion  der 
algebr.  Curven  und  Flächen  etc.,  Wien.  Her,  LXXXV  (1883);  Die  Conatruotion  der 
algebr.  Flachen  eto.,  Wien.  Bcr.  {138*).-  HO.  OraBemann,  Die  lineale  Erzeugung 
von  C,,  Crelle'B  J.  LH  (1856).  —  111.  Schröter,  Zurückfuhr ung  der  Graeimann- 
Bchen  Deflnitionen  der  C,  etc.,  Crelle'a  J.  CIV  (1889).  —  112.  G  raBsraaan,  Die 
höhere  Projectivität  in  der  Ebene,  dargestellt  durch  Functioneverknupfung 
Crelle'a  J.  XLU  (1851) ;  üeber  zusammengehörige  Pole  et«. ,  Gott.  Nachr.  1872 ;  Ver- 
wendung der  Ausdehnangdlehie  fQr  die  allgemeine  Theorie  der  Polaren  etc. ,  Crelle'a 
J.  LXXXLV(1877).  —  113.  S.  Cital  96.  -  114,  H.  üraasmann  jr,,  Anwendung  der 
Au adeliDunga lehre  auf  die  allgemeine  Theorie  der  Ranmcurven  und  Oberflilchen, 
Progr.,  Halle  1886,  18f8,  1893;  Funktrechnuag  und  projective  Geometrie,  Featachr, 
Halle  1894,  -  115,  Carvallo,  Sur  les  snrfacea  minima,  Darboux  Bull.  (2)  XVUI 
(1891).—  Ilü.  Mehmke,  Ueber  swei . ..  charakt.  Eigenschaften  der  linearen  Puukt- 
tranaformation,  SchlOmiluh'a  Z.  XXXVI  (1891);  UnterBuchungen  über  die .  .  ,  Eigen- 
schaften der  BerührungstranBformatiou.  Ibid.XXXVHI  (1893);  Kleine  Beitrage  la 
den  Anwendungen  der  Methoden  von  Grasamann.  Ibid.  XXXVU  (1892).  -  117-  Iwd. 
XXXVU  (1892).- 118.  Peano,Calcologeometrico  aeoondo  l'A.  diH.  G.,  Turin  1888; 
Gti  elementi  di  calcolo  geom.,  Turin  1891.  -  111).  Paano,  Teoremi  au  maaBimi  e 
minimi  geom.  etc.,  Palermo  Read.  U  (1888).  -  120.  Ceaaro,  I  numeri  di  G.  in 
geometria  intrinfieca,  Rom  Acc.  L.  Reud.  (6)  Ul  (1894],  —  lÄl.  Schlegel,  ün 
the  Problem  of  the  miuimum  aum  of  the  diaCKncea  of  u  point  from  given  pointe, 
American  M.  S.  Bull  (2)  1;  Dt'mouatration  d'on  thdoräme  de  Steiner,  Progreao  mat. 
IV,  171(1894),  -  13a.  Fine,  On  the  singütaritieH  of  curvea  of  double  curvat, 
American  J,  VUl  (1886).  -  123.  A  2  S.  241  Bg,  -  124.  H  "  S,  76;  R  i  S,  49;  S.  auch 
Citat  67,  S.  21,  —  125.  Hyde,  Geometrie  division  oF  nou  congruent  quanlitiea, 
Annais  of  Math.  IV  (1888).  -  12«.  lis  8.69-104,  8,  156-360.  -  137.  Studj, 
l'eber  die  Geometrie  der  KegelEchnitte,  Habilit.- Sehr,  Leipz.  188G.  -  138,  Noth, 
Die  vier  Speciea  in  den  Elementen  der  Geöm,,  Progr,,  l'reiberg  i.  S,  1874,  1819; 
Die  Arithmetik  der  Lage,  Leipz.  1883.  -  129.  Sturm,  Sülle  forze  in  equilibrio, 
Annali  di  Mat.  (2)  VU(1876).  -  ISO.  Uuchheim,  On  the  theorj  of  screwa  in 
dliptic  »pace,  Lond,  M,  S,  ProcXIV,  XVI,  XVli,  XVUI  (1884- 87),  -  181,  H  jde, 
The  directienal  theor;  of  acrewa,  Annala  of  Math,  IV  (1888);  She  acrew  aa  a  unit 
in  aGraesmaDuian  Bestem  of  the  eilt  Order.  Aunataof  Mat,VlII  (1894).  ~lS2.Mü]ler, 
Die  Liniengeometrie  nach  dea  Principien  der  Graaamann'wilieii  Awade'aM'Mj^AtsViiÄ, 
matah.  f.  Math.  U  (1391).  ~  1S8.  Schlegel,  Qae\q.viea  fhfeoicme«  4*  ^feö^li'«\B, 
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&  n  dimBDB.,  S.  H.  F.  Ball.  X  (t8S3).  -  181.  Schlegel,   üebei  die  verschiedenen 

Formen  TOD  Gruppen  etc.,  Hoppe's  Areli.  (S)  X  U891).  -  1S&.  Mebmke,  Ausdebo- 
nng  einiger  elera.  Sätae  über  das  ebene  Dreieck  etc.,  Hoppe'a  Arob,  LXX  (1884), 
laC.Cayley,  Siith  memoirnpon  Quanfic«,  Lond.  Phil.  Tran«.  CIL  (18S9). 
S.  5-ia,  S.  350  flg.  -  138.  S.  Citat  ISO,  8.  89.-  139.  Coi,  On  the  applicatioo  Ä 
qualemionB  and  G.  A.  to  differeat  kinds  ofuaifonn  apace,  Cambr.  Proc.  IV  (IB83). 
140.  Grassmanu,  lieber  da»  TerhSllniss  der  DichteuklidiBcheii  Geometrie  lar 
Auedehn ungglebre,  Anhang  [  zar  Al  (I8T8).  -  141.  Caaparj,  Eitrait  d'une  lettn 
ä  M.  Hermilc,  Journ.  de  Math.  (4)  V  {1889).  -  142.  Jacobi,  Gee.  Werke,  11,  EOS.  - 
143.  Schlegel,  Zum  Gaues'schen  Fundamentaleatz  der  Aionometrie,  Hoffmann't 
Z,  XVUl  (1887).  -  144  R»  S.  138  flg.  -  145.  Caiparj,  Ueber  die  Verwecdnng 
algebraischer  Idtutitäten  ctc,  Math.  Ann.  XXVllI  (1887);  Deber  einen  einfachen 
Beweis  der  Boeenbain'echen  Pundamentalformelu,  Math.  Aon.  XXX  (1S8T);  Sur  iet 
Bjatinies  ortbogonaux ,  formfs  par  les  fonctions  9;  Surune  m^tbode  ^Mment.  poni 
obtenir  le  thäoräme  fundamental  de  Jacobi  etc.;  Sur  lee  tbäorgmes  d'aüditiOD  de« 
fonctioQB  S;  C.  K.  CIV  (1887);  Sur  ui:e  maniere  d'eiprimer.. .  les  coefficienl«  de 
3  Bf it  gm  es  orthogonaui  etc.;  Sar  l'applicatioa  dei  fonclions  6 .  . .  aus  problStnei 
de  la  rotation,  C.  ß.  CVII(1888);  Sur  leB  expreBBiona  des  anglea  d'Euler...aa 
ino;en  des  fonctione  9  etc.;  Darb.  Bull.  (3)  XllI  (1889);  Sur  les  relations  qni  lient 
lea  äläments  d'un  eyat  ortbog-  aus  fonctioDB  8  et  e  etc.,  Jojrn.  de  Math.  (1)  Tl 
(1890);  Sur  une  nouvelle  m^tbode  d'eiposition  de  la  thäorie  des  foDctiona  0  etc., 
C.  B.  CXI  (ISeO);  Sur  une  tn^th.  ilitn.  pour  ätablir  les  ^(inaliona  diffäreotieltcs  dout 
les  fonctiona  8  forment  lea  inti^giales;  Sur  dem  ajat^mes  d'^quatious  diffärectiellet 
dont  lea  foncUoai  bj'perelUptiqueB  de  1"  eap.  forment  les  int^gralee;  Sur  les  dcai 
formea  bous  leequellea  sVipriment  . . .  les  coord.  de  la  aurface  da  V^*  degrä  etc.; 
Nouvelles  maniferea  d'eiprimer . . .  les  coord,  de  lu  surf  du  40"  degrfi,  C.  E.  CXU 
(1891);  Sur  une  nouvelle  njaniäre  dMtablir  lea  relations  algäbriquea  qui  ont  lien 
eotre  lea  fonct.  h;poreitipt.  de  t"  eap^ce,  Ann.  de  l'Ec.  Norm.  (3)  X  (1893),  - 
146.  GraBsmann,  Grandriaa  der  Mechanik,  Progr.,  Stettin  1867;  Die  Hechanik 
nach  den  Priucipieo  der  Ausdehnungslehre,  Math.  Ann.  Xn(1877).  —  147.  Schlegel, 
Die  Hauptmethoden  der  OraBamann'scben  Ausdehnungs lehre,  in  ihrer  Anwendaag 
auf  die  Mechanik.  Civiling,  XL  (1894).  -  148.  Uankel,  Theorie  der  compleien 
ZafalenBjateme,  Leipz.  1867.-  141).  Cremona,  Element«  des  graphischen  Caiciils, 
aberaetst  von  Curtze  (1875).—  150  Favaro,  La  statica  grafica  nel  inaegnameDlo 
BUperiore,  Venezia  1873.  —  151  Schlegel,  Zwei  Sätze  vom  Schwerpunkt,  SchU- 
milch's  Z.  XXI  (1876);  Sur  le  tbeoreme  de  M.  Laisant  etc.,  S.  M.  P.  Bnll.  X  (1883); 
Sur  Ic  th^otäme  de  M.  Helon  de  la  QoupiUigre  etc.,  Ibid.  XXI  (1893).  -  152.  Car- 
vallo,  Th^orfemea  de  m^canique;  Nojiveau  thdoreme  de  niöcanique,  Noo*.  Aon. 
(3)  XU  (1893).-  153.  Mailer,  Neue  Methode  z.  Ableitung  der  statiachea  GeaeUe, 
MittheiL  d.  kaiEeil.  kOnigl.  Technol  Gewerbemuseums,  Wien,  Neue  Folge  Ut  (1893). - 
154.  L  Orot b,  Ürundiias  der  Mechanik,  Manchen  1881.  -  155.  Burmester,  Kiae- 
matiach  geom.  Theorie  der  Bewegung  d.  attin  veranderl. .  .  .  Systeme,  SohlOmilch'i 
Z,  XXUI  (1878);  lieber  den  Beschleunigungszuatand  äbul,  veräoderl.  und  starrer 
ebener  Systeme,  Civiling.  XXIV  (18T8).-  15<l.Mehmke,  Heber  die  Geschwiadig- 
keiteu  beliebiger  Ordnung  ete,,  Civiling.  XXIX  (1883);  Eine  kinematische  Au^ 
gäbe,  DarmBtadt  1886;  Ueber  die  Bewegung  einea  atarren  ebenen  Systems  in  seiner 
Ebene,  Schlömilcb's  Z.  XXXV  (1890);  Deber  den  geometriaohon  Ort  der  PunkU 
ohne  Normalbeacbleimigung  etc.,  Civiling.  XXIX  (1883).  —  löT-Uehmke,  IJebrr 
die  Bestimmung  von  Trägheitsmomenten  mit  Hilfe  Gra»smana'ecber  Methoden, 
Math,  Ann,  XXIll  (1884);  Einrache  Darstellung  der  Trägheitsmomente  von  KOrpent, 
Seblömilcb'B  Z.  XXVUI  (1883).  —  15%.  K.\Tc\ieT,  ¥.»  Beltcag  zur  Bewegung  on- 
iderliciter  ebener  Sjat«me,  Ptogi.,  Wewvaawv  \?S>\.  —  WS-  k\\fc,'^*«t.i8Jj 


bD- 


■  Die  Grasamann'jaohe  ÄuadebnungBlelire.  59 

Ableitntig  der  Oleicbangen  der  drehenden  Bewegung  eines  starren  Eörpera  nach 
der  Grassmaon'Bchen  Analyse,  Prag.  Math.  Gai.  (1BB2).  -  160.  Mehmke,  Re- 
censioD  von  „Oraveliaa,  Theoretiauhe  Mechanik  starrer  Syateme"  in  der  Deutschen 
Lileraturztg.  IS90,  Nr.  11,  -  Iftl.  Study,  Ueber  die  Bewegnngeo  des  Raumes, 
Lpz.Ber.  1890,  8.354  -leS.Orasimann,  NeueTlieoried.ElektrodyDamib,  Poggend. 
Ann.  LX1V(1M5);  Zur  Elektrodynamik,  Crelle-g  J.  LXXXIÜ  (1877).  -  lOS.GraBs- 
mann,  Zur  Theorie  der  FarbemniBibimg,  Poggend.  Ätin.  LXXXIX  (1853);  Bemerk- 
ungen zur  Theorie  der  Farbenempfindongen  (Anhang  zu  dem  unter  Nr.  164  cilirten 
Werk).  -  164-  Prejer,  Elemente  der  reinen  Empfindungslehre,  Jena  1877.  - 
leä.Wundt.  Revae  pbilOBophique  (1879).- 16ß  S.  Citat  148,  S.  104.  -  187.  Gibba 
On  the  determination  of  elliptio  orbits  from  three  complete  obEervations,  Mem. 
National  Acad,  of  aciencea  IV  (1B90)  -  108-  Beebe  und  PhilHpB,  The  orbit  of 
Swift's  Comet  1880,  V,  determioed  by  Gibbi  Vector  Metod..  Astronom.  Journ. 
Nr.  207-208  (1890).  -  1«9,  Urassmann,  Kur^e  üebersicbt  über  das  Wesen  der 
Ausdehnungslebre,  Grünert'aArch.VI(1845).  -  170.  Bänke  1,  Theorie  der  complexen 
Zahleneystemej  Mahler,  Einleitung  in  die  GraBsmann'Eche Ausdehnungslebre,  Frogr, 
Ulm  1861;  H.  G  rassm  ann  jr.,  Punktrechnung  und  projectiTe  Geometrie,  Festschr, 
Halle  1894;  R.  GraeBtnann,  Die  Anadebnungslehre  oder  die  WigBenscbalt  von  den 
eiteDBiveDGrüssenelc.,Stettinl891iDieFolgelehreod,  Functionenlehre,  Stettin  1894; 
Peano,  Die  Grundüflge  des  geometnBclien  CalcOlB.  Uebersetiiung  von  Schepp, 
Leipz.  1891;  Kraft,  Abrisa  deg  geometrifichen  CalcüU,  Leipz.  1893;  Henrici, 
Encyclopäd  brltannicn  (18SCi);  Cox,  On  tbe  application  ofquaternions  and  G.  A.  etc.; 
Cambr.  Proc.  iV  (188-J);  Beman,  A  brief  account  of  the  essential  features  oF 
OraMmann's  ettension  algebra,  Anal.  Vlll  (1881).  (l'eberBetzDiig  von  Nr.  169); 
Clifford.  Applications  of  Grassmanti's  extension  algcbrn,  American.  J.l  (1878); 
Hyde,  Tbe  direclional  caiculua,  based  upon  the  methodH  of  H.  G.,  Boston  IBOO; 
üibbs,  ün  multiplö  algebra,  Americ.  Aesoc.  XXXV  (1886);  Caspary,  Sur  une 
ni^thode  de  gSom^lriequi  forme  le  lienete.,  Darboui  BuU.[2)XUl(1889);  Carvallo, 
Expoeition  d'une  m^thode  de  M.  Caspary  pour  l'ätude  des  courbea  ganchee,  S.  H. 
F. Bull. XV (1887);  La  m^thode  de  Grasemann,  Nouv.  Ann.  (3)  XI(ie89);  Schlegel, 
Introduction  aux  m^thodee  g^om^trique«  de  H.  G.,  Frogreto  mat  11,  111  (1898. 
189ä);  Galdeano,  Teoremaa,  problemas  j  m^todoa  geoui.,  ProgreBomat.IV(I894), 
Geomettia  gener&l.  Zaragoza  1896;  Peano,  Calcolo  geom,  secoudo  FA.  di  H.  G,, 
Turin  1888;  Gli  elementi  di  calcolo  geom.,  Turin  1891;  Boguslawsky,  Algebra 
der  Ebene  und  des  Kaumes  oder  Calcnlns  Situ»,  Moek.  Math.  Samml.  XIV-XVI, 
Moskau  1891  (Ruesiech).  —  171.  Hyde,  Calculus  of  direction  and  position,  Americ. 
J.  VI  (1883).-  172.  Gibbs,  Quaterniona  and  the  A.  Nature,  Mai  1891,  S.79;  Siehe 
auch  On  the  Böle  of  Quaterniona  in  the  Algebra  ofVectore,  Ibid.  April  1891;  Qua- 
terniona and  the  Algebra  of  Veclors,  ibid.  MSrz  1893;  Quaternions  and  Vector 
Analysia,  Ibid.  Auguat  1893,  —  173-  Carvallo,  Sur  les  Bjstemes  linöaires  etc., 
Houat»h.  f.  Math.  U  (1891).  —  174,  Fadelletti,  Principii  della  teoria  dei  quo. 
terniooi  etr.,  Batt.  6.  XX  (1882).  -  175.  StephanoB.  Sur  la  thÄorie  des  qua- 
terniona, Math.  Ann.  XXII  (1883).  —  176.  Unverzagt,  Ueber  die  Grundlagen  der 
Rechnung  mit  Qualetnionen,  Progr.,  Wiesbaden  18B1,  —  177.  Study,  Compleie 
Zahlen  und  Tranalonnationsgrappen,  Leipz,  Ber.  1889,  §  9;  Ueber  die  Bewegungen 
des  Raumes,  Ibid.  1890,  S.  361.  —  t7S.  Gauae,  Briefnechsel  mit  Schumacher, 
IV,  117.  Nr.  833;  Siehe  auch  Citat  10  und  31.  -  17ft.  Kysäus,  Bedeutung  und  An- 
Bitandung  der  Zahlen  in  der  Geometrie,  Progr,  Siegen  1860. 


F.  Klein.    TTeber  Arithmetiflining  der  Hathematik.     Sooderabdrock   ans 

den  „Nachrichten  der  königl.  Gesellpchaft  der  Wissenschaften  m  GUfr 
tingen.  QeschäftUche  Mittheilungen.  1895.  Heft  2. 
In  der  Mathematik  wurde  in  unserem  Jahrhundert  immer  mehr 
mehr  die  Forderung  betont,  dass  die  unbedingte  Giltigkeit  der  SStte 
höheren  Analysis  nicht  durch  Berufung  auf  die  Anschauung,  sondern  durch 
Zurückgehen  auf  die  ersten  Begriffe  und  Definitionen  der  Zafalenlehre  dar- 
gethan  werden  müsse.  In  der  vorliegenden  Rede  scizzirt  Klein  seine 
Auffassung  der  Stellung,  die  Geometrie  und  Physik  dieser  Arithmeti- 
struDg  der  Mathematik  gegenüber  einzunehmen  haben.  Indem  er  in  ihr 
wesentlich  eine  logische  Verschärfung  der  Deduction  erblickt,  verlangt 
Klein  zwar  eine  Uebertragung  der  grösseren  Strenge  auf  jene  anderen 
Diaciplinen,  betont  aber  auch  zngleich,  dass  der  Anschauung  trotzdem  ihre 
Bedeutung  in  weitem  Umfang  bewahrt  bleiben  müsse.  Die  analytisch- 
geometrische  Deutung  der  neueren  analytischen  Entwickelungen ;  der  Nach- 
weis, inwieweit  der  Raum  als  eine  Zahlenmannigfaltigkeit  anfgefasat 
werden  kann;  die  DntersQcbung,  wann  eine  Menge  von  Punkten  eine 
FlKohe  oder  eine  Curre  bildet;  die  PräcJsirung  von  Grenz  Übergängen  in 
der  Infinitesimalgeometrie  1  das  sind  einige  Aufgaben  der  Geometrie,  die 
einer  strengeren  LOsung  harren.  In  der  Physik  wird  genauer  za  unter- 
suchen  sein,  inwieweit  die  Hypothese,  dass  die  Materie  den  Raum  con- 
tinoirlich  erfüllt,  mit  der  Annahme  von  discreten  MolecUlen  gleichwertfajg 
ist^  oder  ob  Sätze  über  das  Gleichgewicht  und  die  Bewegung  elastischer 
Körper  oder  der  ElektricitSt,  die  der  physikalischen  Anschauung  entnommea 
«ind,  wirklich  richtig  sind.  Neue  Naturerkenntnisse  werden  durch  die 
Antworten  auf  solche  Fragen  nicht  gewounen,  sondern  es  werden  nar 
unsere  Auffassungen  der  Erscheinungen,  die  Ideaüsirungen  der  Natur,  die 
wir  nothwendig  vornehmen  müssen,  um  sie  studiren  za  können,  geklärt 
und  präcisirt.  Daneben  soll  aber  der  AnschauuDg  ihr  Recht  bleiben,  nicht 
nur  der  geometrischen,  sondern  auch  dem  mechaniBcb- physikalischen  GefUhl, 
wie  es  ein  erfahrener  Physiker  oder  Techniker  hat  über  das  Spiel  der 
Kräfte,  die  bei  seinen  Apparaten  oder  Constructionen  auftreten,  das  iho 
lehrt  mit  Sicherheit  zu  erkennen,  welche  Veruachlässigungen  des  Details 
niöglicb    sind,    ohne    die    gros&en  lAffi  «>\a«t  ^»OawaxiTi^  x'o,  ^«stUsehan. 
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Diese  Ansobaming  ist  es,  die  den  Fortschritt  der  WiSBenBChaft  «ibabnt, 
indem  eie  eine  IdealiairiiDg  vollzieht,  deren  Tragweite  nachher  die  streng 
logische  DedactioD  zu  untersuchen  hat. 

Auch  beim  Unterricht  ist  die  ÄDEchauung  nicht  zu  TemachläsBigeD : 
bei  der  eraten  Einruhrung  in  die  b5here  Anaijsia,  wo  der  Einzelne  den 
Weg  gehen  soll,  den  die  Wisaenschaft  im  Qroasen  gegangen  iat,  und  be- 
sonders bei  Schillern,  deren  Denken,  ihrer  Vorbildung  und  Beschäftigung 
gemSas,  mehr  aDschauungsmässig  ist. 

Anschauung  und  Deduction  getrennt,  bilden  aber  nicht  die  Wisaeu- 
schaft,  ihr  Leben  beruht  vielmehr  auf  der  Wechselwirkang  beider  Thelle. 

Die  vorstehenden  Zeilen  geben  einen  Versuch,  den  Inhalt  der  sehr 
gedankenreichen  und  anregenden  Rede  zu  acizziren,  um  damit  weitere 
mathematische  Kreise  auf  sie  aufmerksam  zu  machen.  Die  ßede  ist  als 
kleine  Broschüre  im  Buchhandel  erschienen.  j.  Lökotb. 

■  T.  Preston.    tJeber  das  gegenseitige  Verhältniss  einiger  mr  dynamischen 
I  Erklärung  der  Gravitation  aufgestellten  Hypothesen.     Innuguml- 

■  Dissertation.    München  1894.    20  S. 

Der  erate  Versuch  einer  mecbaniscbeo  GravitationserklSrung  geht  auf 
Le  Sage  zurück.  Doch  befriedigte  dieselbe  wegen  ihrer  vielen  willkür- 
lichen Annahmen  nur  wenig.  Auf  die  corpuscuies  ultramondains  von  Le  Sage 
stutzte  ein  Jahrhundert  später  Lord  Kelvin  eine  neue  Erklärung,  indem  er 
die  Atome  als  elastisch  voraussetzte,  ao  daaa  die  Aetheratome  ausser  ihrer 
kinetischen  Energie  noch  eine  potentielle  Energie  besitzen  sollten.  Im  Gegen- 
satz zu  Lord  Kelvin  nahm  Herr  Isenkrahe  einen  unelastischen  Stoss 
an  und  baute  seine  Gravi tationstbeorie  auf  der  kinetischen  Gaatheorie  auf. 
Zwei  Jahre  vorher  hatte  Verfasser  der  vorliegenden  Innugural  -  Diasertation 
eine  andere  Erklärung  aufgestellt,  die  hier  weiter  ausgestaltet,  in  ab- 
geschlossener Form  vorgetragen  wird. 

Wahrend  Le  Sage  und  Lord  Kelvin  wilikQrlich  AtomstrOme  an- 
nehmen, wird  hier  eine  Bewegung  der  als  elastisch  vorausgesetzten  Atome 
zu  Grunde  gelegt,  welche  der  von  der  kinetischen  Gastheorie  angenommenen 
genau  analog  ist.  Hieraus  gewinnt  der  Verfasser  eine  Erklärung  für  die 
Annahmen ,  welche  der  von  L e  Sage  und  Lord  Kelvin  aufgestellten 
Theorie  zu  Grunde  liegen,  im  Besonderen  für  die  Annahme,  dass  die 
symmetrische  Bewegung  der  Atome  unter  dem  beständigen  Wechsel  ihrer 
Richtungen,  welchen  die  ZusammenstSt^se  mit  der  groben  Materie  ver- 
ursachen, bestehen  bleibt.  Dabei  wird  vorausgesetzt,  dasa  die  mittlere 
WeglSnge  eines  Aetberatoms  gross  sei  g^gen  die  Entfernungen,  für  welche 
das  Newton'sche  Gesetz  genau  gilt.  Demnach  ergiebt  sich  als  eine 
Folgerung  dieser  Theorie,  dass  „die  Tragweite  der  Schwerkraft  durch  die 
mW6g]RDge  der  Atome  bedingt  ist". 


IiD  zweiten  Theile  der  Arbeit  gebt  VerfasBer  auf  deu  KrjEtallbau 
Scbon    Le    Sage    batte   die    ÄQüabine    einer  sehr    poiSseo    Stmctur 
groben  Materie  als  nothwendig  für  die  Erklärung  der  Gravitation  erkai 
und  Lord  Kelvin  hatte  diese  Annahme  UberDOmmen.     Hier  wird  versai 
diese   Vorstellang  genauer  zu  prScisiren,   so  dass  sie   zur  Erklärung  der 
Cohäaion ,  AdhBsion  und  chemischen  Verwandtschaft  geeignet  erscheint. 

—  E.  Jabnsb. 

C.  DuuEBNiL.  Tablean  mötrique  de  logarithmes.  Instruction.  —  Note« 
probl^mes  divers,  Arithm^tique.  Changes.  IntärCts  compos^s.  Annuil 
43  p.  C.  DuuGSNiL.  Tableau  ni6trique  de  logarithmes.  Atlaa  eleai 
taire.    8  p,    Paris  1894.    Haobette. 

Die  vorliegende  fünfstellige  Logarithmentafel  ist  von  einfachster  Fi 
Sie  besteht  aus  vier  Seiten,  deren  jede  zwanzig  Doppeheilen  enthSlt.  Jede 
obere  Zeile  führt  die  vierstelligen  Logarithmen  in  rothen,  jede  untere  die 
entsprechenden  Zahlen  in  schwarzen  Ziffern.  Um  die  Bestimmung  der  fünften 
Decimale  möglichst  ta  erleichtern,  werden  fUnf  Zeichen  eingeführt,  die  je  nach 
ihrer  leicht  zu  merkenden  Stellung  0,  1,  2,  3,4  bezw.  5,  6,7,  8,  9  bezeichnen. 

Die  Handhabung    der  Tafel  wird    an  einer  Reibe    von  Beispielen    aas 
der  Wechsel-  und  Zinseszinsrechnung  vorgeführt. 

Die  Ausstattung  ist  eine  vorzügliche.  £.  Jahnxb. 


iE. 
.taÄa  ■ 


H.  Laurent.   Traitä  d'algäbre.   Compl^ments.   IVpartie.  Theorie  des  pol;- 

nomes   &  plusieurs  variables.    Paris  1894.    Oauthier -Villars.    56  p 

1,50  Fr. 

Ziel  des  vierten  Theiles  ist  es,  die  elementare  Algebra  durch  das  Studium 

der  fundamentalen  Eigensehaften  der  Poljnome  mit  mehreren  Variablen  zu 

vervollständigen  und  die  bekannten  Eigenschaften  der  Polynome  mit  oioBr 

Variablen   zu  verallgemeinern.     Der  Verfasser  giebt,    ausgehend  von  einem 

Jacobi'schen  Theorem,  eine  vollständige  Theorie  der  Elimination  and  der 

sj'mmetrischen  Functionen. 

Die   von    Herrn   H.  Marcband    besorgt«   vierte   Auflage   unterscheidet 
sich  nur  wenig  von  der  vorhergehenden.  ■£_  Jahxbc 


i 


F.  BuKA.    Ornndzfige  der  darstellenden  Oeomettie.    Wissenschartliche  B«)ü] 
läge  zum  Programm  des  Charlottenburger  Realgymnasi 
XH  und  24  S, 

Bis  vor  Kurzem  noch  war  die  darstellende  Geometrie  das  Stiefkind 
des  mathematischen  Unterrichtes  auf  höheren  Schulen.  Dieses  Verh&Itniu 
hat  sich  neuerdings  gebessert;  verschiedentlich  ist  dag  Bestreben  hervor- 
getreten, die  Kraft  der  darstellenden  Geometrie  fUr  die  Schule  voll  ftns- 
zanuUen.  Zum  Belege  bieifür  aei  auf  die  , Raumlehre"  von  Herrn 
fsrtus    verwiesen,    deren    zweiter  "YWW   ä«  GthuSiähoti   tet   'i^is&VnL' 
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perspective  in  drei,  oder,  wenn  man  will,  in  zwei  SStien  erledigt,  und 
deren  Pigaren  noch  vielen  der  bisher  erecbienenen  Btereometrischen  Lehr- 
büchern als  Vorbild  dienen  kOonen.  Auch  die  Arbeiten  dea  Herrn  Holz- 
müller (1.  Einführung  in  das  etereometriecbe  Zeichnen,  2.  Methodisches 
Lehrbuch  der  Elementar-Mathematik)  verfolgen  den  Zweck,  der  Schule 
die  darstellende  Geometrie  mehr  aU  bisher  zugänglich  zu  machen.  Das  Vor- 
wort der  vorliegenden  Programmabhandlang  bietet  eine  eingehende  Kritik 
der  von  Herrn  HolzmUUer  empfohlenen  Methode  zur  Einführung  in 
das  stereometrische  Zeichnen,  (Vergl.  hienu  noch  Hoppe's  Besprechung 
in  eeinem  Archiv,)  ' 

Die  Abhandlung  selbst  zerlUlH  in  drei  Abschnitte.  In  dem  ersten  werden 
dieGrundzUge  der  Ortbogonalper^pective  gelehrt,  die  r&umlichen  Gebilde  wer- 
den auf  eine  einzige  Grundebene  bezogen.  liO  üebungs aufgaben,  entnommen 
dem  von  Herrn  Hauck  herausgegebenen  Lehrbuch  der  Stereometrie  von 
Kommerell,  sind  beigegeben.  Der  zweite  Abschnitt;  Construction  stereo- 
metrischer  Bilder  lehrt  die  Cavalierperspective.  Die  Methode  der  Central- 
perspective ist  als  für  die  Schule  überflüssig  und  zu  weitgehend  nicht 
herangezogen.  Wenn  übrigens  Verfasser  des  weiteren  die  Ansieht  aufstellt, 
die  Herstellung  central pt'rspectivischer  Bilder  erfordere  einen  beträchtlichen 
Apparat  von  Uilfssätzen,  so  wird  diese  Behauptung,  zum  Theil  wenigstens, 
darch  die  obige  Bemerkung  widerlegt,  wonach  es  möglich  ist,  in  den 
Anfangsgründen  mit  drei  HilfssStzen  auszukommen,  die  man  noch  auf 
zwei  reduciren  kann.  Im  dritten  Abschnitt  wird  gezeigt,  wie  sich  die 
vorhergehenden  Sätze  in  der  Kegel  sc  bnittlebre  und  in  der  matbem  atiseben 
Geographie  verwerthen  lassen. 

Die  Abhandlung  ist  in  hohem  Masse  geeignet,  dem  im  Anfange 
betonten  Zwecke  neue  Anhänger  zu  gewinnen,  und  möchte  sich  Referent 
erlauben,  sie  den  Herren  Fachgenossen  angelegentlichst  zur  Berücksichtigung 
zu  empfehlen.  E.  Jahneb. 

H.  Hartl.   Aafgaben  aus  der  Arithmetik  und  Algebra.    Reichenberg  1894. 

Pritsche.    IV  und  271  S.    4  Mk.    Besnltate  1,60  Mk. 

Eine  neue  Aufgabensammlung,  welche  ausser  dem  in  alten  Sammlungen 

wiederkehrenden  Stamme  von  Aufgaben  wirklich    neue,    branchbare  bietet, 

trSgt   die   Berechtigung  ihres  Erscheinens  in  sich.     Das  vorliegende  Buch, 

welches  nur  Aufgabensammlung  sein,    kein  Lehrbuch  ersetzen  will,    bringt 

ne  Fülle    neuer   Aufgaben.     Unter   den  eingekleideten  mag  besonders  auf 

ne  Reihe   geographischer   sowie   auf  die  interessanten  Geschoss- Aufgaben 

in  gewiesen    werden.       Dagegen     sind    einzelne    Kapitel    verbKltnissm&ssig 

dürftig  bedacht,    so  unter  Anderem  das  Kapitel  vom  Rationalmachen  der 

Brüche,  das   Kapitel  der  Rentenrechnung.     Ferner  ist  es  nicht   zu  billigen, 

dass   hergebrachte,    durchaus   praktische  Bezeichnungen  der  Zinsrechnung 

willkürlich  abgeändert  werden.  ^,  ^t.-« 


64  Hiatorisch  -  literarische  Äbtbeiluiig. 

K.  ScBWERiNG  und  W.  Krihphoff.    Afifangsgrfindo  der  ebenen  Oeomettie. 
Freiburg  i.  Br.  1894.    Herder.    V  und  132  S. 

Es  geschieht  nicht  eben  h&afig,  dass  Mathematiker,  die  neben  ihrtr 
Schalthfltigkeit  eine  misseaschaftlicfae  TbUtigkeit  entfalten,  sich  mit  dar 
Herausgabe  eines  Lehrbuches  der  elementaren  Mathematik  befassen.  Dnd 
doch  ist  eg  wünachenawertb ,  gerade  aus  solcher  Hand  DarstellungeD  der 
Änfangagründe  zu  besitzen,  um  so  dankenswert  her  ist  die  vorliegende 
Bearbeitung. 

Die  Verfasser  stellen  sich  auf  den  Standpunkt,  die  ßanmlehre  so  vor- 
zutragen, „wie  sie  von  dem  jugendlichen  Oeiste  am  Leichtesten  erfasst  and 
verstanden  werden  kann,  nicht  aber  zugleich  alten  wissenschaftlicben  An- 
forderungen zu  genügen".  Demnach  wird  für  den  Unterricht  der  ersten 
Stunden  mit  Becht  das  Hauptgewicht  auf  die  Anschauung  gelegt.  Hierbei 
ist  nicht  der  Anschauung  von  Körpern  der  Vorzug  gegeben,  sondern  der 
Auffassung  von  ebenen  Figuren,  die  der  SchQler  selbst  durch  Zeichnung 
herstellt. 

Hervorgeheben  zu  werden  verdient  ferner  die  Änsscheidung  der  Lehre 
von  den  incommensurablen  Grössen  aus  der  scbulgemSssen  Behandlung 
(vergl.  Ref.  Bd,  37),  in  der  richtigen  Erwägung,  dass  die  in  fast  alli 
Lehrbüchern  auftretende  Darstellung  weder  den  Anforderungen  der  Wissen- 
schaft noch  denen  des  Unterrichts  völlig  gerecht  wird. 

Aus  der  neueren  Geometrie  bringt  das  Buch  nur  die  SStze  dt 
und  Menelaus,  sowie  die  ähnliche  und  umgekehrte  Abbildung. 

Dass  der  Verfasser  der  ,H)0  Aufgaben  aus  der  niederen  Geometrie' 
eine  Fülle  interessanter  Lehrsätze  und  Aufgaben  eingestreut  hat,  bedarf 
keiner  besonderen  Erwähnung. 

Der  Lehrstoff  ist  nach  Ktaaaen  eingetheilt,  wobei  die  Bedürfnisse  d« 
Gymnasiums  und  Realgymnasiums  massgebend  gewesen  sind.  Auf  du 
Oherrealschule  und  Realschule  dürfte  der  Stoff  von  der  Quarta  bis  aar 
Obertertia  bewältigt  werden  können,  ohne  daaa  Deberbllrdung 
furchten  wäre.  E.  Jaiinee. 


U.  Müller.    Flanimetrische    Constinction  sauf  gaben   nebst    Anleituog  IB.1 
deienLöBUDg  für  höhere  Schulen.  3.  Aufl.  Oldenburg  1894.  StaUinf 

68  S.     1,20  Mk. 

Die  Aufgabensammlung  iat  durch  zwei  Eigen thü ml ichkeiten  charakteii*  | 
airt,  einmal  durch  die  Beschränkung  des  Stoffes  dem  Umfange  nach  ■— 
Theilungs  ■,  Verwandlungs  -  und  Berechnungg aufgaben  sind  nicht  auf- 
genommen — ,  zweitens  durch  die  beigefügte  Anleitung  zur  Aufl&sung  der 
Aufgaben.  Da  das  geschickt  susammengestellte  BUcbelchen  in  Fachkreisen 
Aufnahme  gefunden  bat ,  so  sei  hier  in  Bezug  auf  den  zweiten  Punkt 
Doeb    iiemerkt,    dass   die  strenge  l)\iTc\i^UL't\icwu%  &«a  ^c'e^t.^iYejchtea  8chemM_ 


A 


bei  der  Behandlaog  Bämmtlicber  AuTgaben  nicht  wüiiEcheDswertb  er- 
acbeint;  bei  den  meisten  Aufgaben  ist  entweder  Änaljaia  oder  Beweis  nu 
verlangen.  Auch  etnpfieblt  Gich  für  die  Constructionen  ein  knapperer  Text, 
der  sieb  durcb  EinfUbrang  geeigneter  inatbematiBcber  Zeichen  erreichen  Ittsst. 

E.  Jahnkg. 


E.  Wbobel  Leitfaden  der  Stereometrie  nebit  einer  grosBen  Anzahl  von 
Uebungsaufgaben.  2.Aufl.  Rostock  1895,  Werther.   104S.    l,40Mk. 

Im  GegenaaiE  zn  einer  neuerdings  berrorgetretenen  Auffassung  steht 
der  als  Herausgeber  einer  ausgezeichneten  An fgaben Sammlung  bekannte 
Verfasser  auf  dem  Standpunkt,  daas  zwar  eine  Dbereichtliche,  aber  doch 
lückenlose  Anordnung  des  Stoffes,  wo  zu  jeder  Behauptung  auch  ein  Beweis 
gehört,  geboten  werden  mtisse.  Nur  an  einer  Stelle  wird,  in  .Ueber- 
einatimmnng  mit  anderen  Lehrbüchern  hiervon  abgewichen,  das  ist  bei 
der  Heranziehung  des  Cavalerischen  Princips  zur  Raum be rech n  11  ng. 
Als  besondere  Empfehliing  des  vorliegenden  Leitfadens  ist  noch  zu  er- 
wähnen, dasa  ihm  eine  Sammlung  von  grCsstentheils  neuen  Aufgaben  — 
es  sind  140  —  angehängt  ist.  Dun  Aufgaben  sind  am  Schluss  der  Samm- 
lang die  Resultate  angefDgt. 

Was  die  Figuren  anbetrifft,  ao  Hast  deren  Anachaulicbkeit  auch  in 
der  zweiten  Auflage  bei  manchen  noch  zu  wünschen  übrig,     g   Jabnkb 

fc 

^Dte  Lehre  von   der  Elektricität.    Von  Gustav  Wiedehann,     Zweite   ura- 
^V  gearbeitete  und  vermehrte  Auflage.    Zugleich  als  vierte  Auflage  der 

^P  Lehre   vom   Galvanismus   und   Elektromagnetismus.     Zweiter   Band. 

^P  Mit  163  HokstLchcn  und  einer  Tafel.     Braunschweig  1894.    Verlag 

^r  von  Friedrich  Vieweg  und  Sohn.     1126  S. 

f^  Der  zweite  Band  beginnt  mit  den  beiden  letzt«n  Kapiteln  der  Niobt- 
leiter,  wovon  das  grössere  die  dielektrische  Ladung  der  Körper  zum  Oegen- 
sland  hat,  wSbrend  in  dem  kleinereu  die  durch  das  Elektrisiren  hervor- 
gebrachten physikalischen  Eigenschaften,  wie  das  Tönen,  die  Aendernng 
des  Volumens,  der  Gestalt,  der  ElaaticitSt  und  des  optischen  Verhaltens 
zusammengestellt  sind.  —  Der  nunmehr  in  drei  Kapitel  zerfallende  dritte 
Theil  über  die  Beziehungen  zwischen  Elektricitttt  und  Wurme  vertauscht 
den  Inhalt  der  ursprünglich  zwei  Kapitel,  so  dass  zuerat  die  thermischen 
und  mechanischen  Wirkungen  des  elektrischen  Stromes  kommen  und  hier- 
auf die  ThermoelektricitUt  folgt,  von  welcher  das  Kapitel  über  die  ElektricitaU- 
erregung  in  Krystallen  durch  Temperaturänderungen  und  Druck  abgezweigt 
worden  ist.  Die  Gruppirung  und  Benennung  der  Unterahtbeilungen  sind 
vesenUich  verschieden  gegenüber  der  ersten  Auflage,  40  dt«.«  d.«  Wtsx 


^ 


Torbaiideiie  Raum  auch  um  ein  Drittel  UberBChritten  worden  ist.  8ol<die  Tad 
äuderaagen  fiaden  wir  nicht  in  dem  den  gre^sten  Theit  dea  Buchei  in 
ÄDspruch  nehmenden  vierteil  Theil,  welcher  die  Elektrochemie  umfasBl; 
Oruppirang  dea  Stoffes  blieb  dieselbe,  und  die  Deberschrirten  der  eiotelowfl 
Abtheilungen  weisen  im  Ganzen  nur  geringe  Abweichungen  auf.  Gteieb-  , 
wohl  hat  der  Stoff  durch  die  Literaturerganzung  bis  zur  Mitte  des 
Jahres  1893  eine  nicht  unwesentliche  Zunahme  erhalten;  denn  gerade  auf 
diesem  Gebiet  war  die  wissenschaftliche  Thätigkeit  in  den  letzten  zehn 
Jahren  augeregt  durch  die  Erfolge  der  physikalischen  Chemie.  —  Je  rascher 
die  weiteren  Bände  erscheinen,  um  so  willkommener  sind  sie  fl3r  deo 
forschenden  Physiker  und  Chemiker,  denen  dieses  Werk  ungeheure  Dienste 
leistet.  —  Die  Ausstattung  von  Seiten  der  Verlagsbuob bandlang  entspricht 
ihrem  bewahrten  Ruf. ß.  Nkbxi:» 

Jou.  Mülleb's   Lehrbuch   der  kosmischen   Physilc.     Fünfte  umgearbeitete 
und  vermehrte  Auflege   von    B.  F.  W.  Fetebs.     Ergänzungsband  m 
sBmmtlichen  Auflagen   von  MUller-Fouillet's  Lehrbach   der  Physik. 
Hit  447  eingedruckten  Eotzsticben  und  25  dem  Texte  beigegebeneD, 
sowie  einem  Atlas  von  60  zum  Thetl  in  Farbendruck  auegefllbrleD 
Tafeln.    Braunschweig  1894.  Verlag  von  Friedrich  Vieweg  nnd  Sohn. 
907  S.    Preis  26  Mk. 
Ftlr  Jeden,    der    Interesse  an  den  um  ihn  her  vorgehenden  Erschein- 
ungen der  Natur  hat.  muss  es  ein  wahres  Vergnügen  sein,  dieses  herrliche, 
von  dem  ESnigsberger  Astronomen  in  neuer  Auflage  herausgegebene  Werk 
zu  Btudiren,  das  durch  geschickte  Darstellung  auch  einem  grösseren  Leser- 
kreis   ohne  tiefere  mathematische  Kenntnisse  zugänglich  gemacht  ist.     Das 
Interesse  wird  noch  gesteigert  durch  die  zahlreichen,  zum  Theil  in  Farben 
aasgeftlhrten  Abbildungen,   deren  Anblick    dem    Genuas    eines  naturwissen- 
schaftlichen Theaters   gleichkommt.     An   diesem  Werke    ist  deutlich  iii  er- 
kennen,   dass    die  ungeheuren  Fortschritte  in  den  gesammten  Katarwisaen- 
achaften  während  der  letzten  25  Jahre  auch  auf  dem  Gebiete  der  kosmischen 
Physik    zu    verzeichnen   sind.    Dahin   gehören    die  Entdeckungen    bezüglich 
der  Rotation  des  Merkur  und  der  Venus,  der  Monde,  des  Mars  und  Jupiter, 
der    veränderlichen    Sterne    vom    Algol-Typns,    und    der   Erklärung    ihre« 
Lichtwechsela  durch  Pickering,  sowie  deren  Bestätignng  durch  die  pboto- 
graphischen  und  spectral analytischen  Arbeiten  Vogel's.     Auf  Grund  dieser 
neuen  streng  wisacDSchaftlichen  Erkenntnisse  muaaten  die  früheren  Anschau- 
ungen auf  ihre  Richtigkeit  geprtlpft  und  das  als  irrig  Erkannte  ausgeschieden 
werden,  wie  z.  B.  die  frühere  Ansicht  über  die  Constitution  des  Erdinnem. 
Wesentliche  Veränderungen  verursachte  die  starke  Entwickelung  der  Meteoro- 
logie, so  dasB  die  Abschnitte  Über  Ebbe  und  Fluth,  sowie  Ober  die  Ursachen 
und    Eracheinongen    des    Erdmagnetismus    einer    gründlichen    Bearbeitung 
onteTzogeD  wurden.  —  I)ft  dftB  Buc^i  n\<^\i.\.  uxikt  b\%  \^Wa>a«^V  ^  «oudem  aach 


als  Nacbschlagebuch  □nmeDtlicb  von  Laien  benutzt  wird,  so  wurde  darcb 
ein  reich  bftltigereB  Regiater  diesem  BedUrfniss  abgebolfea.  —  Dieses  aua- 
geteiohaete  Werk  bedarf  keiner  weiteren  Empfeblung.  b,  Nebel. 

Mttller-Fonillet's  Lehrbnch  der  Physik  nnd  Ueteorologie.  Nennte  nm- 
gearbeitete  und  verraehrte  Auflage  von  Leopold  Ppandlbh,  unter 
Mitwirkang  von  Otto  Schmer.  Zweiter  Band.  Erste  Abtheilong. 
Erste  Lieferung.  Branngchweig  1894,  Verlag  von  Friedrich  Vie- 
weg  nnd  Sohn.  292  S.  Preis  4  Mk. 
Die  gröaste  Veräudening  gegenüber  der  achten  Auflage  hat  die  Optik 
nufKaweisen;  denn  es  sollten  die  bahnbrechenden  Forschungen  Abbe's  auf 
dem  Gebiete  der  Mikroskopie,  seine  Lehre  von  der  Abbildung  nicht  Selbst- 
leuchtender  Objecte  und  die  sieb  daran  anschliessenden  Folgerungen  auf- 
genommen werden,  was  zum  ersten  Mal  in  einem  allgemeinen  Lehrbuch  der 
Pbjrsik  der  Fall  ist.  Auch  die  praktische  Optik  hat  eine  ßeihe  von  Fortschritten 
zu  verzeichnen,  so  dass  nicht  nur  eine  volIstSndige  Umgestaltung  und  Er- 
weiterung erfolgen  musale,  sondern  auch  die  Bearbeitung  dieses  neuen 
Stoffes  in  die  Hand  eines  Schillers  von  Abbe,  der  sich  auch  auf  dem 
Gebiete  der  praktischen  Optik  schon  bervorgetban  hat,  gelegt  wnrde. 
Die  Natur  der  Sache  brachte  es  mit  sich,  dass  die  Optik,  nicht  wie  die 
anderen  BSnde,  geschlossen  herausgegeben  werden  konnte,  sondern  dass  die 
zwei  Abtheilungen  selbst  noch  in  Lieferungen  erscheinen  werden,  von  denen 
zor  Zeit  die  erste  vorliegt.  —  Es  wurde  zu  weit  führen,  wenn  wir  auf 
den  reichen  Inhalt  noch  eingebender  hinweisen  worden,  Wie  sehr  man 
bestrebt  war,  schon  durch  äussere  Mittel  ein  Übersichtliches  Bild  von  den 
vorgetragenen  Lehren  zu  geben,  dafür  sprechen  die  farbigen  Strahlen  bei 
der  Farben  Zerstreuung.  —  Im  Interesse  der  schnelleren  Einführung  dieses 
Werkes  bei  der  studirenden  Jugend  wäre  es  erwünscht,  dass  die  weiteren 
Lieferungen  mSglichst  rasch  erscheinen,  zumal  das  Suchen  ohne  Indei  sehr 
zeitraubend  ist.  ._      _  .  B.  Nebel. 

Lehrbuch  der  praktischen  Geometrie.  Ton  Ch.  August  Vooler.  Zweiter 
Theil.  HSbenmessuugen.  Erster  Halbband.  Anleitung  zum  Nivelliren 
oder  EinwUgeu.    Mit  90  Holzstichen,  Vier  Nachbildungen  durch  Zink- 

^  filzung  und  fünf  Tafeln.     Braunxcbweig  1894,    Verlag  von  Friedrich 

Viewog  und  Sohn.  420  S.  Preis  11  Mk, 
Jahr  auf  Jahr  wurde  die  Fortsetzung  des  vorliegenden  Werkes  er> 
wartet,  endlich ,  nach  acht  Jahren,  ist  es  dem  mit  Berufearbeit  Uberbltuften 
Verfasser  gelungen,  den  ersten  Halbband  des  zweiten  Theiles  heraus- 
zugeben, dem  boffentlicb  in  kürzerer  Zeit  die  zweite  HSIfte  folgen  wird.  — 
Als  Einleitung  für  das  Höhenmessen  oder  Nivelliren  werden  die  NiveiUr- 
methoden  mitgetheilt,  die  zu  einer  geschichtlichen  Betrachtung  und  Be- 
sprecbuc^  der   era(en    Instrumente   die  Vevanlassiiig  jefeeu.     Uaslai^wi  i\a 
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beiden  Gmiidfonnen  des  NiTelliriaBtrumeiites  and  deren  PrOfang  erlSnl 
und  ihr  Wertb  gegenseitig  abgewogen  worden  ist,  wird  zu  den  Hai 
aufgaben  des  Einwttgeita  Qbergegangen,  —  Der  zweite  Äbscbnitt  betracbl 
das  Einwügea  mit  Hilfavorrichtungen,  deren  verscbiedece  Typen  Kunilchltl 
bescbrieben  werden.  Dem  Einwogen  mit  Distanzmegsung 
sondere  Kapitel  gewidmet.  Der  dritte  und  letzte  Abschnitt  umfasat  die 
Feinnivellements  «ad  deren  Ausgleichung,  wobei  die  einzelnen  Äufgabeo 
dnrcb  geeignete  Zahlen  bei  spiele  naher  durchgeführt  werden.  Die  kritische 
Betrachtung,  insbesondere  der  Instrumente,  ist  für  den  jungen  Geometer  von 
grossem  Wertb  j  denn  was  nUtzen  die  fleissigsten  ßeohachtuugen ,  wenn  der 
Betreffende  über  die  Fehler  und  Eigen  thUmlichkeiten  seines  Instrumente! 
nicht  völlig  im  Klaren  ist  und  sie  deshalb  nicbt  in  Rechnung  zieht.  Der 
Geometer  musa  Herr  der  Situation  sein,  nur  darin  kann  er  sieb  auch  vod 
dem  besten  Messgehilfen  unterscheiden.  Q.  Kebel. 


Dia  Arbelt  der  HuBkeln  und  die  lebendige  Kraft  des  meEScbliohl 
EÖrpetB,  Habilitationsschrift.  Von  Otto  Fibcbeb.  Leipzig  18t 
Breitkopf  nnd  HBrlel.  83  8, 
Die  geschichtliche  Einleitung  Ifisst  erkennen,  dass  eine  Reihe  Ton  Vor- 
arbeiten  wobl  durchgeführt  sind,  dass  aber  die  Thütigkeit  der  Muskeln  im 
Zusammenhang  noch  keine  Lösung  gefunden  hat.  Die  mUheToll  ania- 
stellenden  experimentellen  Arbeiten  reichen  nicht  aus,  den  Bewegungs- 
zustand eines  Körpers  völlig  zu  ergründen,  um  ihn  in  seinem  mathematisrhen 
Gewand  als  kinetische  Energie  oder  lebendige  Kraft  festzuhalten.  Der 
Grund  liegt  in  der  Complicirtbeit  des  Systems.  Im  Vorliegenden  wird 
daher  der  Versuch  gemacht,  den  Ausdruck  für  die  lebendige  Kraft  eines 
fUr  die  Mechanik  so  sehr  verwickelten  Massensystems  ausfindig  eu  macbeo; 
und  zwar  wird  zunächst  von  einem  besonders  einfachen  Körpersystem  ans- 
gegangen,  um  die  Methode  aufzusuchen,  mittelst  deren  man  zunächst  mög- 
lichst einfach  den  Ausdruck  für  die  lebendige  Kraft  erhält  und  sodann  die 
Beziehungen  zwischen  den  Aenderungen  derselben  und  den  Glementar- 
arbeiten  der  wirksamen  Kr&fte  feststellen  kann.  Da  dieser  besondere  Fall 
so  gewählt  ist,  dass  er  Aebnüchkeit  mit  dem  beim  Gehen  und  Laufen  der 
Menschen  bat,  so  wird  dadurch  der  Debergang  zu  diesen  Bewegungea 
selbst,  sowie  zu  dem  allgemeinsten  Fall  der  Bewegung  des  menschliche]] 
Körpers  wesentlich  erleichtert.  Auegegaugen  wird  von  einem  System  voa 
drei  Körpern,  die  wie  eine  Kette  hinter  einander  durch  Gelenke  verbunden 
sind.  —  Die  Untersuchung  liefert  eine  Reibe  von  Sätzen  und  schliesslich 
mehrere  mathematische  Formeln  fUr  specielle  Fülle,  deren  Wiedergabe  hier  la 
weit  fuhren  würde.  Mit  diesem  System  dreier  durch  Gelenke  mit  einander 
verbundener  Körper  scbliesst  die  vorliegende  Äbhandlnug,  die  ergSnit 
werden  boJJ   durch   eine  weitere,  im  Tiwi  wÄun\  ^e,\>Ä%«^  »iJa  ^.'il  i\A  Ut- 
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leitang  der  Besoltate  des  allgemeinsteD  Bewegungsfalles  beEiehende  Veröffent- 
lichnog.    Somit  ist  der  kflhne  Anfang  gemftcht,  in  ein  bisher  als  nnUber- 

windlicb  bezeichnetes  Gebiet  einzudringen.    Wie  weit  dasselbe  Etufgehellt,  und 
ob  jemals  das  Ziel  erreicht  wird,  muss  die  Zukunft  lehren.      Q,  Nebel. 


Formeln    und   Hilfslftfeln    für    geographiBche    OrtabeBtimmungen.     Von 
Th.    Albrbcht.       Dritte     umgearbeitete    und    vermehrte    Auflage. 
Leipzig  1894.   Terlag  von  Wilhelm  Engelmann.   344  S.   Preis  17  Mk. 
Gegenüber  der   zweiten   Auflage  weist   die  vorliegende   dritte    Auflage 
nicht  nur  eine  Umarbeitung,  sondern  auch  eine  ganz  bedeutende  Vermehrung 
anf,   die  über  100  Seiten  betrügt.    Der  Verfasser  war  dabei  bestrebt,    den 
Stationen  erster  Ordnung   ein  Hilfn-  und  Handbuch  für  astronomisch -geo- 
graphische Stationsbeobachtungen  zu  liefern,  welches  allen  daselbst  in  Frage 
kommeaden  Beobachtungen  sammt  den  dazu  gehörenden  Rechnungen  gerecht 
Bu   werden  vermag.     Es  dürfte  (IberflUssig  sein,    d&s  neu  Hinzugekommene 
besonders   zu   erwähnen,    da  es    dem    Fachmanoe    sofort   aas    dem  Inhalts- 
verzeichniss   entgegentritt-     Dieser   allein   versteht,    derartige  Werke   voll 
und  ganz  zu  schätzen,  zumal  wenn  sie  in  Übersichtlicher  Weise  ausgeführt 
Bind,  wie  dies  im  vorliegenden  Fall  zutrifTL  q,  Nbbbl. 


Lehrbuch  dei  geometrisohen  Optik.  Von  R.  S.  Heath.  Deutsche  autorisirte 
und  revidirte  Ausgabe  von  R.  Kanthack.  Mit  155  in  den  Text  ge 
druckten  Figuren.  Berlin  1894.  Verlag  von  Julius  Springer.  386  S, 
Preis  10  Mk. 

Der  Verfasser  war  bestrebt,  die  Portschritte  auf  dem  Gebiet  der  geo- 
metrischen Optik,  die  wesentlich  Gauss,  Listing.  Maxwell,  Hei: 
holtz  und  Abbe  zu  verdanken  sind,  einheitlich  zusammenzufassen,  i 
sie  schon  dem  Studirenden  in  seinem  ersten  Semester  zugänglich  zu  machi 
In  den  Fällen,  welche  besser  mit  höherer  Mathematik  durchgeführt  werden, 
vie  z.  B,  bei  der  Gauss'schen  Theorie  der  Linsen,  ist  zuerst  ein  eleme 
geometrischer  Weg  eingeschlagen  worden,  dem  unmittelbar  darauf  die 
eigentliche  Entwickelung  folgt.  Bei  der  üebersetzung  ins  Deutsche  wurden 
Mch  Aenderungen  vorgenommen,  um  das  Verständniss  des  Buches  zu  er- 
leichtern. Zur  Orientirung  tür  den  deutscbeu  Leser  möchte  ich  in  dem 
Titel  das  Bgeomelrisch"  durch  den  Zusatz  , mathematisch"  ergänzen;  denn 
wir  verstehen  unter  geometrischer  Optik  schlechtweg  die  Construction  der 
Haupt-  und  Brennpunkte  von  Linsensystemen  auf  zeichnerische  Weise  ohne 
Mathematik.  Es  ist  erfreulich,  dass  wir  Deutsche  in  der  neueren  Zeit  auch 
in  der  Optik  Werke  für  den  Unterricht  bekommen,  die  sich  ergSnzen,  wie 
wir  dies  in  der  Elektricitätslehre  reichlich  zur  Verfügung  haben.  Das 
Bncb  kann  den  Studirenden  bestens  empfoWen  «ctä«^.  \>,.'^^-«?.\.. 


Veber  den  Einfluss  des  elektrostatischen  Feldes  anf  das  optisobe  T«t* 
halten  piösoelektrisctaer  Kiystalle.  Vou  F.  Pocxels.  Mit  14  Figuren 
im  Test.    Eine   von   der  kSnigl.  Gesellschaft  der  Wissens  chatten  la 
GOttiogea  mit  dem  vollen  Preise  gekrönte  Arbeit.     GÖttingen  1894. 
Dieterich'ache   YerlagabuclihandluDg.     204  8.  —    Sonderabdrack  au., 
dem  39.  Baude  (malbematisch-physikaUsche  ßlasEe)  der  AbbandlungiH 
der  kCnigl,  GeselUcbaft  der  Wissenscbarten  zn  GOttingen.  ^t 
Die  Versuche    von   RGntgen    und  Kundt    Über    die   Äenderung  der 
Doppelbrechung    des    Quarzes     durch    dielektrische    Polarisation    in    einem 
elektrischen    Felde,    dessen  Kraftlinien    senkrecht    zur   krystallographischeii 
Hauptachse  verlaufen,    legten  die  Frage  nahe,  ob  die  elektrooptischen  Er- 
schejnangen    in    piSzoelek  tri  sehen   KrystsUen  nnt  die  Folge    der   im  elek- 
trischen Felde   eintretenden  Deformation    sind,    oder   ob   auch   eine  direcle 
Einwirkung  der  elektrostatischen  KrSfte  auf  die  Lichtbewegung  dabei  statt- 
findet.    Die    auf  Grund    von    quantitativen    Messungen    an   Natriumchlorat, 
Quarz,    Turmalin    und    Seignettesalz    gefundenen     Resultate     in    der    vor- 
liegenden Arbeit  bejahen   die  letztere  der  beiden  Fragen,  so  dass  also  die 
elektrostatischen  Kräfte   einen   directen    Einfluss    auf  die  Lichtbewegung  in 
piezoelektrischen  Krystallen   ausüben.     Die  Yersuche  wurden  noch  auf  eise 
Reihe  weiterer  Krystalle  ausgedehnt,   die  aber  zu  keinem  positiven  Ergeb- 
nisa geführt  haben,  theils,   weil  sie  zu  klein  hinsicbtlich  ihrer  Dimensionen 
waren,   theila,   weil  die  starke  anormale  Doppelbrechung  die  Spuren  einer 
elektrooptischen  Wirkung    verdeckte.      Bezüglich   der   angewandten    ünter- 
suchungsmetbode  nnd   der  weiteren  Einzelheiten  sei  auf  das  Original  ver- 
wiesen.                                          —                                B.  Nbbel. 

Einführnng    in   die  Usxweirache  Theorie   der  Elektiioität.     Mit  eioem 

einleitenden  Abschnitte  über  das  Rechnen  mit  VectorgrGssen  in  der 
Physik.  Von  A.  Föppl.  Mit  Figuren  im  Teit.  Leipzig  1894.  Ver- 
lag von  B.  G.  Teubner.  413  S.  Preis  10  Mk. 
Je  mehr  sich  die  MaxweH'sche  Theorie  verbreitet  und  je 
eich  auch  in  Deutschland  Eingang  verschafft,  um  so  mehr  tritt  das 
dUrfniss  auf,  den  Inhalt  der  Werke  MasweH's,  welche  für  den  die  Mat 
noch  nicht  beherrschenden  AnfUnger  mit  grosser  Schwierigkeit  zu 
sind,  in  eine  solche  Form  zu  bringen,  nie  sie  für  den  Studirenden  tob 
Nutzen  ist.  Boltzmann  suchte  dies  Ziel  zu  erreichen,  indem  er  sein 
Hauptaugenmerk  auf  die  Ableitung  der  Gleichuogssysteme  des  Feldes  aas 
der  Theorie  der  Cykeln  richtete.  Diesen  Weg  hUlt  der  Verfasser  indessen 
für  nicht  so  bequem,  er  vermeidet  die  mechanischen  Analogien  und  sieht 
von  der  Heranziehung  der  Energiebeziebungen  zur  Ableitung  der  Grund- 
gesetze ganz  ab,  vielmehr  stützt  er  sich  unmittelbar  nur  auf  die  Erfahrungs- 
Ihatsachen  und  führt  den  Nachweis  Über  die  Erfüllung  des  Energieprincips 
erat  am  Schhias.    Da  mir  dio  Kntftn^6gt>i-a4ft  i«  ■ü\Si«fcii!&»\-  ■wii  latRayat, 
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reehnnDg  TOraüBgeBetit  werden,  so  mnste  in  dem  ersten  Absobnitt  gleich- 
sam als  Einleitung  die  Algebra  und  Analysis  der  Vectoreii  vorangestellt 
werden,  da  der  Vectorencalcul  io  Deutscbland  bei  Weitem  nicht  ao  ver- 
breitet ist,  wie  in  England.  Der  Verfaaser  hat  glücklicher  Weise  auf  die 
Häufung  von  Formeln  verzichtet  und  daher  mehr  Test  verwendet,  was  um 
so  zweck  massiger  ist,  da  die  Vectoren- Gleichungen  in  ihrer  einfachen 
Gliederung  gleichsam  die  Rolle  der  Stenographie  vertreten.  —  Je  rascher 
die  Stadirenden  mit  der  Max  well'schen  Theorie  vertraut  gemacht  werden, 
um  ao  schneller  lernen  sie  diesen  Stoff  beherrschen,  der  znr  Zeit  in  der 
Physik  von  der  grössten  Bedeutung  ist.  —  Das  Buch  sei  daber  Allen, 
die  sieb  mit  der  ElektricitAtslehre  und  den  jetzigen  Anschauungen  hierüber  be- 
Bchaftigen,  empfohlen.  B.  Nebel. 

Handbnch  der  VermesBangsknade.  Von  Dr.  W.  Jordan.  Zweiter  Band. 
Feld-  und  Landmesaung,  Vierte  verbeaserte  und  erweiterte  Auflage 
in    zwei    Lieferungen.     Stuttgart   1893.     J.  G.  Metsler'scher  Verlag. 

h754  S.  nebst  einem  Anhang  von  55  8. 
Aue  Gründen  des  Vertriebes  wurde  der  zweite  Band  vor  dem  ersten 
neuer  Auflage  der  Oeffentlichkeit  Übergeben,  welch'  letzterer  in  Bälde 
folgen  soll.  Unter  solchen  Umstanden  schien  es  angezeigt,  die  einzelnen 
BKode  mCglichst  unabhängig  zu  gestalten,  daber  wurde  dem  vorliegenden 
Band  ein  Kapitel  über  die  Grundztige  der  Ausgleichungsrechnung  voraus- 
geschickt, so  dasa  den  gewöbulicben  BedQrfnissen,  wie  sie  bei  der  ein- 
fachsten Feld-  und  Landmeaaung  vorkommen ,  Rechnung  getragen  wird. 
Im  üebrigen  muas  der  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  gewidmete  erste 
Band  zu  Rathe  gezogen  werden.  Die  Aufnahme  selbst  neuer  Abschnitte,  wie 
diejenigen  über  Stadt  -Triangulirung,  Eisenbahn  vorarbeiten ,  Photogram  metrie, 
Topographie,  nebat  sonstigen  Erweiterungen,  konnte  bei  wesentlicher  Inne- 
baltang  des  gegebenen  Raumes  nur  dnrch  Kürzungen  in  früheren  Abschnitten 
erreicht  werden.  Diese  Auflage  zeigt  wiederum ,  wie  sehr  der  Verfasser  bestrebt 
ist,  sein  Buch  stets  auf  der  den  Zeitverhältnissen  entsprechenden  Höhe  lu 
halten,  weshalb  es  auch  auf  diesem  Gebiet  zu  den  ersten  Werken  in  Deutsch- 
land gezählt  wird  und  sowohl  der  studirenden  Jugend,  als  auch  den  Fachleuten 
aofa  Beste  zu  empfehlen  ist.       _^_^_^  B.  Nebel, 

TorleBangen  aber  mathematiiohe  Physik.     Gehalten   an  der   UniversitSt 

Königsberg,  Von  Fbanz  Neumann.    Siebentes  Heft.  Vorlesungen  Über 

^L  die  Theorie  der  Capillaritat.    Herausgegeben  von  A.  Wanubrin.    Mit 

H  Figuren  im  Text.   Leipzig  1894.   Verlag  von  B.  G.  Teubner.  234  S. 

H  Preis  8  Mk. 

^B  Erst  vor  Kurzem  hat  der  geistvolle  Physiker  Franz  Neumann,  der 
^^Bb  Mittelpunkt  für  mathematische  Physiker  gewesen  ist,  die  Äugen  ge- 
^HiAlosBen.     Seine  beröhmten  Vorlesungen  vüirdeü  a\iM  tiotiV  i'a.'iiiiv&e\i\jiÄ»i- 


Zeilen  von  eemen  SobOlern  in  iwangloBen  Heften  herana gegeben ,  die  ttbt 
freadigst    anfgenommen   wurden.   —   Das   vorliegende   Heft    erhielt   i 

Grundlage  durch  eine  Vorlesung  im  Sommer  1864,  die  dnrch  aolcbe  au 
der  Zeit  von  1857 — 1873  ergBnzt  wurde.  Neumann  giebt  in  diesen  Vor- 
lesungen nicht  nur  die  Theorien  der  Capillarität  von  Laplace  and  GauRi 
wieder,  sondern  er  theilt  darin  auch  seine  Arbeiten  auf  diesem  Gebiet  mit, 
namentlich  die  Anwendung  der  Theorie  auf  specielle  Fälle.  Während  der 
Herausgeber  sieb  in  Bezug  auf  den  Stoff  streng  an  das  von  Nenmann 
Gegebene  hält,  ao  glaubte  er  binsichtlicb  der  Darstellung  in  einem  Punkte, 
nümlich  bei  der  Ableitung  der  Variation  einer  Fläche,  abweichen  zu  müssen, 
um  durch  die  Betrachtung  der  Laplace'schen  Sstie  in  voller  Allgemeinheit 
Ton  der  gesonderten  Behandlung  verschiedener  Fälle  absehen  zu  kCnnen.  — 
Ein  EchCneres  Denkmal  als  durch  die  Herausgabe  dieser  Hefte  hStien  die 
Schuler  ihrem  unvergesslichen  Lehrer  nicht  setzen  kOnnen,  wodurch  diese 
höchst  erspriesalichen  Vorlesungen  auch  Solchen  zugänglich  werden,  die 
nicht  den  Genuss  hatten,  dem  Meister  zu  Füssen  zu  sitzen.      B,  t^EBBL. 


Vorlesungen  über  mathematiBche  Physik.   Von  Gustav  Kirchhoff.  Vieri 
und  letzter  Band.    Theorie  der  WSrme.    Herausgegeben  von  Profei 
Dr.  Max  Planck.    Mit  17  Figuren  im  Text.     Leipzig  1894,    Verl 
von  B.  G.  Teubner.     210  S. 
Die  Herausgabe  dieses  vierten  und  letzten  Bandes  ist  genau  nach  den- 
selben Grundsätzen,    wie    bei  dem  vorhergehenden  erfolgt.     Benutzt   wurde 
das  von  Kirchhoff  selbst  verfasste  und  wiederholt  umgearbeitete  Mannscript, 
das  er  seinen  Vorlesungen    von  1S76  bis  1S84  zu  Grunde  gelegt  bat-    Der 
Herausgeber   sah   daher  seine  Aufgabe   darin,   die  in  Folge   der  häufigen 
Aenderungen  verursachte  Störung  der  Einheitlichkeit  zu  beseitigen,  für  die 
Süssere  Form,  insbesondere  bezflglicb  der  Bezeichnung,  Sorge  zu  tragen  und 
unbedeutende  Lücken  auf  Grund  von  Zuhörerheften  auszufüllen.     Hier  und 
da   sah   sich  der  Herausgeber  veranlasst,    die   gedrängte   Darstelliings weise 
durch  beigefllgle  Anmerkungen  dem  Bedürfniss  des  Lesers  mehr  anzupaesec. 
—  Mit  diesem  Band  bat  ein  Werk  seinen  Abschluas  erreicht,  das  für  das 
Studium  der  theoretischen  Physik  von  hohem  Werthe  ist.  o,  Nebel. 
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Die  Terräinlehre,   TerraindarBtellung  and  das  militärische  Anfnehra 

Mit  Berücksichtigung  dur  neuesten  Bestimmungen  der  kUnigl.  preni 
isoben    Landesaufnahme    bearbeitet    von    Kobsmann.     Mit    mehr  I 
100  Fignreu  in  Holzstich.    Sechste  Auflage.    Potsdam  1891,     AaguÄ] 
Stein.     280  S.     Preis  4  Mk. 
Die  Nenauflage  des   in  erster  Linie  für  militSrische  Zwecke  geschrie- 
tienen  Baches  ist  einer  eiiiteit\icluev«\\BftM\)«v\»ti% 'ö'iARn.tj^'s^'wwiijai.  1 
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drei  Theile,  in  welche  das  Bnch  zerftUt,  nSmlich  Terrainlehre,  das  mili- 
Uriscbe  Ptanieichnea  und  das  militSrische  Anfnebmen,  Giod  Sasaerlich  mit 
einer  durcbgeheDden  Puragrapheneiutheilung  yersehen  worden.  Dabei  er- 
gab gicfa  die  Streicbnng  von  WiederboInDgen,  die  nocb  dem  ursprQnglicben 
Cbarakter  des  Bucbes  nicht  leicht  zu  umgeben  wareo.  Einiges  musste  aucb 
«asgeschieden  werden,  in  Folge  der  Herausgabe  der  fünften  Auflage  der 
Hnslerblatter  fUr  die  topographischen  Arbeiten  der  kOnigl.  preussischen 
Landesaufnahme  vom  Jahre  18H5.  Sowohl  die  Bestimmungen  der  neuen 
Pelddienstordnung,  nh  auch  die  Verbesserungen  der  Aufnahme-lustrumente 
gaben  zu  weiteren,  hier  nicht  näher  zu  berührenden  VerUnderungen  Anlass. 

-^^ B.  NEBEt. 

Praktische  Anleitung  zur  Anafllhns^.tliennochemiioher  Heaiusgen.  Von 

M.    Bbrtuelot.     Autorisirte   üeberseUung    von  Prof.   G.  Siebert. 

Leipzig  181^3.   Verlag  von  Johann  Ambrosins  Barth  (Arthur  Meiner). 

111  S.  Preis  2  Mk. 
Die  Fortachritte  auf  dem  Gebiete  der  physikalischen  Chemie  waren  in 
den  letzten  Jahren  von  solcher  Bedeutung,  dass  die  Erfolge  sowobl  fUr 
die  Physik,  als  auch  für  die  Chemie  fruchtbringend  wirken.  Die  An- 
erkennung hierfür  gab  sich  SuBserlicb  dnrcb  die  Errichtung  einer  Reihe  von 
Lehrstühlen  für  physikalische  Chemie  an  den  Dnivergi tüten  zu  erkennen. 
Das  Gesetz  von  der  Erhaltung  der  Energie,  welches  bei  dem  Unterricht 
in  der  Physik  schon  seit  Jahren  das  Fundament  bildet,  ist  wegen  seiner 
Wichtigkeit  bei  dem  Chemie- Unterricht  bisher  stiefmütterlich  behandelt 
worden.  In  der  Thermochemie,  welche  zur  Zeit  den  meisten  Stoff  für  die 
Vorlesungen  in  physikalischer  Chemie  liefert,  bricht  sich  dieses  Fundamental- 
gesetz  Bahn,  um  in  Blilde  auch  das  ganze  Gebiet  der  Chemie  zu  gewinnen. 
Bis  vor  Kurzem  wurde  nur  von  Wenigen  die  Thermochemie  durch  umfang- 
reichere Arbeiten  gefördert.  Zu  den  bedeutendsten  gehört  der  Verfasser, 
der  nach  zahlreichen,  schon  veröffentlichten  Arbeilen  nunmehr  aucb  die 
von  ihm  benutzten  Messinstrumente  und  Messmethoden  in  einem  besonderen 
BSndcben  vereinigt,  damit  auch  Anderen  von  der  langjährigen  Erfahrung 
eine  erprobte  praktische  Unterweisung  zu  Theil  wird.  Der  erste  und  zwar 
kürzeste  Theil  enthalt  die  allgemeinen  Principien,  in  dem  zweiten  werden 
die  thermocbemiscben  Apparate,  deren  Behandlung  nnd  Verwendbarkeit 
beschrieben,  wahrend  der  letzte  und  Überwiegend  grCsste  Tbeil  den  thermo- 
cbemiscben Operationen  gewidmet  ist. 

Eiue  Beihe  von  Abbildungen  geben  Aufscbluss  tlber  den  Anfbau  der 
Apparate,  die  eich  meistens  mit  sehr  einfachen  Mitteln  zusammenstellen 
lassen.  Das  Büchlein  dQrfte  ein  treuer  Beratber  bei  der  Tbätigkeit  im 
Laboratorium  sein,  wozu  auch  die  Süssere  Anordnung  des  Stoffes  wesent- 
lich beiträgt.  B.  KEttti^ 

^    alMt-UiAbib.dZi-itichi.f.Muth.v.Pby,    41  Jkhra    1996.  lllelv 


Oitwald'B  Slassiker  der  exacten  'Wisseniohaften.    Nr.  52.    Abhandlni 

über    die    KrSfte    der    Elektricität    bei    der    Maskelbewegung.     Vott) 
Aloisius  Galvani  (1791).    Herausgegeben  von  Ä.  J.  ton  ÖTTiifO) 
Mit  21  Figuren  auf  vier  Tafeln.    Leipzig  1894.    Verlag  YOn  Wilbd« 

Engelmann.    7ö  S.     Preis   1,40  Mk. 
Ostwald'B  Elasiiker  der  exacten  Wisaensobaften.    Nr.  53.    Die  IntenGitit' 

der  erd  magnetischen  Kraft  auf  absolutes  Maas3  zu  rück  geruh  rt.    Vo«' 
Carl  Friedhich  Gauss  {1S32).     In    der  Sitzung  der  kCnigl.  Gesell- 
Schaft  der  Wiaeenschaften  zu  GGttingen  am   15.  December  1832  vor- 
gelesen.    Eeraasgegeben  von  E.  Dorn.    Leipzig  1S94.    Verlag  von 
Wilhem  Engelroann.    62  S.    Prds  1  Mk. 
Die    beiden   Bändchen    sind     entsprechend    den    frDberen    nach    Form 
und  Inhalt.     Zunächst  werden  die  hetrelTenden  Abbandlungen  in  deutscher 
Sprache    wiedergegeben,    worauf  am    Scblusa   die  Herausgeber    unter  .An- 
merkungen"   theils    geschichtliche,    theila    sonstige    den    Btoff    betrefiende 
Erläuterungen  beifügen.  —  Nach  welchen  Gesichtspunkten  erfolgt  die  Heiaug- 
gabe  der  einzelnen  Aufsätze?    Eine  geschichtliche  Reihenfolge  ist  nicht  zd 
erkennen  j  eine  Zusammenstellung  der  epochemachendsten  Arbeiten  der  ein- 
zelnen Klassiker  findet  auch  nicht  statt;  denn  die  Namen  Gauss,  F.  Nen- 
mann,    Galileo    Galilei    treten    zum    Beispiel  an    verschiedenen    Stellen 
aaf.     Es   kann   doch   unmöglich   der  nissenscbaftliche  Werth  der  einzelnen 
Arbeiten  massgebend    sein;    denn   darüber  würden   die  Ansichten  jeder  Zeit 
aaseinander  gehen.     Uns  fehlt  eine  äussere  Ordnung,    zumat  in  einer  Zeit, 
in  welcher    sich   die   Literatur   so  rasch   häuft.     Je  grösser  die  Menge  ist, 
um  so  peinlicher  muss  für  eine  klare  Debersiebt  gesorgt  sein,  sonst  leidet 
der  Nutzen     darunter;    denn    zum    Suchen    mangelt    die   Rahe    in    nnseroTi 
BcbuelUebigen  und  au spracbsv ollen  Zeit.  Q,  Nebel. 


Tbeorie  des  FernrobrB  aaf  Ornnd   der  Bengung  des  Licbts.    Von  Ki 
STHEaL.    I.  Theil.    Mit    einer   Tafel.     Leipzig  1894.     Verlag 
Johann  Ambrosius  Barth  (Arthur  Meiner).     135  S.    Preis  4  Mk, 
Nachdem    Abbe    durch    die    Theorie    des    Mikroskops    anf  Grand  der 
Beugung  des  Lichts  einen  neuen  Impuls  auf  dem  Gebiete  der  Optik  gegeben 
und  daher  bahnbrechend  gewirkt  hat,  giebt  sich  eine  grössere  wissenschaft- 
liebe Thätigkeit  in  der  Lehre  vom  Licht  zu  erkennen,    welches  durch  den 
ungeheuren  Aufschwung   der  Elektricitätslehre   eine    Zeit  lang   etwas    hint- 
angesetzt   war.    Ein  Analogon  zu  Abbe's  Theorie    des    Mikroskops    bildet 
des  Verfassers  Theorie   des  Fernrohrs   auf  Grund    der  Beugung  des  Lichts, 
welche    für    die  Constructiun    und    insbesondere    für  die    Beobachtung    von 
grosser  Wichtigkeit  ibt.     Bisher  fehlte  es  an  einem  derartigen  geschlossei 
Werke,  daa  die  zerstreuten  Abhandlungen  zusammenfosst  und  sie  in  soll 
Weise   tviedergiebt,  daas   den  mtt\,\iem6.\!iacV%ii   kTilw^waü^wi  -^oS&wox 
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Genüge  geleistet  wird.  Der  ente  Theil  nrnfasat  daher  die  eigentliche,  auf 
matheniatificben  Eutnickelnngen  fuBBende  Theorie,  während  der  zweite  mehr 
der  Praxis  gewidmet  ist  und  sich  daher  mit  den  eigentlichea  astronomischen 
Beob  ach  taugen  und  den  hierzu  nGthigen  Tabellen  und  Formeln  zu  he- 
schartigen  hat.  Der  Verfasser  hat  aber  nicht  allein  kritisch  geaammelt,  son- 
dern auch  productiv  gewirkt,  namentlich  weist  er  auf  die  Fruchtbarkeit  der 
Bessel 'sehen  Functionen  hin,  worin  sich  sein  Verkehr  mit  Prof.  von  Lommel 
wiederspiegelt,  und  macht  die  Mathematiker  auf  die  Bedürfnisse  der  Physiker 
aufmerksam,  welche  sie  in  Bezug  auf  den  Aushau  dieses  Gebietes  der 
Punctionentheorie  haben.  —  Es  dürfte  wohl  überflüssig  sein,  darauf  hin- 
zuweisen, dass  dieses  Werk,  namentlich  nach  seiner  Vollendung,  ein 
wichtiger  Baustein  sein  wird  für  ein  Handbuch  der  gesammten  Optik  auf 
Grund  der  modernen  Anechauangen.  Q,  I)£bel. 

Aufgaben  nber  Elektiicität  und  Hagnelismns.  FUr  Studirende  an  MHtel- 
nnd  Gewerbeschulen,  zum  Selbststudium  für  angebende  Elektro- 
techniker, Phj'siker  u.  A.  Von  Eduard  Maiss.  Mit  58  Figuren  im 
Teit.  Wien  ISiJ.'i.  Verlag  von  Ä.Pichler'a  Witwe  und  Sohn.  159  S. 
Preis  2.40  Mk.  (1,20  fl.). 
Diese  Aufgabensammlung  ist  genau  den  Bedürfnissen  der  österreichischen 
'Mittel-  und  Gewerbeschulen  augepasst  und  eignet  sich  sehr  gut  zur  Einübung 
nnd  Einprägung  der  im  Unterricht  vorgetragenen  Gesetze.  Das  absolute 
lUaass-Sfstem  ist  durchweg  zur  Anwendung  gelangt,  so  dass  der  ScbUler 
schon  frühzeitig  mit  demselben  vertraut  gemacht  wird.  Früher  war  die 
Unterweisung  hierin  den  Hocbacbulen  vorbebalteu,  weil  man  es  zum  eigent- 
lichen Fachstudium  rechnete.  Die  allgemeine  Verwendung  der  Eiektricität 
im  praktischen  Leben  zwingt,  dasa  auch  der  Laie  wenigstens  weiss,  was 
ein  Ämpöre,  Volt  und  Ohm  bedeutet,  dass  es  demnach  zur  allge- 
meinen Bildung  gehört,  darüber  orientirt  zu  sein.  Der  Stoff  ist  in 
15  Gruppen  eingetheilt,  so  dass  man  sehr  leicht  orientirt  ist.  Am  Scblusa 
der  Aufgabensammlung  finden  sich  einige  wichtige  Tabellen,  sowie  eine 
DebersicbC  über  die  wichtigsten  elektrischen  Einheiten.  Den  zweiten  Tbeil 
bilden  die  LUsongen,  sowie  kurze  Andeutnngen  zu  denselben,  damit  das 
Buch  auch  zum  Privatstudium  geeignet  wird.  Tüchtig  einüben  an  Bei- 
spielen ist  die  Eauptsacbe,  um  sich  einen  Stoff  ganz  eigen  zu  machen. 
In  erhöhtem  Maass  gilt  dies  von  der  schnell  fortschreitenden  praktischen 
Elektricitatslehre.  B.  Nebbl. 

Hagnetiache  Beobachtungen  as  der  Unterelbe.    Angestellt  im  Jahre  1893, 

IVon  A.  Schuck,     Selbstverlag  des  Verfassers.    Hamburg.    16  S. 
Nach  einer  kurzen  Einleitung  über  die  Art,  wodurch  die  vorstehenden 
obachtuD^en  ermöglicht  worden  sind,  weiden  die  B\Waai\\.\.t\x)i\ii'^%tia6£of. 


tuDgs-Instrumeüte  beEcbrieben ,  mit  welchen  die  in  Tabellen  wiedergegebeaea 
Beobachtungen  ausgeführt  worden  sind.  Den  Nutzen  derselben  werden 
zunllcbst  die  von  und  nach  Hamburg  gebenden  ScbiSe  haben;  denn  ihm 
ist  bei  der  Auswahl  der  Punkte  in  erster  Linie  Rechnung  getragen  worden. 
-  . B.  Kebbl. 

Elementare  Rechntmgen  ans  der  mathematischen  Geographie.  Für  Frennde 
der    Astronomie    in    ausgewüblten    Kapiteln    gemeinverdUladlicb    bstg 
grUndet    und    vorgefUhrt    von    0.  Weidefbld.     Mit  einer  FiguraHH 
tafel.     Berlin  IS94.     Perd.  DUmmWe  Verlagsbucbbandlung.    64  M 
Das  Werkchen  ist  für  Solche  bestimmt,  die  Interesse  an  der  Astronomie 
haben  nnd   sich  mit   der  Lösung  einfacherer  Aufgaben  beschäftigen.    Von 
matbematigcben    Vorkenntnissen    wird    nur    ebene    Trigonometrie    und    die 
Kenntniss    der  Rechnung    mit  Logarithmen    verlangt    und   eelbst   in   diesec 
Dingen  finden  sich  Hinweise  zur  Auffrischung  des  Gedächtnisses.     Der  Ver- 
fasser  zeigt,    was   sich    unter  solchen  umstünden  erreichen  lässt,  wodnrcfa 
das  Interesse  für  solche  Arbeiten  auch  in  weiteren  Kreisen  geweckt  nerdee 
soll.  B.  Nbbel. 

On   the   aitigmatism  of  Rowland'a  concave  gratings.     Bj  J.  L.  Sic». 

Verbandelingen    der    Koninklijke    Akademie   von  Wetensohappen  te 
Amsterdam.   (Erste  Sectie.)   Deel  II  Nr.  6  (With  one  Plate).   Amster- 
dam 1894.    Jobannes  Müller.    7  3. 
Der  Verfasser   fhbrt   den  Nachweis ,   dass  der  Astigmatismus  bei 
CoQcavgittern  kein  Einderniss  sein  kann  und  darf  für  die  sonst  so  Uussi 
werthvolle  Beobachtung  mit  solchen.  B,  Nebel. 


Das  DeÜBche  Problem  von  Professor  Ambros  Stdrh.  Program  mbeilagi 
des  Gymnasiums  in  Seitenstetten  in  Niederöaterreich.  Lini  18'JÖ. 
Verlag  des  kaiserl.  königl.  Gymnasiums  Seitenstetten.  56  8. 
Referent  hat  den  Namen  des  Verfassers  zuerst  durch  Briefe  kennen 
gelernt,  in  welchen  ihm  jener  in  liebenswürdigster  Weise  Bemerkungeo 
zu  den  bisher  erächienenen  Abschnitten  der  Vorlesungen  über  Geschieht« 
der  Mathematik  mittbeilte.  Die  meisten  Bemerkungen,  aacb  wo  es  sich 
nicht  blos  um  von  uns  übersehene  Druckfehler  handeUe,  waren  zutreffend 
und  wertbvoll  und  werden  bei  einer  neuen  Auflage  die  verdiente  Berück- 
sichtigung erfahren.  Mit  um  so  gespannterer  Erwartnng  begrOssten  wir 
die  Programm 'Abhandlung,  Über  welche  wir  heute  berichten;  nnd  unsere 
Erwartung  wurde  voll  befriedigt.  So  breitgetreten  der  bebandelte  Gegen- 
stand  nachgerade  ist,  Herr  Sturm  hat  dennoch  vermocht.  Neues  lu  geben, 
und  wo  er  nur  wiederholt,  wiis  von  Vorgängern,  die  er  mit  pünlitlicbstai 
Oetfissenhaftigkeit  nennt,  ecbon  ^btafiiVl  yiaxdQo.  «u,  wusate  Herr  ?t^% 
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die  Form  so  reizvoll  ;tu  gestalten,  dass  wir  nicht  daran  meifelii,  er  werde 
in  diesem  und  den  DÜchstJUbrigea  Programmen  leisten,  waä  seine  Absicht 
ist:  Etwas  zu  schaffen,  was  auch  seine  erwachsenen  Schüler  mit  Interesse 
und  Nutzen  lesen  können.  Wir  wollen  einige  wenige  Einzelheiten  hervor- 
heben. Bei  Gelegenheit  der  Verse  eines  unbekannten  Dichters,  in  welchem 
Manche  Enripides  vermuthen,  durch  die  der  Aufgabe  der  Würfelverdoppelung 
grössere  Verbreitung  erwuchs,  wird  (S.  7  Note  3)  darauf  aufmerksam  ge- 
macht, dass  nur  wenige  Jahrzehnte  nach  Enripides  ein  anderer  dramatischer 
Dichter ,  Aristophanes ,  in  Eeiuen  VSgeln  1005  von  einer  anderen  geo- 
metrischen Aufgabe,  der  Quadratur  des  Kreises,  redet.  Beim  Hinweise 
auf  den  Geriebt  des  Valerius  Masimus.  über  dag  Delische  Problem  wird 
(S.  11  Note  3)  bemerkt,  dort  sei  irriger  Weise  erzählt,  Piato  habe  die 
Delier  an  Euklid  gewiesen,  was  nur  als  Verwechslung  mit  Endosus  zn 
erklären  sei.  Herr  Sturm  hlitle  hinzufügen  können ,  diese  Verwechslung 
seihst  sei  nur  dadurch  möglich  geweseu,  daas  Valerius  Maximua  den  Euklid 
von  Megara  für  den  Qeometer  hielt.  Eine  weitere  Verwechslung  wird 
(S.  23  Note  2)  in  dem  bekannten  Verse  des  Horaz  numeroque  carenlia 
arenae  mensorem  vermntbet,  welcher  zur  buchstäblichen  Wahrheit  wird, 
wenn  Horaz  an  Archimed  dachte,  während  er  über  Archytas  schrieb.  Dass 
Plato  im  Timaeus  zweier  mittleren  Proportionalen  gedenkt  (S.  19  Note  3), 
indem  er  Fener  zu  Luft,  wie  Luft  zu  Wasser,  wie  Wasser  zn  Erde  sich 
verhalten  lässt,  war  uns  nie  aufgefallen.  Die  Worte  des  Eutokius  über 
die  Würfet  Verdoppelung  des  Eudoius  waren  allgemein  so  aufgefaaat 
worden,  als  mache  Jener  Diesem  Vorwürfe.  Herr  Sturm  zeigt  (3.  33 
Note  4)  an  der  Hand  einer  wortgetreuen  Debersetiung,  so  weit  wir  wissen, 
zum  ersten  Male,  dass  Eutokius  vielmehr  die  als  Eudoxisch  überlieferte 
Auflösung  verwarf  und  mit  Stillschweigen  überging,  weil  sie  fehlerhaft 
war,  was  von  der  echten  Auflösung  des  Eudoius  unmöglich  angenommen 
werden  könne.  Der  Platonischen  WUrfelverdoppelung  wird  (3.  54  n.  55) 
ausführlicher  gedacht  und  dabei  die  benutzte  Vorrichtung  in  ihrer  mecha- 
nischen Entstehung  aus  zwei  getrennten  Winkelbaken  erörtert.  Herr  Sturm 
beruft  sich  in  seiner  Bescheidenheit  dafür  auf  Bretschneider,  aber  seine 
Darstellung  ist  gerade  an  diesem  Orte  so  viel  klarer  und  durch  Unterstützung 
mittelst  einer  Figur  so  viel  deutlicher  in  die  Sinne  falleud,  dass  er  sie  als 
Eigenthum  hStte  in  Anspruch  nehmen  dürfen.  Itis  zu  Piato  reicht  das  dies- 
jährige Programm,  das  nächste  soll  sich  in  erster  Linie  mit  der  WUrfel- 
verdoppelung der  Alexandriner  besch.lftigen.  Cantor. 

Honge,  der  Begründer  der  darstellenden  Geometrie  als  Wissenschaft.     Eine 
malbematisch  -  historische  Studie  von  Prof.  Eebdihand  Jo3.  Obenbaccs. 
Schluss.    Brunn  1895.    44  S. 
Der  zweite  Abschnitt,  welchen  wir  Band  XL  (Histor.-lit.  Abthlg  8.  106) 

angezeigt  haben,  lehrte  uns,  wie  wir  dort  say tan .  die  Q^omärie  deicriBtte« 
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kennen.  Der  dritte  Abschnitt  Bebildert  neben  den  Bpäteren  Lebensrerl 
nissen  Monge's  vornehmlich  seine  Applications  de  l'Analyse  ä  la  GeomAritj 
das  grundlegeode  Werk  für  die  analytische  Geometrie  der  Oberflachen, 
in  welchem  jene  Lebren  wurzeln,  welche  nacbmala  darch  EinfDbniDg 
der  eiiperficiellen  Coordinaten  von  Gauss  riesig  anwacht^en,  aber  deren 
Ursprung  die  Gescbichte  der  Mathematik  niemals  vergessen  darf  noch  wird. 
Fast  Alles,  was  auf  die  KtUmmong  von  Oberflächen  eich  bezieht,  ist  im 
Keime  bei  Monge  vorhanden,  nnd  viele  der  heute  noch  üblichen  Kunst- 
ftuedrlleke  —  in  erster  Linie  die  Krümtnungscurven  —  sind  wie  das,  was 
sie  bedeuten,  von  Monge  erfunden.  Nicht  minder  geboren  Monge  die 
partiellen  Differentialgleichungen  wichtiger  Flüchen familien  und  deren  Inte- 
gration an,  und  auch  von  Lagrange's  partieller  Differentialgleichung  der 
MinimalBächen  hat  er  Integrale  aufzufinden  gewusst.  Herr  Obenrauch  bat 
in  seinem  Auszuge  der  Apf^icalions  elc.  stets  auf  spätere,  oft:  auf  neuest« 
Arbeiten  hingewiesen,  welche  Monge's  Untersuchungen  fortsetzen.  Er  hat 
darin  für  unseren  Geschmack  insoweit  einen  Missgriff  gemacht,  als  das 
Bild  von  Monge'g  Tbätigkeit  unter  diesen  Einschaltnogen  leidet.  Wir 
biltten  jene  späteren  Arbeiten  lieber  in  einem  besonderen  Scblasspara- 
graphen  vereinigt  gesehen,  doch  geben  wir  bereitwilligst  zu,  dass  das  ein« 
Geschmackssache  ist.  Etwas  von  unserem  Gefühle  masa  indessen  aoeh  in 
dem  Verfasser  wach  geworden  sein,  da  er  noch  eine  besondere  Abhandlung 
über  die  wissenschaftliche  Pflege  der  darstellenden  und  der  projectiven 
Geometrie  in  Oesterreich  als  demnUcbst  zu  veröffentlichend  in  Aussicht  stellt. 

Cahtob. 
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Historisch-literarische  Abtheilung. 

Deber  die  sogenannte  Regel  Ta  Yen  in  Europa. 

Von 

Maximilian  Cuetze 


Heute  die  MittheUnng,  dass  die  ta  yen  B«gel  Bcbon  Anfang  des 
13.  Jabrhanderts  bekannt  gewesen  ist.  Es  ist  Ihnen,  wie  mir,  bei  dem 
Stndinm  des  über  abbaci  tou  Leonaido  Pisauo  vorläufig  entgangen,  dasa 
dieser  schon  die  besagte  Regel  in  Anwendung  bringt.  Seite  304  der  Bon- 
compagnischen  Auagabo  heisat  es  (Z.  6  —  29): 

De  eodem,  cam  nnmerus  excogitatus  non  sit  ultra  105: 

Dividat  excogitatum  numerum  per  3,  et  per  5,  et  per  7;  et  semper 
interroga,  quot  ex  nnaquaque  divisione  superfuerit.  Tu  vero  ex  unaquaijue 
nuitate,  qne  ex  divisione  ternarii  auperfuerit,  retine  TU;  et  pro  uuaquaque 
unitate,  que  ex  divisione  quinarii  snperfuerit,  retine  ^1;  et  pro  unaquaque 
unitate ,  que  ex  divisione  septenani  superfuerit,  retine  15,  Et  quotiens 
numerus  superexcreverit  tibi  ultra  105,  eicias  inde  105;  et  quod  tibi  re- 
manserit,  erit  excogitatus  numerus.  Verbi  gralia  ponatar,  quod  ex  divisione 
temarii  remaneant  2;  pro  quibua  retlneas  bis  septuaginta,  id  est  140;  de 
qnibus  toile  105,  remanent  tibi  35.  Et  ex  divisione  quinarii  remaneant  3; 
pro  quibus  retine  ter21,  id  est  63,  que  adde  cum  predictis35,  erunt  98. 
Et  ei  divisione  septenarii  remaneant  4;  pro  quibus  qaater  15  retinebis,  id 
est  60;  que  adde  cum  98  predictis,  erunt  158;  ex  quibus  eice  105,  re- 
manebnnt  tibi  53;  que  eraut  excogitatus  numerus. 

Procedit  ex  hac  regula  pulcrior  divinatio,  videlicet  ut  si  quis  tecnm 
noverit  hanc  regulam;  et  aliquis  ei  privatim  dixerit  aliquem  numerum, 
tunc  ille  tuua  consoctus ,  non  interrogatus ,  tacite  dividat  numernm  sibi 
dictum  per  3,  et  per  5,  et  per  7,  predicta  ratione;  et  quod  ex  qualibet 
divisione  remanserit,  per  ordinem  tibi  dicat,  et  sie  poteris  scire  numerum 
stbi  privatim  dictum. 

Aliter.    De  eodem,  cum  numema  non  ascendet  ultra  315. 

Praecipe,  nt  numerum,  quem  in  corde  suo  posnerit,  dividat  (»r  5, 
et  per  7,  et  per  9  ad  modura  antccedentis  regnle;  et  singulariter  interroga, 
gnid  ex  aamjaitque  divisione  remaneat  et  pTO  vmac^MB^Mti  ■qxöXä'iä  ,  ofi*  «v 
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divisione  qainarii  remanserit,  letine  126;  et  pro  qualibet  unitate,  ex 
septenario  remanente,  225;  et  pro  qualibet  ex  novenario,  280;  et  semper 
cum  summa  excreverit,  ita  nt  possit  inde  extrabere  315,  eice  ea  inde 
qnotiescnmqae  poteris;  et  qnod  tibi  in  fine  remanserit,  erii  quesitos 
numerus. 

Damit  ist  also  die  Begel  ta  jen  genau  in  dem  Umfange»  welchen  die 
Chinesen  kannten,  aber  ohne  Beweis,  als  Leonardo  bekannt  nachgewiesen. 
Jedenfalls  würde  bei  genauerer  Kenntniss  der  zwischen  ihm  and  Frater 
Fridericus  vorhandenen  arithmetischen  Handschriften  sich  nachweisen  lassen, 
dass  diese  Kenntniss  auch  nicht  verloren  gegangen  ist,  wie  sie  ja  bei  den 
Byzantinern  des  angehenden  XV.  Jahrhunderts  bekannt  war.  Ob  Leo- 
nardo sie  den  Arabern  entlehnte,  ob  er  sie  wie  seine  übrigen  Divinationes 
Früheren ,  so  z.  B.  nachweislich  Beda ,  entlehnt  hat ,  muss  vorläufig  dahin- 
gestellt bleiben ,  bis  auch  hier  eingehenderes  Studium  der  Handschriften  Klar- 
heit schafft.  Hätte  aber  Leonardo  sie  selbst  gefunden  i  würde  er  sicherlich 
dies  anzugeben  nicht  unterlassen  haben,  wie  so  manche  andere  Stellen  —  ich 
erinnere  nur  an  die  Cubikwurzelausziehung  —  es  zeigen.  Er  würde  dann 
auch  seine  Begel  zu  beweisen  nicht  unterlassen  haben. 


Vandermondes  Vornamen. 

Von 

Dr.  Hkinrich  Simon 


Vandermonde  —  geboren  au  Paris  am  28.  Februar  1735,  sfeatorben 
ebenda  am  I,  Januar  1796  —  ist  nach  verschiedenen  Richtungen  hervor- 
getreten. Er  hat  eich  nicht  nur  als  Mathematiker,  sondern  auch  als  Masik- 
theoretiker  und  Technolog,  ja  sogar  in  der  Staatsverwaltung  bethätigt. 
Er  war  Mitglied  der  Acadferoie  des  Sciences  seit  1771,  bis  sie  in  der 
Bevolutionsieit  anfgelßat  wurde.  In  das  am  2".  November  1795  neu- 
begrttndete  Institut  national  wurde  er  bereits  am  13.  December  desselben 
Jahres  als  Mitglied  der  Klasse  Sciences  phjsiqneB  et  mathtmatiques  hinein- 
gew&hll:.  Seit  seiuem  kurz  darauf  erfolgten  Tode  sind  eben  100  Jahre 
vergangen,  und  da  ist  es  einigermasseu  verwunderlich,  dass  sich  nur  mit 
Mühe  Äufscbluss  über  seine  Vornamen  gewinnen  Iftsst 

Auf  den  ersten  Blick  scheint  das  allerdings  nicht  der  Fall  zu  sein. 
Nennen  doch  die  „Abhandlungen  aus  der  reinen  Mathematik",  i 
bei  J.Springer  in  Berlin  deutsch  erschienen  sind,  als  Verfasser  „N.  "Vander- 
monde. Schlagen  wir  aber,  um  uns  über  die  Bedeutung  dieses  „N." 
näher  zu  unterrichten,  Poggen  dorff's  Biographisch-literarisches  Uand- 
wßrterbach  nach,  so  finden  wir  die  Angabe,  Vandermonde  habe  Charles 
Auguste  gebeiasen;  und  wenden  wir  uns  zur  Aufklärung  dieses  Wider- 
spruchs an  Vandermondes  Landsmann  Marie,  sb  werden  wir  belehrt,* 
dass  seine  Vornamen  Abait-Tb6ophile  lauteten. 

Dieser  Sachverhalt  reizte  zu  weiteren  Nacbforschnngen,  wobei  denn 
sogleich  zu  Tage  kam,  dass  Popgendorff's  Angabe  auf  einer  Ver- 
wechselung unseres  Mathematikers  mit  einem  älteren  Verwandten  gleichen 
Namens,  dem  namhaften  Mediciner  Charles  Angustin  Vandermonde 
zurfickzn rubren  ist,  obwohl  Poggendorff'a  Quelle,  die  Biographie  uni- 
verselle (Paris,  Michaud  1811— 1828),  den  beiden  Vandermont 
getrennte  Artikel  widmet   und    bei  dem    Mathematiker    keinen  Vdrnamen 

Das  „N-^der  dentachen  Uebersetzang  stammt  vermathlich  ans  Hoefer's 
Nouvelle  Biographie  gfinirale,  T.  45  (Paris  1866),   die   „(N...)"   schreibt 
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nnd  ihrerseita  wohl  aus  einem  der  Sltereu  biographischen  Wörterbficher* 
schöpft  hat,  wo  sich  ein  (N.)  findet.  Ich  möchte  glauben,  dass  dieses  H."! 
arsprÜDglich  nicht  den  Änfangubuchataben,  sondern  überhaupt  die  GntceoDtniss 
deä  Vornamens  bedeuten  sollte,  wie  man  denn  auch  in  Oettinger'G 
Moniteur  des  dates  in  unserem  Falle  und  übnlichen  den  Vermerk  (N...N.,.) 
liest.  Bestärkt  werde  ich  in  dieser  Annahme  durch  den  umstand,  äasa  in 
der  Biographie  nouv.  des  contemporains  das  (N.)  mehrfach  gerade  da  steht, 
wo  die  Vornamen  thatsächlirh  nicht  mit  N.  beginnen,  also  dem  Verfasser 
unbekannt  waren."  Alierdinga  kommen  daneben  auch  Artikel  gaui  ohne 
Vornamen,  also  auch  ohne  jenes  (N.)  vor;  das  läsat  sieb  aber  bei  einem 
derartigen  Sammelwerk  aus  einer  Ubgleicbniüssigkeit  der  Eedaction  ei- 
klSren.  Für  meine  Anffassung  des  N.  spricht  auch,  dass  in  dem  Lexikon 
von  Chalmera***  ausdrücklich  hervorgehoben  wird,  der  Vorname  Vander- 
monde's  aei  nicht  zu  ermitteln  gewesent.  trotzdem  derVerfaaser  doch  sicher- 
lich die  französischen  Biographien,  die  das  N.  aufweisen,  zu  Bathe  gezogen  hfti 

Die  von  Vandermonde  selbst  Teröffentlichten  Arbeiten  tragen  Tor 
seinem  Namen  nur  dos  übliche  M.  =  Monsieur,  nnd  ea  ist  schon  glück- 
lich, dass  der  Uebersetzer  nicht  diesem  M.  zum  Opfer  gefallen  ist,  wie  ea 
bei  französischen  Autoreu  nur  zu  oft  gescbiebt  Mancher  Leser  dieser  Zeit- 
schrift kennt  wahrac heinlich  die  gleichfalls  bei  Springer  in  Berlin  erscbienenec 
deutschen  Ausgaben  der  W&rmetbeorie  „von  M.  Fonrier"  und  der  Theorie 
der  partiellen  Differentialgleichungen  „von  Dr.M,  Paul  Manaion";  Fourier 
hiesB  aber  Jean  Baptiste  Joseph,  und  auf  dem  Titel  des  anderen  Bucbea 
ateht  im  Original  „par  M.  Paul  Mansion,  profesaenr"  etc.  Besonders 
erheiternd  wirkt  dies  Versehen  bei  dem  Titel  „Bericht  des  Herrn  M.V.  Cousin 
aber  den  Zuatand  des  öffentlichen  Unterrichts"  u.  s.  w.  f  Altona  1S32  bis 
1833),  wo  der  allzuhöflicbe  üebersetzer  das  unerkannt«  „Monsieur"  noch 
durch  ein  „Herr"  verstärkt  hat.  —  In  der  That  bedeutet  das  M.  vor  dem 
Namen  eines  lebenden  Autors  im  Französischen  fast  nie  deu  Vornamen, 
während  es  andererseits  Eegel  ist,  verstorbene  Scbriftstelter  durch  Weg- 
lassung  des  M,  gleichsam  über  das  Bereich  irdischer  Höflichkeit  hinaui- 
znbeben.  Bei  der  Seltenheit  Gchriftlicber  Belege  für  derartige  BrSuche 
sei  noch  gestattet,  auf  eine  Stelle  hinzuweisen,  wo  sich  der  alte  Lacroii 
einmal  darüber  auslSaat.  In  der  Vorrede  zur  zweiten  Auflage  des  dritten 
Bandes  seines  grossen  Traitt  du  calcal  difförential  et  integral  (Paris  1819) 
sagt    er:    „Le    titre    de   Monsieur    ne  se  joignant  pas  an  nom  des  aavani 

•  Chaudou  et  Del  andine,  Nouv.  Dict.  bist,  T.ia.  Ljon  1804,  — Die  tionnaire 
biogr.  et  bibliogr.,portatif,deBperBQnDageB  illustres.. .parL.G.?.  TonieS.  PoristStS. 
—  Arnault,  Jay,  Jouj  etc.,  Biographie  nouv.  des  contemporaina.  T-  20.  Paria  ISSfi. 

•*  8o  bei  Pierre  Jean  Simon  Van  Eupen,  Raimond  Verninac  de  St.  Maof, 
Pierre  Charles  Jean  Enptiat«  Sikeitre  VilleneuTe. 

•••  A.Chalmerg.Thflgeneralbiograph.  diotionary.Newed.Vo1.80.Londonl816. 

t  „Vandermonde,  a  leamed  member  oftbeFrench  Inetitute,whOHeChTittiaB 
name  we  have  not  been  able  to  diacov«," 


illustres  ponr  leaquels  la  poaUritä  a  oonunenoi,  j'ai  da  ne  plus  le  placer 
ddvant  ceux  de  Lagrange  et  de  Monge..."  — 

Das  missTerstandene  N.  spakt  indessen  nicht  nur  in  unserer  deutschen 
Ausgabe  des  Vandermonde,  sondern  aucli  das  in  Frankreich  sehr  ver- 
breitete Dictionnaire  universal  d'histoire  et  degöographie  voaM.-N.  ßouillet 
hat  es  noch  in  seiner  19.  Auflage  (Paris  1863).  Von  den  späteren  Auf- 
lagen war  mir  nur  die  28.  vom  Jabre  1884  zugänglich,  und  hier  taucht 
plötzlich,  als  vierte  Version,  der  Name  Alex,  auf,  eine  Abkürzung,  die 
Alexandre  oder  auch  Alexis  bedeuten  kann. 

Das  grosse  Französische  und  Deutsche  Wörterbuch  von  Sacbs-Yillatte, 
das  sich  mit  Recht  eocyklopSdisch  nennt  and  selten  versagt,  hat  zwar 
keinen  Artikel  „Vandermonde")  füllt  aber  in  seinem  Snpplement  vom 
Jahre  1894  die^e  Lücke  aus  und  stellt  uns  dabei  vor  eine  fünfte  Lesart  der 
Vornamen,  nümtich  Alexis-Thuophile.  Als  wahrscheinliche  Quelle  dieser 
Angabe  bezeichnet  mir  die  Langen  seh  eidt' sehe  Verlagahandlung  den  Grand 
Dictionnaire  universel  du  19.  aificle  von  P.  Larousse;  leider  konnte  ich 
das  Werk  nicht  einsehen. 

Die  meiste  Wahrscheinlichkeit  hat  indessen  eine  sechste  Form  fUr  sich, 
die  sich  in  dem  Werke  von  Alfred  Pütiquet,  L'Institut  national  de 
France,  ses  diverses  organisations ,  scs  membrea,  ses  associfis  et  ses  corre- 
spondants  (Paris  1871)  findet.  Dies  Buch  enthält  unter  anderem  Listen  der 
Mitglieder  nach  den  Klassen  und  Sectionen  geordnet,  mit  Vornamen,  Ge- 
burte-  und  Todestag,  dem  Datum  der  Ernennung  oder  Wahl  u.  s.w.  und 
ist  augenscheinlich  nach  den  Acten  der  Akademie  gearbeitet,  und  hier  führt 
Vandermonde  die  Vornamen  Alexandre  Thöophile.  Dieselben  Namen 
bat  eine  directe  Anfrage  beim  Secretariat  des  Instituts  ergehen.* 

Ob  Herr  Marie,  der  au  Vandermonde's  Gebnrtsorte  lebte,  für  die 
von  ihm  angegebenen  Namen  Abnit-Th^ophile  eine  bessere  Quelle  ge- 
habt hat,  etwa  Kirchenbücher,  habe  ich  nicht  feststellen  kennen.  Bis  auf 
Weiteres  dürften  demnach  die  Namen  Alexandre-Thisophile  als  die 
richtigen  anzusehen  sein,  zumal  es  mir  nicht  gelungen  ist,  einen  Namen 
Abnit  irgendwo  aufzufinden.  Denkbar  bleibt  allerdings,  Vandermonde 
habe  ursprllnglicb  diesen  Namen  geführt  nnd  ihn,  gerade  seiner  Seltsamkeit 
wegen,  später  —  etwa  beim  EintriU  in  die  Akademie  —  durch  den  gleichfalls 
mit  A  anfangenden  Namen  Alexandre  ersetzt.  Es  wäre  erwünscht,  darllber 
endgiltig  Klarheit  zu  verschaffen,  denn  die  Angaben  des  Uarie'schen  Werkes 
bürgern  sich  bereits  in  neueren  BUchern  ein.  So  in  Cajori,  A  history  of 
mathematica,  New-York  1894  und  in  Ball,  A  short  accouut  of  the  history 
of  mathematics,  London  1888,  wo  (Seite  369)  „Abnit"  Vandermonde,  zudem 
noch  mit  den  unrichtigen  Jahreszahlen  1736  — 1793,  aufgeführt  ist. 

*  Auch  Franqucville,  Le  premiet  aifecle  de  l'lnstitut  de  France,  T.  I 
'aria  189S),  beatätigt  diese  Vornamen,  wie  ich  nachtt^lieh  sehe. 
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Becenfiionen. 


~  Sie  Folgelelire  oder  Functionenlebre.    Streng  wissenschaftlich  in  streng«^ 

Formelentwicklung  von  Rüuel!t  Gkassmann.     Stettin    ]89ö. 
Fonnelbnch  der  Folgelehre  oder  Functionenlehre  van  Hubert  GhassmaiojI 
Stettin  1895. 

Der  Verfasser  nill  eine  die  bisherigen  Lehrbücher  übertreffende  streng^ 
Daretellung  der  Functionenlehre  geben.  Seine  ReformbeEtrebongen 
strecken  sich  zunScbst  auf  die  gehräucfalichea  Bezeichnungen;  so  führt  I 
fär  Function  das  Wort  Folge,  fHr  DifferentiaJquotient  Diff,  für  Pote 
Höhe,  filr  Integriren  Integern,  für  Product  Zeug,  fUr  nFaculKt  nTausche 
und  noch  eine  Menge  derartiger  Neuerungen  ein,  die  wir  hier  nicht  alle 
aufzählen  können.  Aosserdem  befürchtet  er  Gefahren  für  die  Richtigkeit 
der  Schlüsse  aus  den  jetzigen  mathematischen  Bezeichnungen,  deshalb 
mass  der  Unterschied  zwischen  eindeutigen  und  mehrdeutigen  Functionen 
deutlicher  hervorgehoben  werden,  indem  nur  die  ersteren  den  Namen 
Functionen  oder  Folgen,  die  letzteren  Functional  oder  Gefolge  erhalten. 

Den  Ausgangspunkt  seiner  Darlegungen  bilden  die  Betrachtungen 
über  die  Stetigkeit,  und  er  will  diesen  Begriff  nicht  ans  geometiischen 
Betrachtungen,  sondern  aas  zahlentheoretischen  Erwägungen  ableiten,  da 
die  Fanctionentheovie  ein  höherer  Zweig  der  Analysis  ist.  £ine  solche 
stetige  Zahlenreihe  bilden  die  nnendlichen  Decimalb räche. 

Für  eine  Functionen theorie  ist  vor  altem  die  grandlegende  &klILTiing 
des  Functionsbogriffs  massgebend,  and  diese  wird  in  folgender  Weise  ge- 
geben: „Die  Folge  oder  Function  von  x  heisst  eine  einwerthige  Formel  von  x, 
welche  durch  Enüpiiingen  der  Rechenlehre  entstanden  ist  und  in  welcher 
die  Folge  ihre  Werthe  ändert,  wenn  x  sie  ändert."  Der  Betrachtung 
dieser  einwerthigen  Functionen  wird  nun  der  Satz  zu  Grunde  gelegt: 
„Jede  reelle  Function  von  x,  welche  in  den  Grenzen  des  x  von  a  bis  b 
stets  w&chst,  bez.  stets  abnimmt,  wenn  die  Grösse  x  wUchst,  ist,  sofern  x 
stetig  wächst,  auch  eine  stetig  wachsende  bez.  eine  stetig  abnehmende 
Grösse."  Die  EntwicklnngderFunctionenlehregeschiehtmit  Hilfe  der  Poteni- 
oder  Höhenreibe,  bei  welcher  sich  der  Verfasser  hauptsächlich  auf  den  SsU 

stutzt:   „Die  steigende  Höhenreihe  0^+  a^x  +  a^x^-\ ■=  San «"  ist  stet* 

echt,  wenn  x'  kleiner  als  £inB^  uni  i,ugV«\t,Vt  k«Äaa  der  Verzählen  unendlich 
erster   Linie  ist  hier  a\)OT  i«  "BftWftÄ  tto  Sä  "^tiS.mSfit^wwfH8^ 


einer  Fonotion  in  einer  Beihe  nothwendig,  und  dieser  iat  nicht  selir  streng 
geführt.  Der  Verfasser  spriobt  den  Satz  in  folgender  Weise  aus:  „Jede 
stetige  reelle  Function  von  x  kann,  sofern  x*<.\  ist,  einer  steigenden 
Höhenreihe  von  x  gleichgesetzt  werden  und  diese  iat,  sofern  in  ihr  nicht 
eine  der  Vorwahlen  unendlich  wird,  eine  echte  Reihe."  Zur  Begründung 
desselben  wird  einfach  angeführt,  da  die  Beihe  anendlich  viele  Vorzahlen 
bat,  kann  man  die  Vorzahlen  so  beBtimmen,  dass  die  Reihe  für  jeden  be- 
stimmten Werth  von  x  auch  dem  entsprechenden  Werthe  der  einwerthigen 
Formel  von  x  gleich  ist.  Oh  und  wie  das  hierbei  entstehende  System 
von  unendlich  vielen  Gleichungen  aufgelöst  werden  kann,  darüber  verlautet 
weiter  kein  Wort.  Auf  dieser  Reihenentwicklung  ruht  nun  auch  die  Er- 
klürong   der   DtfTerentialqnotienten.     Eine  Function  von  x  -\-  y  wird  nach 

Potenzen  von  y  entwickelt,  und  der  Coefficient  von  —^  gleich  der  a**"  Ab- 
leitung von  fx  geset?.t.  Wenn  der  Verfasser  diese  Entwicklung  als  strenger 
und  einfacher  als  diejenigen  aller  anderen  Mathematiker  bezeichnet,  so  ist 
das  schon  desbalb  nicht  richtig,  weil  die  Entwicklung  auf  den  oben  au- 
gefilhrten  Satz  über  die  Darstellung  einer  Function  ia  einer  Reihe  beruht. 

Auch  bei  der  Integralrechnung  glaubt  der  Verfasser  neue  Wege  ein- 
scblagen  zu  müssen.  Er  macht  hier  einen  Unterschied  zwischen  Integre 
and  Integral.  Die  Integre  gebt  dadurch  aus  dem  Integral  hervor,  dass 
die  willkürlichen  Constanten  gleich  Ifull  gesetzt  werden;  da  die  Mathe- 
matiker dieses  allein  wissenschaftliche  Verfahren  nicht  kannten,  so  war  es 
nach  der  Meinung  des  Verfassers  nicht  möglich,  höhere  Integrale  zu  be- 
bandeln. Es  scheint  ihm  also  nicht  bekannt  zu  sein,  dass  man  ein  wissen- 
schaftlich viel  braucbhareros  Verfahren  besitzt,  welches  man  auch  immer 
bei  der  Behandlung  von  Differentialgleichungen  anwendet,  indem  man 
einem  bestimmten  Werth  der  Unabhängigen  bestimmte  Werthe  der  Inte- 
grale zuordnet. 

Aus  dem  hier  Angeführten  kann  der  Leser  wohl  zur  Genüge  ersehen, 
ob  das  Werk  das,  was  es  verspricht,  wirklich  hftlt.  Mai  Meveu. 


\ 


Einleitung  in  die  Theorie  der  Oammafanction  nnd  der  Enler'schen 
Integrale  von  Dr.  pbil.  J.  U.  Guap,  Professor  der  Mathematik  an 
der  Universität  Bern.  Druck  und  Verlag  von  K.  J.  Wyss.  Bern  1895. 
Die  unter  dem  obigen  Titel  erschienene  kleiue  Schrift  soll  keine 
erschöpfende  Darstellung  der  Gammafunction  sein,  sondern  will  den 
Studirenden  in  dieses  Gebiet  einführen.  Den  Ausgangspunkt  nimmt  die 
Untersuchung  von  der  Definition  der  Gammafunction  als  Greniwerth  eines 
Quotienten,  daran  schlieast  sich  die  Verwandlung  der  oammafanction  in 
ein  bestimmtes  Integral  und  die  Aufstellung  der  verschiedenen  For 
der  Euler'soben  Integrale.     Besonders  wird  d\e  ^OTnieV, 


ZOT  Ableitung   der   Beealtate   verwendet,   wie  z.  B.  bei   der   Aoswertbnng 

bestiminter  Integrale   und   Lei   der  Berechnung   von  '"(t)    ^^^    ^W)' 

Aoseerdem  mögen  aus  dem  übrigen  Inhalte  noch  die  Schittzong  der  Ganima- 
fonetion  für  grosse  Argumente,  BOwie  der  Integral  -  Logarithmus  erwähnt 
werden. 

Die  Darstellung  ist  im  Allgemeinen  verständlich,  nnr  wäre  vielleicht 
eine  grössere  Deutlichkeit  bei  der  Untersuchung  der  Integrale  in  der  Um- 
gebung singulSrer  Punkte  wUnscbenswerth,  Es  ist  daher  den  Studirenden, 
die  das  Werk  benutzen  wollen,  die  Beschäftigung  mit  diesem  Gebiete, 
sowie  auch  für  einige  Stellen  die  Bekanntschaft  mit  den  elliptischen  Inte- 
gralen zu  empfehlen;  alsdann  wird  das  Werk  zur  EinfUhrung  in  die  Tbeoria 
der  Qammafunction  sehr  wohl  geeignet  sein.  Majc  Meteb. 


UnteiBachnngen   zur   VariationB-Rechnung.     Inaugural-Dissertation  mM 
Erlangung  der  DoctorwUrde  von  der  Philosophischen  FacultHt  der 
Friedrich  Wilhelm- Universität  zu  Berlin  von  Eknst  Zeruelo.   Verlag 
von  Mayer  &  Müller,  Berlin. 
Diese   Dissertation  ist   eine   Erweiterung   eines    Theiles    der    Unter  J 

suchnngen    des  Herrn  WeierstraSB.     Dieser    legte   seinen    Betracbtui 

Integrale  von  der  Form:  c 

j-fF(x,r,  A  «')<» 

ta  Gmnde,  während  der  Verfasser  Integrale  von  der  Form: 
h 
J^Jf{x,  /....xt");  y,  j/,...y"l)d( 

einer  Untersuchung  unterzieht. 

Im    ersten    Abschnitt    wird    die    Frage    erSrtert,    unter    welchen  I 
dingungen  das  Integral  von  der  in  gewisser  Beziehung  will  kür  lieben  Du 
Stellung   der  Coordinaten   der  Curve    als  Functionen  des  Parameters  l  n 
abhängig  ist.     Soll  fUr  ein  beliebig  vorgeschriebenes  Curvenstück  1,  2 

das  Integral:  ^ 

J-JF(xW,  y'J-))dt 

einen  bestimmten,  von  der  besonderen  Form  der  Darstellung  unabhängigen 
Wertb  besitzen,  BO  darf  es  nach  Fixirung  der  Functionen  tp,  tfi  nur  von 
den  Sndwertben  d,  und  9^  der  tünctYQa  ö  —  a^'-'*  «Kwta^'a'Q.,  ^ 


Eb  werdsn  in  Folgeadem  euige  AbkUraangen  eingefolut: 

l)'Z)-i',+.,        fr-0,  l...,n,P,-P), 

Dsr  P^   entaprecbeade    Ausdruck    werde    mit  Q^    und   der  dem  £, 
■'mit  Zf,  bezeichnet,   dann   crgiebt  Bioh  folgendes  System  von  Bedingnngs- 
gleichoBgen:  "   /   \  r  1 

^=. 
wo  Cr,  i  ^  1  oder  0  ist,  je    nachdem  v  gleich  1  oder   von  Letzterem  ver- 
schieden ist. 

Gelegentlich   benutzt   der   Verfasser   mit  Vortheil    folgendes    System 
TOB  Veränderlichen:  i 

a^  -"  arctg  -j 

„       .  (»'V)' 

aUgemein:  ju-i 

dann  ergiebt  sich,  dass  jede  Function,  die  voa  der  Wahl  des  Parameters 
unabh&ngig  ist,  eine  Function  von  x,  ^,  ctj,  0^...«^  ist. 

Im  zweiten  Abscbnitt  wird  mm  die  Frage  nntersncht,  eine  Curve  zu 
finden,  fUr  weiche  das  Integral  «, 

J-JFil 

ein  Mimmum  ist.  Es  werden  hierbei  folgende  Voraussetzungen  gemacht: 
Alle  zulässigen  Curven  sollen  an  beiden  Grenzen  der  Integration  f  =  i, 
und  ^  =  ^  in  gegebenen  Punkten  zwei  gegebene  analytische  Curven  von 
n  —  l"'  Ordnung  berUbren.  Ferner  soll  sich  das  ganze  Intervall  (,  ,..ij 
jedearaal  in  eine  endliebe  Anzahl  von  Theilen  zerlegen  lassen,  in  deren 
jedem  x^^  und  y'^^  eindeutige  und  stetige  Functionen  von  i  sind.  Ausser- 
dem soll  für  f  ^  1  die  Bedingung  bestehen:  i)j"(t)  +  V(0  >  0.  Auch 
der  von  Herrn  Weierstrass  eingefühite  Begriff  der  benachbarten  Curven 
wird  für  die  folgenden  Betrachtungen  erweitert.  Von  einer  Curve  soll  be- 
hauptet werden,  sie  liefere  ein  Minimum  in  einer  „Nachbarschaft  «'*'■  Ord- 
nung", falls  sich  für  irgend  eine  Darstellung  x  —  fi^,  y  =  V(0  ^^'^  Curve 
positive  Grossen  ?,  7i-..!7ni  so  angeben  lassen,  dass  alle  erlaubten  Curven 
X—  9^(^J,  J"  —  ^(i),  die  den  Bedingungen; 


90  Higto  lisch -litersrische  Abtheilong. 

Ot-0,  1,  2,...m) 
genDgen,  IntegrEÜe  liefern:  ...  ,  . 

Fahrt  m&n  eine  Variation  ans,  indem  man: 

«-»(()  + 1|(0,   !i-*W  +  <i(0 

Betit,  Bö  ergiebt  sich  znnächst  folgendi 
heit  der  erlaubten  Curven  angehSrenden  CurvenstUck  ein  Mijiimum  deg 
Integrale  entsprechen  soll,  so  mnss  vor  allen  Dingen  die  „erste  Variation" 
immer  verscbwinden  für  beliebige  den  vorgeschriebenen  Bedingungen  ge- 
nügende Functionen  i(i)  und  i((')i  iißd  hieraus  gebt  hervor,  dasa  fllr  den 
Fall  eines  Minimums  P  and  Q  in  dem  ganzen  Intervall  verschwinden 
müBBon.  Die  Curven,  welche  ein  Minimum  ergeben,  geniigen  der  Differential- 
gleichung pjf  +  Qi/'  —  0. 

Für    ein    Curvenstück,    das    ein    Minimum    des  Integrals    liefern 
dürfen  Pi,...P„  und  Qi,...Qn  keine  endlichen  Sprünge  erleiden,  wenn  P 
und  Q  stetig    sind;    ebenso  nird    auf  Grund  der  ferneren  Untersuchungen 
die    Stetigkeit    der   Ableitungen    von    x  und  y    bis    zur  n  —  1""  Ordnung 
vorausgesetzt. 

Analog   dem  Verfahren   des  Herrn  Weierstrass   gelangt  man  ai 
hier  durch  eine  geeignete  Variation  zu  einer  Function 


tial- M 

böh^ 


£-n?,s-n.',9)-'-%^CP-i.)-'-%^'s-«) 


Aetm 


wo  p  ^  a:'"',  3  ■■  y'"';  p  =  i'"',  q  •=  j/'"'  gesetzt  werden  und  x  and  y 
Wertbe  auf  einer  benachbarten  Curve  sind. 

Soll  ein  unseren  bisherigen  VoraasBetr.ungen  entsprechendes  StAek 
einer  Lösung  der  Differentialgleichung  des  Problems  ein  wirkliches  Minimum 
des  Integrals  liefern,  so  darf  die  Function  E  an  keiner  Stelle  des  ganzen 
Intervalles  für  irgend  welchen  Werth  der  Grössen  J>,  q  negativ  werden 
können.  Durch  eine  Umformung  von  E  ergiebt  sich  aucb  bienuig 
Folgendes:  Wenn  ein  wirkliches  Minimum  vorhanden  sein  soll,  so  darf  in 
der  ganzen  Ausdehnung  des  Corvenstückes  die  Function 


airgendwo  negative  Werthe  annehmen.  Es  ergeben  sich  hier  gegenDl 
dem  von  Herrn  Weierstrass  behandelten  Fall  bemerkenswerlhe  Dnt 
schiede.  So  kann  z.  B.  bei  dem  allgemeinen  Falle,  aucb  wenn  E 
rationale  I\inction  ist,  sehr  wohl  ein  Minimum  existireu,  während  iia 
ia  dem  beaondereo  Falle,  der  nur  die  etüten  Ableitungen  entbSlt,  nicht 
Iglicb  ist 


I 


Im  letzten  Abschnitte  werden  nun  auch  die  hinreichenden  Beding- 
ungen für  die  EiistenE  einee  MinimomB  anfgesnclit,  nnd  es  ergiebt  Eich 
hierbei  folgendes  Besoltat:  Eino  particoläre  Lösung  der  DifferentiaJgleich- 
UDg  des  Problems  liefert  zwischen  den  Werthen  (,  and  (^  des  ParametsrH, 
wenn   in   diesem  Stück  der  Curve  keine  conjngirten  Punkte  ezistiren,  ein 

Minimnm; 

1.  in   einer   Nachbarschaft   m  —  1*"  Ordnung,    wenn  gleichzeitig   die 
Function  E(t)    im    ganzen    Interratl   nur    positive    Werthe    besitzt 

Iund    auch    an    den    Stellen,    wo    sie    etwa   verschwindet,    ihr  Vor- 
zeichen nicht  wechseln  kann; 
2.  in    einer  Nachbarschaft   m  ■=  n**"  Ordnung,   wenn  statt  dessen  die 
im  ganzen  InlerTall  nnr  positiv  ist  und,  auch  wo  sie  verschwindet, 
ihr  Zeichen  nicht  wechseln  kann. 
Hierdurch  ist  bis   auf  gewisse  ÄosnahmetUUe,   die  der  Verfasser  am 
SchlusB    seiner  Arbeit  zusammenstellt,    die  Frage    nach  der  Fiiateuz  eineit 
Minimums  immer  zu  entscheiden. 

Dies  mSge  als  kuri^e  Inhaltsangabe  der  Dissertation  dienen,  die  eine 
sehr  interessante  Erweiterung  der  Variationsrechnung  bietet. 

Max  Mevek. 


¥ 


Grundlagen   für   die    geometrisohe   Anwendung   der  Invariantentheorie 

von  Dr.  P.  Mutii.  Mit  einem  Begleitworte  von  M.  Pabcu.  Diuck 
und  Verlag  von  B.  G.  Teubner.     Leipzig  1895. 

Die  Anwendung  der  Invariantentheorie  auf  die  analjtische  Geometrie 
vorzubereiten  ist  der  eigentliche  Zweck  dieses  Buches.  Es  werden  hier- 
bei nur  wenige  Kenntnisse  aus  der  analyfjschen  Geometrie  und  der  Deter- 
minantenlehre vorausgesetzt.  Ausgehend  von  dem  Begriff  des  Doppel- 
Verhältnisses  bringt  dasselbe  zanächst  die  EinRlhrung  der  homogenen 
Coordinaten  der  GeradSn,  Punktreihon  und  StrahlenbUschel ,  schreitet  so- 
dann zur  Einführung  linearer  Coordinaten  der  Ebene  fort  und  erweitert 
dann  die  Coordinaten  dar  Stellung  für  den  Baum.  Es  werden  bei  diesen 
Betrachtungen  auch  imaginäre  Werthe  der  Elemente  berücksichtigt,  wie 
auch  die  Dualitllt  in  den  Formeln  immer  hervorgehoben  wird. 

Die  folgenden  Abschnitte  enthalten  die  allgemeine  Coordinaten- 
Iransformation,  projective  Gebilde,  Collineation  uud  Eeciprocit&t,  sowie 
schliesslich  die  involutorischen  Gebilde.  Den  weitaus  grüsston  Theil  des 
Werkes  nehmen  also  Betrachtungen  Über  den  Coordinaten  begriff  ein,  und 
es  fragt  sich,  ob  dieselben  mcbt  vielleicht  doch  eine  zu  grosse  Ausdehnung 
gewanaen   haben.     Ebenso   wäre   bei   manchen  A.XAsAMn^ei'tv  e 


Historisch -literarische  Abtheilung. 


AnBchaannggi^H 
der  Abldtmir  ^ 


Uerrortreten  der  ihnea  zu  Grunde  liegenden  geometrischen  Angchaannga 
erwünscht.     Dafür  entschädigt   allerdings  die  Gründlichkeit  der  Ahldtmip  ' 
der  einzelnen  Sfitze,   welche   dem  Studirenden  die  vor  allen  Dingen  noth- 
wendige    Sicherheit    in    den    Elementen    giebt,    und    darum    durfte    dieses 
Werk  Demjenigen  gute  Dienste  leisten,  der  in  das  in  Rede  stehende  Qt-  j 
biet  eingeftthi't  werden  will.  Max  Meyeh.  ' 


Das  gröSBte  Frablem  der  Bechenkuust  gelQst.    Rationelle  nnd  &n  Ei 

beit    unübertrefTbare    Methode    zur    Auflösung    von    nnmeriscl 
Gleichungen    beliebigen    Grades.    —    Mit  Anhang:    Ein  neuer 
der  Planimetrie.     Der  mutbuassliche  Schlüssel  zum  Uaifatti'i 
Problem.     Eeransgegeben  von  Auli.  Orro. 
Der  angeführte  Titel  ist  schon  von  vornherein  geeignet,  einiges  Misa- 
trauen  zu  erwecken.     Diese  rationelle  und  an  Einfachheit  nnöbertreflbaro 
Methode    ist    ein    einfaches   Interpolations verfahren,    das    zwar    sehr  um- 
ständlich, aber  darum  keineswegs  klar  au  seia  and  ergesetzt  ist.     Von  dieser 
Weitschweifigkeit    giebt    die    Behandlung    der    Gleichungen    ersten    Grades 
ein   gntes   Heispiel.     Der  Verfasser   Iheilt   dieselben  unnöthiger  Weise  ii 
zwei  ganz  rersobiedene  Gruppen: 

px  +  qx  =  a 
nnd 

px  —  qx  ^  a. 

Auch  der  nene  Satz  der  Planimetrie  entpuppt  sich  als  spocieller 
eines  guten  alten  Bekannten.  Er  lautet  nümlich:  Die  Schnittpunkte  der 
drei  Tange ntenpaare ,  welche  gemeinschaftlich  an  je  zwei  von  drei  un- 
gleich grossen  Kreisen,  deren  jeder  die  beiden  anderen  berührt,  geBogea 
werden  können,  liegen  in  einer  geraden  Linie,  —  Dieser  Satz  soll  auch 
zu  einer  von  dem  Verfasser  selbst  noch  nicht  gefiindenen  Lfisung  des 
Malfatti'achen  Problems,  welches  er  als  das  mathemalische  Problem  des 
19.  Jahrhnnderts  bezeichnet,  führen.  Die  Begründung  hierfür  ist 
so  charakteristisch,  dass  wir  uns  nicht  rei-sagen  können,  einiges  davon 
anzuführen:  „In  der  au  dem  angeführten  Satre  gehörigen  Figur  liegt  auch 
diejenige  des  Malfatti'schen  Problems,  in  ein  Dreieck  drei  Kreise  so  ein- 
zuzeichnen, daSB  jeder  derselben  zwei  Seiten  des  Dreiecks  und  iit 
beiden  anderen  Kreise  berührt,  vor  uns.  Die  Möglichkeit,  den  vorliegen- 
den Satz  mit  diesem  Problem  in  Vorbiiidong  bringen  zn  kSimen,  kann 
deshalb  nicht  bestritten  werden.  „Das  Malfatti'sche  Problem  tritt  bi6^ 
mit  unzweifelhaft  in  ein  neues  Stadium  seiner  geschieh tlichen  Ent- 
Wickelung."  jj^  Ug^Bg. 


e  a  j 
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Die  logiuben  Eh-nndopeiatiosen  der  Hatbematik.    Ein  Repetitionsmittel 
fOr  obere  Gymnasial-   und  Realachnlklassen  von  Friedrich  Mann, 

k.  Professor  und  Hector  der  KreiB  real  schule  Würihurg.    A.  Deicher- 
■Bche  Verlagsbuchhandlung  Nachf.  (Georg  Böhme).      Erlangen   und 

Leipiig  1895.  Preis  1  Mk. 
Der  Verfasser  dieser  Bcbrift  will  die  mathematisobe  Bepe6tion  in  der 
Schule  dazu  benutzen,  um  die  Schüler  bei  dieser  Qotegenheit  in  die 
Anfangsgründe  der  Logik  einznfUbren.  In  allen  mathematischen  Be- 
trachtungen kehren  fast  immer  verschiedene  logische  Grund  Operationen 
wieder,  die  der  Si'büler,  ohne  sich  Über  ihre  Bedeutung  klar  zu  sein, 
ausführt,  und  die  ihm  nunmehr  mm  Bewusstsein  gebracht  werden  sollen. 
Es  lässt  sich  nicht  leugnen,  dass  dies  oin  sehr  beachten sw er Lher  Weg  ist, 
den  Bildtingäwerth  der  Mathematik  zu  erhöhen.  Man  muss  indessen  be- 
rücksichtigen, dass,  wenn  das  Verfahren  mit  Erfolg  angewendet  werden 
fioll,  schon  eine  gewisse  Sicherheit  in  dem  rein  mathematischen  Gebiete 
vorhanden  sein  muss.  In  diesem  Falle  wllrde  der  Lehrer  wähl  auch  Zeit 
finden,  dasselbe  an  einzelnen  Aufgaben  dorchzu fahren,  und  waren  Ver- 
suche in  dieser  Beziehang  gewiss  erwUnscbt. 

In  dem  vorliegenden  Hefteben  wird  das  Verfahren  nur  auf  die  Plani- 
metrie angewendet,  obgleich  seiner  Ausdehnung  auf  andere  Gebiete  nichts 
im  Wege  steht.  Diu  Schrift  zerfällt  in  zwei  ünterahthoilungea:  „An- 
schauliches" und  ,,  Begriff  liebes''.  In  Wirklichkeit  kommen  zwar  An- 
schauung und  Begriff  in  der  Planimetrie  nie  völlig  getrennt  vor,  die  Ein- 
theilnng  ist  vielmehr  nach  dem  in  diesen  Betracbluugen  vorherrschendem 
Gebiet  getroffen  worden.  Weniger  glücklich  ist  die  Eintheilnng  in  pri- 
märe nnd  secundUre  Aufgaben,  weil  derselben  kein  genfigendea  Princip  zu 
Grande  liegt.  Der  ergiebigste  Abschnitt  ist  derjenige,  welcher  den  Titel 
„Logische  Vorübungen"  führt.  Hier  giebt  besonders  dio  Frage  nach  der 
Umkehrbarkeit  der  Lehrsätze  Stoff  zu  lehrreichen  logischen  Betrachtungen. 

Max  Meter. 

Die  geometrische  Thetlung  des  Winkels  von    Max  Kohnio,   Regiernngs- 
baumeisler.     Mit  44  Abbildungen   auf  zwei  litbographirten  Tafeln. 
Berlin.     Verlag  von  Georg  Siemens.      1804. 
Der  Verfasser  will  in  dieser  Schrift  das  Problem  der  TheUung  eines 
Winkels  in  eine  beliebige  Anzahl  von  Theilen  gelöst  haben.     Die  Begrün- 
dung der  Construction    ist    so   anklar,    dass  Referent  nicht  Im  Stande  ist, 
den  derselben  zu  Grunde  liegenden  Gedankengang  zu  erkennen.     Es  müge 
nnr  erwähnt  werden,  dass  die  Theüung  des  Winkels  in  «Tbeile  mit  Hilfe 
einer  Theilung  in  n  -}-  1   Thoile  gelöst  werden  soll.  Jj^x    Mbvi;u. 


P.  AffeUi  et  E.  GotmsAT.  Theorie  des  fonotions  algöbriqoes  et  de  lenn 
intrigrslflB.     Paris  (Gautbier-Tillars)   1895;  b,  X  und  530  Seiten. 

Das  in  der  Ueherschrift  genannte  Lehrbuch  der  Theorie  der  algebra- 
ieohen  Fanctionen,  welches  von  Herrn  Hermite  mit  einer  interefleanten 
Vorrede  versehen  ist,  dürfte  für  uns  Deutsche  von  beaoDderem  1nt«reEse 
aeiu.  Wahrend  nämlich  in  Deutachland  nan  bereits  seit  geraiuner  Zeit 
die  Ideen  ßiemann'a  zur  Grundlage  einer  schnell  vorwärts  treibendeD 
Entmickelnng  der  Functionenthoorie  geworden  sind,  war  in  Frankreich  die 
Kenntnisa  der  Grundsätze  und  allgemeinen  Ergebnisse  der  Riemannschen 
Theorie  der  algebraischen  Functionen  nicht  in  gleichem  Masse  Gemeiognt 
der  Mathematiker  geworden.  Dies  ist  nun  in  neuerer  Zeit  anders  ge- 
worden, und  zumal  in  dem  vorliegenden  Werke  der  Herren  Appell  und 
Gouraat  worden  die  Riemaun'Bcben  An Bcbauungs weisen  in  anngedehnter 
Weise  zur  Grundlage  der  Theorie  der  algebraischen  Functionen  gewühlt, 
womit  in  der  Einbürgerung  Eiemann's  in  die  französische  Lehrbucblitei-atnr 
ein  wichtiger  Schritt  vorwärts  gethan  wird.  Es  ist  aber  freilich  auch  nnr 
erst  ein  Schritt  in  dieser  Bichtung  geschehen;  denn  die  volle  und  reine 
Darlegung  des  Eiemann'schen  Standpunktes,  wie  man  sie  übrigens  nach 
den  ausführlichen  Vorbereitungen  in  dar  ersten  H&Ute  des  Werkes  bStt« 
erwarten  sollen,  wird  hier  nicht  gegeben.  Es  ist  bei  den  ktangTollen 
Namen  der  Herren  Verfasser  gar  nicht  zu  bezweifeln,  dass  sie  den  eben 
jetzt  vorliegenden  Bedürfnissen  der  Studirenden  ihres  Landes  in  richtiger 
Weise  entgegenkamen,  indem  sie  die  Riemann'schen  Ergebnisse  in  dem 
von  ihnen  gewählten  Umfange  übermittelten.  Aber  es  mnss  an  ?or- 
liegender  Stelle  doch  die  Frage  sein,  inwieweit  das  Werk  der  Herren 
Appell  nnd  Goursat  dem  bei  uns  diesseits  leider  sehr  fühlbaren  Mangel 
an  einem  brauchbaren  llandbucbe  der  Functionentheorie  abzuhelfen  ver- 
mag. Iq  dieser  Hinsicht  sind  aber  verschiedene  Bedenken  zu  äussern, 
die  allerdings  erst  nach  einem  aosfUhrlichon  Referat  über  den  Inhalt  dw 
Werkes  discutirt  werden  können,  Eine  kurze  Einleitung,  in  welcher  eini^« 
bekannte  Grundsätze  von  Cauchy  n.  A.  zusammeDgestellt  werden,  kuu 
hier  ausser  Acht  gelassen  werden. 

In  den  drei  ersten  Kapiteln,  welche  nahehin  ein  Drittel  des  gmwa 
Buches  aasmachen,  sind  die  zweiblüttrigen  Riemann'schen  FlSdien  ood 
damit  die  byperellipti sehen  Gebilde  behandelt. 

Im  ersten  Kapitel  wird  im  Anschluss  an  die  Qnadratwurzel : 

V(« -«■)(•-«.)■•  ■(•-«.) 

in  anschaulicher  und  interessanter  Weise  ein  Bild  von  der  Eigenart  der 
zugehörigen  zweiblättrigen  Riemann'schen  Fläche  entworfen,  die  Vfir- 
zweigungspunkte  und  Duendlicb  ferne  Stelle  werden  untersucht,  sowie  tncli 
betreffs  der  zugehörigen  "FuncÜQnenR\\g6ii\c\Ti6T^;i«öTemfe«vi.v«\0«.A.\.'^i«i»^^ 


le  »ncli      I 


^ägt 


Das  Geachleoht  p  vird  nach  WeierBtraea  dahingehend  definirt,  daea  bei 
einer  algebraischen  Fnnctioa,  die  nnr  an  einer  einzigen  Stelle  unstetig 
wird,  die  Ordnung  dieses  ünstetigkeitspunktes  im  Minimtiin  (p  + 1)  ist. 
Einige  Voreat Wicklungen  zum  spateren  allgemeinen  Biemann-Roch'ecben 
Satze  Hchlieseen  sieb    hier  an. 

Das  zweite  Kapitel  ist  einer  sehr  gründlichen  Untersnchung  der  byper- 
olÜp tischen  Integrale  gewidmet.  Aber  es  handelt  sich  hier  nnr  erst 
darum,  die  Integrale  einzeln  in  beschränkten  Bereichen  anf  ihre  Ent- 
wicklungsfähig keit  in  Potenzreihen,  auf  ihre  Art  etwa  vorkommender  Dn- 
slotigkeiten  etc.  zu  untersachen.  Die  GeeammtauffaEsung  des  Verlaufs  der 
Integrale  Über  die  ganze  Flüche  hin,  welche  in  der  Erkennung  des 
Perioden  Verhaltens  gipfelt,  bleibt  hier  noch  ausserhalb.  Gemllss  des  io 
Kapitell  begründeten  Ansatzes  wird  an  der  einmal  gewühlten  Riemaun- 
achen  Flüche  dauernd  festgehalten.  Dies  ist  allerdings  hei  zweiblitttrigen 
FlSchen  (nicht  aber  für  eine  allgemeinere  Auffassung)  bis  zum  gewissen 
Grade  gerechtfertigt,  insofern  bei  Transformation  wieder  in  eine  zwei- 
blattrjge  Fliehe  die  Verzweignngspunkte  hier  ausnahmsweise  den  Charakter 
der  Invarianz  besitzen.  Natürlich  mllssen  nun  alle  bei  den  Integralen 
möglichen  Vorkommnisse  fllr  die  Verzweigungspankte  und  fUr  die  unendlich 
fernen  Punkte  besonders  discntirt  werden. 

Im  Kapitel  III  folgt  die  Lehre  vom  Zusammenhang  und  der  Zer- 
schneid ung  der  zweibllUtrigen  FlKchen  und  damit  die  noth wendige  Er- 
gänzung der  Theorie  der  hyperelliptischen  Integrale. 

In  weiteren  neun  Kapiteln  werden  nun  die  bei  den  hyperelliptischen 
Flüchen  gewonnenen  Anschauungen  zur  allgemeinen  Theorie  erweitert^ 
wobei  übrigens  die  eingehende  und  erschi'ipfende  Behandinng,  welche  die 
zunächst  folgenden  Kapitel  besonders  auszeichnet,  später  mehr  und  mehr 
zurücktritt. 

Die  Kapitel  IV  und  V  liefern  die  hauptsllchlichen  Grundlagen  des 
weiteren  Aufbaues  der  Theorie,  Dort  finden  wir  die  wesentlichen  Eigen- 
schaften der  algebraischen  Functionen  allgemein  entwickelt,  die  Art  ibror 
Ünstetigkeitspunkfo,  ihr  Verhalten  gegenüber  der  MonodromJe  der  un- 
abhängigen Variabelen,  ihre  VerzweigungBpunkte  und  deren  Aufsuchung 
(nach  Puisens),  die  Construciton  ihrer  Bie  mann 'sehen  Flüchen,  von 
denen  die  allgemeinste  als  Grenzfall  einer  Fläche  mit  nnr  znelblStlrigen 
Verzweigungspunkten  hingestellt  wird  (Seite  216).  Hier  (im  Kapitel  V) 
finden  wir  die  Lehre  vom  Zusammenhang  und  der  Zerscbneidnng  der 
Flachen  ausgeführt,  die  canonischen  Sehnittsysteme  (nach  Eiemann)  ent- 
wickelt und  die  Anwendung  auf  die  Integrale  gegeben. 

Zur  Veranschaulichung  der  allgemeinen  Satze  werden  hier  die  zu 
binomischen  Gleichungen  von  der  Gestalt  «'" -=  Ji(/)  gehörenden  m-blittt' 
'flu  FJäcbea   iw   Einzelnen    verfolgt.     Es   svq4  4\es  aö^e.uwi.ti'wi  te^ässÄ^ 


Riemann'Ecbe  FlBchen,  und  sie  lassen  stets  mTruufarmatioDen  in  ächs 

analytisch  durch:  tkni 

gegeben,   bei   denen   sich   die    Blätter   der  Fl&ohe  permntiren.     üebriga 
wird  Seite  240  in  dem  mit  den  Worten:  „On  appelle  ainse  iea  snrfaces . . .* 

beginnenden  Satxe  der  Begriff  der  regulären  Flächen  (wenigstens  nach  dem 
deatechen  Sprachgebrauch)  nicht  hinreichend  ecbarf  gofasät.  Die  B«gniaritlt 
einer  Flüche  ist  neben  der  Lage  und  Anzahl  der  Verzweigangspunirte 
durchaus  auch  mit  von  der  Abfolge  der  BlStter  bedingt.  In  der  Fort- 
Eetzung  der  Entwickelung  bis  Seite  244  bringt  dieser  Mangel  in  der  Be- 
griffähestimmung  der  Regularitüt  mehrere  Inconvenienien  mit  sieb. 

In  dem  folgenden  Kapitel,  über  birationale  Transformationen,  findet 
eine  entschiedene  Abwendung  von  Biemann  statt,  worauf  wir  nocb  weiter 
unten  zu  sprechen  kommen.  Es  wird  hier  nicht  an  die  Qesammtanf&s«- 
nng  aller  zur  Flüche  gehörenden  algebraischen  Functionen  angeknüpft, 
sondern  die  rationale  Transformation  wird  als  etwas  Neues  unvermittelt 
eingeführt.  Die  Folge  ist,  dass  die  Aussonderung  der  birationalen  Trans- 
formation, der  Beweis  für  die  Erhaltung  des  Geschlechter  bei  den  letEterea 
Transformationen  etc.  vom  Standpunkt  einer  consequenten  Durchführung 
der  Biemann'schen  Denkweise  als  amständlich  erscheinen  müssen;  man 
vergleiche  nnr  etwa  den  ersten  Beweis  für  die  Erhattong  der  Zahl  ;•, 
welcher  sich  auf  den  Gebrauch  derRiemanu'schen  Flächen  stützt  (Seite  261), 
mit  dem  zweiten  rein  analytischen  Beweise  dieses  Satzes  (^Seite261 — 266). 
Üeberbaupt  gewinnen  nun  dorchans  die  Vorstellungen  der  Clebsch 'sehen 
Schule  Geltung,  und  namentlich  kommen  die  wichtigen  Theoreme  von 
Noether  über  die  Erniedrigung  der  Singularitäten  der  ebenen  Cnrven  U.  a. 
zur  Behandlang.  Eine  zuerst  durch  Halphen  gebrauchte,  Seite  276  be- 
sprochene Transformation  erweist  sich  hier  als  besonders  nUtdich.  Die 
curveu theoretische  DeSnition  des  Geschlechtes  p  wird  nun  gegeben,  und 
am  Schlüsse  des  Kapitels  werden  zur  Anwendung  der  entwickelten  Ans&tie 
die  wohlbekannten  Slltio  über  Transformation  der  Carven  des  Geschleohtei 
p  —  0  und  j)  —  1  in  sich  entwickelt. 

Es  folgt  ein  ausserordentlich  inbaltreichea  Kapitel  über  Normal- 
integrale,  welches  durchaus  im  Sinne  des  bekannten  Clebscb-Gordan- 
schon  Standpunktes  fundirt  ist.  Das  beisst,  hier  herrscht  einstweilen  gu 
nicht  mehr  die  Vorstellung  einer  Kiemann'schen  Ftilühe  als  Tr&gerin 
eines  Systems  mit  einander  zusammenhlLngender  algebraischer  und  trani- 
cendenter  Functionen,  sondern  unter  Zugrundelegung  einer  particuISren 
Relation  F(u,  z)  —  0,  welche  natürlich  geometrisch  als  Carve  gedeutet 
wird,  entspringen  die  .Integrale,  als  llings  dieser  Curve  hin  ersbvckL 
Diese  Auffassung,  welche  in  der  Oe£chi.chte  der  Theorie  der  Abel'fcbea 
fmietionen  eine  so  bervorrageuÄB  TJaWe  gea\via\\i  V^'t,'-«.^.  s.«\mta*«t*3iiSä4tjj 


an  sich  vollberecbtigt.  Es  ist  aber  durchaus  die  Frage,  ob  in  der  hier 
gewählten  Wendung  der  Entwicklung  nicht  eine  InconBaqnenz  gegenüber 
der  bisherigen  Dispoütion  za  erblicken  ist;  wir  kommen  darauf  weiter 
unten  zurück.  Uebrigens  ist  bemerkeuswerth ,  dass  hier  Überall  nicht  die 
homogene  Schreibweise  gebraucht  wird,  welche  doch  den  projectiven 
Charakter  der  Entwicklung  auch  SufiBerlich  zum  Ausdruck  gebracht  hstte. 
Die  transcendente  Normimng  der  IntegraJe  und  ihre  Periodeneigenschaften 
können  nun  sehr  knrz  behandelt  werden  (S.  320  —  322)  dank  des  Um- 
stand es,  dass  bereits  im  vorigen  Kapitel  die  Zerschnei  düng  der  FlUche 
ansfUhrlich  behandelt  wurde.  Zu  besonders  schönen  Einzelausführungen 
giebt  der  Begriff  eines  FnndamentalaystemB  von  2p  Integralen  der  ersten 
und  viweiten  Gattung  Anlass,  ein  Begriff,  der  aach  in  der  Theorie  der 
Differentialgleichungen,  der  Correspondenztbeorie  und  anderen  Gebieten 
grundlegend  ist.  Es  kommen  hier  namentlich  die  Arbeiten  neuerer  fran- 
zösischer Forscher  zur  Geltung.  Auch  die  Probleme  der  algebraischen  Aus- 
fuhrbarkeit  der  Integrale,  der  Bednction  Abel'Bcher  Integrale  anf  elliptische 
kommen  hier  zur  Discussion. 

Weit  knapper  sind  die  Entwicklungen  des  achten  Kapitels  gehalten, 
die  eindeutigen  Functionen  auf  einer  Biemann'schen  PISche  betreffend.  Eg 
wird  die  Darstellung  der  algebraischen  Functionen  durch  die  Integrale 
zweiter  Gattung  entwickelt  und  im  Anschluss  daran  der  Riemann-Boch'sche 
Satz  und  der  Brill-Noether'sche  Beciprocittttssatz  dai'gestellt.  Einige  Sätze 
über  das  Verschwinden  der  Biemann'schen  gi-Functionen  werden  aufgestellt 
(der  hier  /.u  Gi'onde  liegenden  allgemeinen  Auffassung  entsprechend  natür- 
lich in  der  Sprechweise  der  Geometrie  der  ebenen  Gurren);  weiter  folgt 
die  Besprechuag  einer  Eeihe  hyperellip tischer  Besonderheiten.  Die  Herren 
Verfasser  verfahren  hier  überall  nicht  mit  derselben  Ausführlichkeit,  wie 
in  den  früheren  Theilen  des  Werkes.  Es  wSre  doch  besonders  interessant 
gewesen,  wöre  z.B.  ein  so  wichtiger  Begriff,  wie  der  der  Specialfunctionen, 
an  Beispielen,  die  nicht  mehr  den  aller  niedersten  Fällen  p  angehören, 
erläutert. 

Ks  folgt  nun  in  einem  besonderen  Kapitel  (dem  neunten)  eine  schOne 
Behandlung  des  Abel 'sehen  Theorems  (natürlich  in  der  Sprechweise  Clebsch- 
Cordana).  Zu  erwähnen  sind  dabei  noch  die  Anwendungen  auf  Inte- 
gration eines  Systems  Abel'scber  Differentialgleichungen,  sowie  auf 
Additionstheoreme  für  die  Integrale  erster  Gattung. 

Das  Cmkehrproblem  ist  (im  Kapitel  X)  seinem  elementaren  Theilo 
nach  ausführlich  und  interessant  entwickelt,  Es  handelt  sich  hierbei  um 
die  Inversion  eines  einzelnen  Integrales  in  eine  eindeutige  oder  endlich- 
dentige  Function,  wobei  man  bekannter  Weise  auf  die  Plllle  jj  =.  0  und 
p  =•  1  eingeschränkt  ist.  Besonders  eingebend  wird  natürlich  die  Inversion 
des  ellipifsoben  Integrals  erster  Gatltmg  b6baiUäe\t,     fc.\%  %\na  fejK«%\i&OTi% 

m,t.-Ut.Abtb.  d.  Zoittcbr.  f.  Utttb.  a.  Phy«.  41,  Jahig.  lByfi.3.B.e!l.  % 


bietet  sloh  hier  die  Frage,  in  wie  weit  Differeotialgleiohaiieen  erster 

nung  /'('*»~j~)^0  durch  eindeutige  Functionen  integrirt  werden  kCni 

ein  Problem,  dem  bekannte  üntersuthungen  von  Briot  und  Boaqnt 
gewidmet  sind.  Auch  die  Integrationsmethode  von  Hermite  kommt  hier' 
bei  zur  D&rBtellung.  Betrefi'd  des  allgemeinen  Jacobi'schen  Umkebi- 
problems  and  Beiner  Behandlung  darch  WeierstraBS  u.  Ä.  werden  onr 
einige  kurze  Andeutungen  gegeben;  von  einer  s^Btematischen  Behandlusg 
sehen  die  Verfasser  ab. 

Das  elfte  Kapitel  (Normalourven  und  Moduln)  beginnt  mit  dem  be- 
kannten Tiieorem  von  Schwarz,  dass  nur  die  zu  j)  —  0  und  p  —  1  ge- 
hörenden Curven  continnirüche  Gruppen  von  TiaDsformationen  in  eich 
zulassen.  Für  p  1^  1  wird  aus  der  DiEContinuilüt  und  dem  algebraiBcben 
Charakter  der  Gruppe  ein  nahe  liegender  Schluas  auf  deren  Endtidikeii 
gezogen.  Einige  weitere  Ausführungen  scblietsen  sich  hier  an,  wobei 
übrigens  die  schönen,  auf  diesen  Gegenstand  bezogenen  Ergebnisse 
Hurwitz  nnr  kurz  unter  dem  Teste  erwähnt  werden.  Es  werden 
weiteren   zwei  Arten  von  Normalcurven   besprochen,   nämlich    einmal 

ebene  Curve  (p  +  1)*"  Ordnung  mit  — ^^-^ Doppelpunkten  (Clebi 

Oordan),  aodann  die  in  einem  Räume  von  (p— 1)  Dimensionen  gelegene 

Noother'sobe  Nornialcnrvo  der  ip.  Diese  Benennung,  welche  siob  übrigens 
Herr  Noether  selbst  verbittet,  erscheint  gleichwohl  nicht  ungerechlfertigl; 
man  dankt  den  Noether'scben  Untersuchungen  principielle  Sülze  aber 
die  fragliche  Curve,  wie  namentlich  betreffs  der  Darstellung  derselben 
durch  quadratische  und  habere  Relationen  zwischen  den  g),  wenngleich  die 
Curve  als  solclie  explicite  bei  Noetbor  nicht  auftritt;  vor  Allem  nehineD 
auch  die  erste  Erkennung  des  invarianten  Charakters  der  Cnrre  gegenl 
eindeutigen  Transformationen  die  Herren  Brill  und  Noetbei 
in  Anspruch. 

Die  im  letzten  Kapitel  belianJelten  Anwendungen  des  Abel'schen 
Theorems  auf  die  Geometrie  halten  sich  durchaus  innerbalb  der  allgemeiner 
bekannten  Gebiete  und  betreffen  die  ebenen  Curven  dritter  und  vierter, 
Ordnung  und  die  Raumcurven  vierler  Ordnung.  — 

Es  Bind  nur  wenige  Bemerkungen,  welche  wir  hier  am  Schlosa 
anzuführen  haben.  Bereits  im  Verlaufe  dea  vorstehenden  Berichtes 
hervorgehoben,  dass  nach  Meinung  des  Referenten  die  Herren  Vertäs^er 
gegenüber  den  verschiedenartigen  Strömungen  innerbalb  der  Functionen- 
theorie  eine,  folgerichtige  Stellungnahme  vermieden  haben.  Es  ist  ja  ein 
oft  gehörter  Einvmrf,  welcher  von  Seiten  der  Nai.'hfolger  Clobsch's  gegen 
Biemann's  Begründung  der  algebraiachen  Functionen  erhoben  wird,  die 
Vorstellung  dar  Riemann'&c^en  ¥\Äcb6  ^e\  tx.'jraa  ^.^i.\ilv•i,?^\la.^iÄ»,. 
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eben  dieBer  Ungenanigkeit  halber  nicht  enm  Fandament  einer  Theorie  ge- 
wählt werden.  Letzlere  mfisee  vielmehr  an  eine  conoret  vot^legte  Gleich- 
ung f  (ii,  e)'^  0  angesohlossen  werden ,  für  welche  alsdann  die  geometiiscbe 
Interpretation  dnrch  eine  ebene  Cnrve  nahe  liegt.  Das  hiermit  gekenn- 
zeichnete Bedenken  kann  aber  nnmSglich  io  einem  Buche  vorliegen,  dessen 
Hanptwerth  in  der  minntiSsen  Einzel  durch  bildnng  der  Anschauung  der  Rie- 
mann'Bchen  Flächen  zu  suchen  lat.  In  der  That  mnae  hier  der  üebergang 
zu  den  VorBtellnngH weisen  der  Olebsch'sohen  Schule  das  Bedenken  er- 
wecken, dass  ein  Borgaam  vorbereitetes  Bilfsmittel  fast  ungebraucht  in  den 
Hintergrund  gedrängt  wird. 

Man  wird  ja  sagen  können,  dass  die  Verfasser  nichts  von  den  wich- 
tigen Errungenschaften  der  cnrven  theo  retischen  Denkweise  hätten  entbehren 
wollen.  Aber  dann  hStte  doch  diese  Denkweise  als  natürliches  Glied  in 
den  Aosban  der  Riemann'schen  Grundlagen  eingeordnet  werden  sollen. 
Die  Brill-Noether'scbe  Theorie  der  corresidualen  Pnnktgmppen,  welche 
hier  zn  einer  Theorie  der  äquivalenten  Punktsysteme  auf  einer  Riemann- 
sehen  Fläche  geworden  wSre,  hätte  den  natürlichen  Zugang  dargeboten. 

Es  muss  endlich  dem  Einwurf  begegnet  werden,  dass  die  Eiemannsche 
Theorie  ihres  transcendenton  Charakters  wegen  den  Methoden  der  Geouteter 
nachzustellen  sei.  In  einer  Theorie,  in  welcher  das  einfachste  Element 
(die  Primfunclion  oder  Primform)  transcendent  ist,  führen  naturgemüss 
transcendente  Metboden  vielfach  auf  einem  weit  kürzeren  und  darch- 
BJchtigeren  Wege  zum  Ziel;  die  Correspondenztheorie  bietet  hierfür  ein 
glänzendes  Beispiet.  Es  wtlrde  znmal  in  einem  Lehrbuch  nnpädagogisch 
sein,  wollte  man  transcendent«  Methoden,  wo  es  immer  möglich  ist,  aus 
Princip  vermeiden,  selbst  wenn  sie  auf  kürzerem  Wege  zum  Ziele  führen. 

Die  vorstehenden  Bemerkungen  gegen  die  cnrven  theoretische  Richtung 
wolle  man  übrigens  durchaus  nicht  im  absoluten  Sinne  fassen  (obwohl 
diese  Richtung  in  einer  gewissen  sogleich  noch  zu  berührenden  Hinsicht 
unzulänglich  sein  würde).  Unsere  Bemerkungen  sind  dnrcbaus  nur  mit 
Rücksicht  auf  das  hier  in  Bede  stehende  Lehrbuch  gemacht,  welches  auf 
seinem  Titelblatto  den  Passus  fährt:  „Etüde  des  fonctions  analytiqnes  sur 
une  Burface  de  Riemann."  — 

Es  muss  endlich  die  Frage  beantwortet  werden,  in  wie  weit  das  in 
Rede  stehende  Lehrbuch  ein  geeignetes  Mittel  vorstellt,  den  Zugang  zum 
augenblicklichen  Stande  der  deutschen  Forschung  zu  gewinnen.  Wir  würden 
in  dieser  Hinsicht  das  vorliegende  Lehrbuch  mit  Freude  begrüssen  können, 
wären  nicht  zwei  der  principieUsten  Gesichtspunkte  vernachlässigt  bez.  gänz- 
lich in  den  Hintergmnd  gestellt,  die  wir  allerdings  in  keiner  Weise  ent- 
behren können. 

Einmal  ist  es  die  Vorstellung   der  Gleichberechtigung  aller  su  ein« 
WJÜemann'gchen  Fläche   gehörenden  algebraiacten  ^vwicMwa^iii.,  -«iäömi  Vvü-t 


nicht  hloreicliend  entwickelt  scheint.  Ea  ist  wohl  keine  Frage,  dasB  diesa 
Auffassung  tiefere  theoretiGche  Einsicht  vermittelt;  and  vor  Allem  gewinnt 
mau  durch  Uebergang  von  der  einen  liiemann'Ecben  Fläche  zu  einori 
anderen  aaf  sie  conform  bezogenen  eine  zugkrIlfLige  Methode  zur  Erledig' 
ung  zahlreicher  Probleme,  zvunal  die  rationale  TranBformatioti  betreffend. 
Fürs  Zweite  müssen  die  Existenztheoreme  der  Functionen  auf  einer 
nach  Willkür  gewählten  Biemaan'scben  Fläcbe,  welche  im  vorliegenden 
Lehrbuche  nur  ganz  beiläufig  erwJlhnt  werden,  für  besonders  wichtig  an- 
gesehen werden.  Diese  Theoreme  Riemann  b  sind  bekanntlich  durch  die 
Methoden  von  Schwarz  and  Nenmann  auf  eine  ausreichende  und  sichere 
Bads  gestellt.  Das  Studium  dieser  Gegenstände  ist  namentlich  auch  zum 
VerstSndniss  der  in  neuerer  Zeit  sich  entwickelnden  Fortsetzung  der  Rie- 
manu'schen  Functionentheorie  unentbehrlich.  Bodeut  Frickb 
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Cb&RLEs  Henry.     Abr€g6   de  ta  thäorie  des  fonctions  elliptiqaeB.   Pari»] 
1895.     126  Seiten. 

Dieses  Buch  ist  (nach  der  eigenen  Angabe  des  Verfaseera)  im  Wesent- 
lichen ein  Auszug  ans  der  letzten  Ausgabe  von  C.  Jordan's  Coure  d'analjte; 
der  Verfasser  stellte  diesen  Auszug  zunächst  für  eigene  Studienzwecke  her, 
um  ihn  fiodann  zum  allgemeinen  Gebrauch  für  Studirende  za  publicirea. 
Ein  solches  Dnternebmen  hat  immer  sein  Missliches.  Einmal  fehlen  ja 
bei  dem  Herausgreifen  eines  einzelnen  Kapitels  ans  einem  grüsseren  Werke 
alle  die  Prämissen ,  welche  in  den  vorangegangenen  Theilen  entwickelt 
wurden.  Vor  Allem  lassen  sich  bei  nur  erst  kürzerer  Beschäfügung  mit 
einem  Gegenstände  die  Spuren  der  Unreife  nur  schwer  überwinden,  welche 
bei  lUngerem  und  öfter  wiederholten  Studium  von  selbst  verschwunden 
sein  würden. 

Ueber  den  allgemeinen  Standpunkt  des  Buches  mSgen  die  folgenden 
Angaben  orientiren.  Die  Grundlagen  der  Theorie  der  Functionen  einer 
oomplexen  Variabelen  gelten  als  bekannt.  Es  handelt  sich  hierbei  um  die 
früher  in  Frankreich  vorherrschende  Fassung  dieser  Theorie,  welche  im 
Wesentlichen  auf  Cauchy  und  Puisens  zurückgeht;  die  Denkweisen 
Riemann'e  sind  dem  vorliegenden  Buche  fremd.  Die  Theorie  der  ellip- 
tischen Functionen  wird  in  der  Weise  entwickelt,  dass  zunSchst  die  Weier- 
strass'scbe  Fassung  voransteht,  jedoch  nnter  allzu  starker  VemachlSsBig«— 
ung  des  algebraischen  Fundamentes  und  unter  einseitiger  BeTorzugnsg  i 
Function  p  («). 

Die  Darstellung  ist  hier  im  Einzelnen  vielfach  nnvollstSndig  und  aar' 
gleichmässig,  wie  durch  einige  Einzelangaben  zu  belegen  ist.     Ala  grund- 
legenäe  Definition  der  elliptischen  Functionen  (S.  S)  wird  gegeben   „toule 
foncüoB   anaijtique   uniforme   äou.\)\emftn\:  ■2ui\o3ii\M.B^  t^vjmä,  -^w^  * 


rund- 

toule 


1  ^galarit^B  qne  des  pAles."     Der  wesentlich  BingolBre  Punkt  ist  alao  hier 
nicht  mit  in  die  Definition  hineingenommen,  —  Beim  Beweise,  daes  es  keine 

eindeutige  dreifach  periodische  Function  einer  Veränderlichen  ^ebt,  ist 
der  arithmetische  Theil  erBchOpfend,  der  functionentheoretische  aber  eu 
kurz  behandelt.  —  Der  Versuch ,  bereits  hier  im  Anfang  die  Transformation 
erster  nnd  höherer  Ordnung  zo  begriinden,  darf  als  misalungea  angesehen 
werden.  Die  Begründung  der  Transformation  höherer  Ordnung  lässt  sich 
übrigens  weit  durchsichtiger  gestalten;  der  vorläufige  Gebrauch  der  j>-Fnnc- 
tion  an  dieser  Stelle  kann  niciit  recht  verstllndlich  sein.  —  Als  eine  be- 
sonders anszeichnende  Eigenschaft  der  p-Function  gegenüber  den  Functionen 
Äbel's  und  Jacobi's  wird  weiterhin  die  bezeichnet,  dass  p  bei  linearen 
Transformationen  der  Perioden  invariant  sei,  was  von  jenen  Functionen 
nicht  gelte.  Tn  dieser  Gestalt  muss  der  Satz  nothwendig  zu  Vorstellungen 
führen,  welche  sich  mit  dem  Verhalten  der  Jacob  i'schen  Fanctjonen  bei 
linearer  Transformation  nicht  decken.  —  Im  Theorem  8  8.  25  ist  Aus- 
drucksweise and  Beweis  verfahren  unzulänglich.  —  Bei  den  Potenzentwick- 
lungen von  f  und  a  hätten  wohl  auch  die  Ausdrücke  der  Coefficienten  in 
g^  und  173  gegeben  werden  können.  —  Dass  S.  48  u.  Ög.  das  über  die  Cnrve  C 
erstreckte  Integral  stets  verschwindet,  ist  irrtbllmlicb. 

Bemerkungen    dieser    Art    würden    wir    leicht    noch    weiter     häufen 
kOnnen. 

Betreffs  der  Vertheilung  des  behandelten  Stoffes  mögen  folgende  An- 
gaben genügen.    Der  erste  Theil  des  Buches  bringt  allgemeine  Betrachtungen 
über  Perioden   nnd  Transformation,    sowie    fonctionentbeoretiEcbe    Ansätze. 
Im  zweiten  TheÜe   sind   die  Fanctionen  p,  £,  a  behandelt  und  einige  An- 
deutungen über  Addition,  Multipücation  und  Division  gemacht.    Im  dritten 
Theile    folgen    die  Piinctionec  su(u),    cm  (w),    rf«  (w)    und  im  vierten  die 
fc#- Functionen.     Den  Vorwurf,    mannigfache    und    wichtige  Entwiekelungen 
H'MUgelassen  zu  haben,  kann  der  Verfasser  durch  die  Bemerkung  ablehnen, 
'    Hur  einen  Auszug   haben   liefern   zu    wollen.     Ob    freilich   dieser  Umstand 
znr  EmpfeMang  des  Buches  dienen  kann,  ist  eine  andere  Frage, 

ROHURT  PoiCICB. 

ISiophanti  Alexandrini  Opera  omnia  cum  graecls  commentarJis  edidit  et 
latine  interpretatus  est  Paulus  Takkery.  Volumen  I.  Diophanti  qnne 
exstant  omnia  continens.  Lipsiael8d3.  B.  G.Teubner.  IS,  481  pag. 
Volumen  II  continens  pseadoepigrapha,  testimonia  vetemm,  Pachy- 
merae  paraphrasin,  Planudis  commentarium,  scholia  vetera,  omnia 
fers  adhuc  inedita,  cum  prolegomenis  et  indicibus.  lipslae  1895. 
B.  G.Teubner.  XLVII,  298  pag. 
Eine  neue  Diophantausgabe  gehörte  längst  m  den  berechtigten  Wünschen, 
LiOHf  die  Te'abner'scbe  Bibliothek  gtiacWscbex  uTi4  -t^TisvwV«  ?böü,\\'*A\Ä^«s 
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efriedigong   verdf^H 
I  der    ülteatop  fOftfl 


n&r  die  Sammlung,  innerhalb  deren  dem  Wunsche  Befriedigung 
moBate,  Herr  Faul  Tannery  bat  eich  auf  Grundlage  der  ülteatop 
handenen  Handschrift,  eines  Madrider  Codex  aas  dem  XIII.  Jahrhundert, 
und  unter  wesentlicher  Mitbenutzung  eines  dem  XV.  Jahrhundert  ent- 
stammenden Codes  der  Marciana  io  Venedig,  desselben  Codex,  welchen 
Regiomontan    1464   in   Venedig   sah,    der   Herausgabe    unterzogen.     Der 

I.  Band  von  1893  brachte  den  griechischen  Text  mit  gegenüberstehender 
lateioiscber  Uebersetzung,  mitbin  die  Hauptsache  filr  solcbe  Leser,  welche 
kennen  zu  lernen  Leahsicbtigten,  was  von  Diophant  sich  erhalten  hat.     Der 

II,  Band  von  1895  ist  sehr  vermischten  Inhaltes,  wie  aus  dem  ausfuhr' 
lieben  Titel  entnommen  werden  kann.  Ohne  dem  I.  Bande  an  WichtigkeU;. 
gleich  zu  kommen,  bietet  er  dennoch  dem  Berichterstatter  mehr  des 
wähnen 8 werthen,  weil  in  ihm  vielfach  Neues  veröffentlicht  ist,  und 
die  drei  Druckbogen  ftlllende  Einleitung  des  Herausgebers  eine  ganze  An- 
zahl geschichtlich  bedeutsamer  Fragen  tbeils  anregt,  theils  zur  Erledigung 
bringt.  Wann  hat  Diophant  gelebt'?  Diese  für  die  ReurtbeUung  der 
Leistnngen  eines  Schriftstellers  nnerlSssliche  Vorfrage  beantwortet  Herr 
Tannery  dabin,  Diophant  habe  etwa  das  Jahr  250  als  Mittelpunkt  seines 
Lebens  gehabt.  AehnUcb  hat  sieb  Herr  Tannery  schon  im  XSXVII.  Bande 
dieser  Zeitschrift,  Histor.-literar.  Abthlg.  S.  44  —  45  aosge sprachen,  and 
wir  wollen  die  tbeilweise  neuen  Gründe  kennen  lernen,  auf  welche  er  seine 
Meinung  stützt.  Nach  wie  vor  ist  Theon  von  Alexandria  der  älteste  Schrift- 
steller, der  Diophant  nennt,  Hypsikles  der  spüteste,  der  von  Diophant  ge- 
nannt vrird.  Mag  Hypatia,  Theons  Tochter,  einen  Commentar  zu  Diophant 
gesehriebea  haben  oder  nicht,  so  wirft  dieser  Umstand  kein  neues  Licht 
auf  nnsere  Frage.  Beiläufig  vertriLt  Herr  Tanuery  gegen  Nesselmann 
die  Ansicht,  Suidas  habe  einen  Commentar  der  Hypatia  zu  Diophant  er- 
wähnt, und  Spuren  davon  seien  noch  nachzuweisen.  Ein  Sc hrifl steller, 
anf  den  man  sieb  mitunter  beruft,  um  für  Dioplant's  Leben  ein  weiteres 
Zeugniss  zu  besitzen,  ist  Metrodorus  als  Verfasser  des  bekacntea  Epigr&mmes, 
in  welchem  Diophant'a  VerheirathuDg  mit  33  Jahren,  sein  Tod  mit  84  Jahren 
mitgetheilt  ist.  Lebte  dieser  Metrodorus  zur  Zeit  als  Eonstantb  der  Grosse 
regierte  (306—337),  so  ist  das  etwa  30  Jahre  vor  Theon,  und  der  Ur- 
minus  od  quem  ist  nun  eben  so  viel  heraufgerückt.  Jacobs  vertrat  diese 
Meinung  in  seiner  Ausgabe  der  Anthologie.  Herr  Tannery  dagegen  schreibt 
jenes  Epigramm  einem  anderen  Metrodorus  zu,  einem  Crammaüker,  du, 
nach  Fabricius  in  der  Regie rongszeit  der  Kaiser  Anastasius  und  Jost 
(491—527)  lebte,  und  dann  ist  wieder  Nichts  gewonnen.  Nun  hat 
Herr  Tannery  einen  Brief  des  Psellus  aufgefunden,  der  gleichlautend 
Handschriften  in  Madrid  und  in  Florenz  vorhanden  ist,  von  welchem  er 
den   gajxzea   Wortlaut  in  den  U.Band   des    Diophant  (8.37 — 42)    auf- 
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XXZVII.  Bande  dieser  Zeitschrift  üum  Abdruck  brachte.  Dunacb  hat 
AnatoHuH  den  Potenzen  des  Unbekannten  andere  Namen  gegeben  als 
Diophant.  Eieraas  scbliesst  Herr  Taunery,  wie  uns  scbeint  mit  Recbt, 
in  der  Meinung  des  Psellns  sei  Anatoliag  jünger  als  Diophant  gewesen. 
Er  geht  aber  weiter,  Psellns  habe  seine  Kenntnisa  zweifellos  einem  alten 
Coipmentare  za  Diophant  entnommen,  und  das  werde  wohl  der  Commentar 
der  Hyiiatia  gewesen  sein,  Schlüsse,  die  uns  möglich,  aber  nicht  zweifel- 
los erscheinen.  Hat  Herr  Tannery  Beoht,  und  hat  er  auch  darin  Recht, 
es  habe  nur  einen  Anatoliua  gegeben  (La  g{'om£trie  grecque  S.  42  Note  3), 
der  um  270  lebte,  so  ist  die  Datirung  Diophanls  eioigermassen  sicher  ge- 
stellt. Wir  haben  gegen  Letztere  weniger  einzuwenden  als  gegen  die  Ein- 
heit des  Anatolius.  Der  Biscbof  von  Laodicea  sollte  die  heidnisch-mysti- 
schen Dingo  geschrieben  haben,  welche  auf  den  Lehrer  des  Jamblichus 
zurückgeführt  werden  ?  Das  will  uns  nicht  recht  in  den  Kopf  Eine 
andere  Frage  von  grosser  Wichtigkeit  ist  die  nach  den  Diophantischen 
Zeichen  für  die  Unbekannte  und  für  die  Subtraction.  Letzteres  glaubt 
Herr  Tannery  als  sanpi  deuten  zu  sollen,  während  Ersteres  ein  um- 
gekehrtes digamma  sei,  nnd  andere  mathematische  HandEchrifCen  als  Com- 
pendium  für  öpi-ff^io';  ein  Koppa  benutzen.  Mit  anderen  Worten,  die 
griecbiBchen  Logistiker  sollen,  vielleicht  lange  Zeit  vor  Diophant  ausser 
üebung  gekommene  Buchstaben  als  algebraische  Zeichen  benutzt  haben. 
Wie  verhält  oa  sich  mit  den  13  Büchern  von  Diopbant's  Arithmetik? 
Herr  Tanneiy  glaubt,  allen  anderen  G es cbichts Schreibern  der  Mathematik 
entgegen,  an  das  Vei'lorenaein  von  sieben  letzten  Büchern,  deren  Inhalt 
man,  weil  sie  eben  verloren  sind,  nicht  bestimmen  könne;  vielleicht  habe 
in  ihnen  Alles  gestanden,  was  bei  Indern,  bei  Arabern,  bei  Leonardo 
von  Pisa  sich  vortinde  und  in  den  erhaltenen  sechs  Büchern  Diopbant's 
fehle.  An  eiae  grosse  Lücke  zwischen  dem  ersten  und  zweiten  Buche, 
in  welcher  gut  drei  Bücher  Platz  findeu,  welche  den  drei  Formen  unreiner 
quadratischer  Gleichuugen  gewidmet  gewesen  sein  können,  mit  welchen  Dio- 
pbaut  sich  beschilftägt  haben  muss,  glaubt  Herr  Tannery  dagegen  nicht.  Jene 
quadratischen  Oleicbungen,  meint  er,  seien  in  Porismen  zur  27.  und  30.  Auf- 
gabe des  ersten  Baches  abgehandelt  worden.  Und  ans  diesen  kurzen 
Poiismen,  entgegnen  wir,  sollen  bei  Arabern  und  deren  Nachfolger  drei 
ganze  Bücher  geworden  sein?  Für  so  selbstündig  halten  wir  die  Araber 
nicht.  Schade,  dass  Ahü'l  Wafö's  Commentar  zu  Diophant  unwieder- 
bringlich verloren  scheint,  er  hEltte  vielleicht  Licht  in  das  Dunkel  ge- 
bracht. Wir  haben  diese  Behauptungen,  denen  wir  nicht  einfach  zu- 
zustimmen vermögen,  hervorgehoben,  um  die  ganze  Bedeutsamkeit  der 
Tannery  sehen  Einleitung  erkennen  zu  lassen.  Unter  den  sonstigen  Be- 
standtheilen  des  II.  Bandes  nennen  wir  jene  Becbnungsan Weisung  fär 
LBaxagesimahablen,  ii-elcie  durch  Herrn  C.  Heut^  evua^.  m^a^^iisÄv.NiKv*»».- 


gegeben  war.  Wir  nennen  lieroniscbe  BrachstUcbe,  nelche  in  der  Eand- 
Bchrift,  der  sie  entstammen,  Bicberlioh  irrig,  wie  aoob  Heir  Tumerj  er- 
klärt, unter  dem  Nameo  Dioph&nt's  eis ch einen.  Wir  nennen  einen 
Commentar  zu  Diophant  von  Georg  Pachymeies  (1242  —  nach  1308),  dem 
gröBsten  bjzantinischen  Polyhistor,  wie  er  in  Krumbacher's  Byzantinischer 
Literaturgeschichte  heiast,  der  aber  jenes  ehrende  Beiwort  ganz  gewiss  njcht 
um  dieses  damak  noch  nicht  herans gegebenen  Commentares  willen  erhalten 
wUrde.  In  den  heronisehen  Bruchstücken  sind  8,16  lin.  18  —  S.17  lin.2  iwei 
in  Zusammen  bang  stehende,  uns  aber  unverstfindlicbe  Aufgaben  mitgetheUt 
Herr  Taunery  verweist  in  einer  Anmerkung  auf  Aehnlicbes  in  der 
Heronausgabe  von  Eultscb,  Geometria  101,  9.  Sollte  das  nicht  ein 
Druckfehler  für  101,  11  sein?  An  letzterem  Orte  finden  sieb  wenigstem 
die  in  dem  neuen  BrnchstUcke  vorkommenden  Zahlen  wieder.     Cahtob. 


Husici  Bcriptoree  Oraeci.  Aristoteles.  EucUdes.  Nicomachus.  Bacchinl.^ 
Gaudentius.  Alypius  et  Melodiarum  veterum  quidquid  exstst. 
Eecognovit,  prooemüs  et  indice  instruxit  Cakolub  Janus.  (Bibliotheea 
Ecriptorumgraecorum  et  romajnorum  Teubneriada.)  LipsiaeMDCCCSCV 
in  aedibas  B.  G.  Teubneri.  XCIII,  503  pog.  Anueiae  sunt  tabolae. 
Jede  EuuBt,  vielleicht  am  meisten  die  Musik,  hat  eine  Wissenschaft 
zur  Begleiterin.  Es  wird  wohl  geschichtlich  so  gegangen  sein,  dass  zuerst 
die  Kunst  ihre  wankenden  Schritte  erfabrungsmfissig  regeln  lernte,  dass 
dann  die  Wissenschaft  sich  zu  ihr  gesellte  und  in  Gesetzesform  kleidete, 
auch  schärfer  begrilndete,  was  bis  dahin  nur  Uebung  war.  Ob  dann 
weiterhin  dem  Praktiker,  ob  dem  Theoretiker  die  eigentliche  Führung  zu- 
fiel, das  wird  bei  verschiedenen  Vtilkeni  und  in  verschiedenen  Zeiten  sieb 
selbst  so  verschieden  verbalten  haben,  dass  eine  einheitliche  Beantwortung 
der  Frage  zur  Unmöglichkeit  wird.  Unter  den  griechischen  Scbriftstellem 
über  Musik,  welche  wir  kennen,  waren  MEtnner  strenger  Wiasenacbaft, 
ihre  Schriften  waren  Theile  der  Mathematik,  und  so  kommt  es,  dass  eine 
Sammlung  griocbischer  Musikscbriftsteller  an  diesem  Orte  besprochen  werden 
darf,  von  uns  besprochen  werden  darf,  wiewohl  wir  über  keine  der  beiden 
Bigensohaflen  verfügen,  durch  welche  H.  Carl  von  Jan  so  recht  eigentlich  znm 
Heransgeber  der  Sammlung  bestimmt  war,  philologisches  Wissen  und  mosiktli- 
Bches  ESonen.  In  dem  Bande  der  Musici  scriplores  Graeci  sind  keineswegs  alle 
griechischen  Schriftsteller  vereinigt,  welche  man  hier  suchen  könnte.  Wenn 
Westphal  1865  die  Flutarch  zugeschriebene  Schrift,  Marquard  1868  den 
Aristoxenua,  Miller  1878  den  Theon  von  Smyrna,  C.  von  Jan  seltist 
1882  den  Aristides  herausgab,  wenn  Ptoloraaeus,  Porphyrius  in  guten 
alten  Ausgaben  vorli&adeii  si&d,  so  bot  d\Q%«a  eme  Veranlassung,  die  be- 
treffendea    Sckriften  wegaalasaen,   otne   iaas  ia-iiwöa  i^x  ^mA  s 


eine  erhebliche  Stärke  za  besitzen.  Manches  hsbea  za  diesem  ITiiifaEige 
die  EinleitiiDgea  beigetragen,  wulobe  der  Herausgeber  den  Eineelscbriften 
varaoescbickte,  und  in  welchen  die  Fragen  nach  den  einzelnen  Verfassern 
sowie  nach  der  Herkonft  ihrer  Leliren  nicht  weniger  genau  als  die  der 
Teitgeecbichte  erörtert  sind,  wenn  auch  die  Letztere  schon  der  um- 
fassenden Einleitung  zum  ganzen  Baude  als  Inhalt  dient.  Der  Heraus- 
geber hat  an  die  Spitze  gestellt,  was  au  Stellen  Übet  Musik  sich  zerstreut 
bei  Aristoteles  findet.  Dann  folgen  die  sogenannten  musikalischen  Pro- 
bleme des  ÄrJEtoteles,  die  aus  verschiedenen  Quellen  zasamm  enge  flössen 
sein  mögen;  der  Herausgeber  vermuthet  in  Tbeopkrant,  in  Heraklides 
Persönlichkeiten,  welche  bei  der  Formgebung  der  Aofgaben  mitgewirkt 
haben.  Der  Mathematiker  wird  mit  Vorliebe  bei  den  20  Sätzen  des 
Euklid  verweilen,  welche  die  Form  von  dessen  Elementen  8o  genau  nach- 
bilden, dasB  man  sich  nnr  wundert,  das  Was  zu  beteeisen  tcar  oder 
Was  8M  machen  war  zu  vermissen.  In  der  Einleitung  zur  euklidischen 
Schrift  ist  ein  sinnentstellender  Druckfehler  leicht  zu  verbessern.  Seite  125 
Note  2  muss  es  dodecaedmm  statt  icosaedrum  heissen.  Die  frtlber  für 
euklidisch  gehaltene  Einführnng  in  die  Harmonielehre  iiattyia'yii  ä^i^ovixj'i 
ist  aufgenommen.  Als  Verfasser  ist  Eleonides  angegeben,  und  in  der  That 
ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  damit  das  Richtige  getroffen  wurde,  sehr 
gross.  In  einer  Handschriftenfamilie  findet  sieb  dieser  Verfassern  am  e, 
und  ah  BestKtigong  dienen  Bandglossen  zu  einer  Handschrift  des  Aristo- 
xenus,  in  welchen  für  Dinge,  die  genau  in  gleicher  Reihenfolge  in  der 
Einführung  in  die  Harmonielehre  erscheinen,  auf  Eleonides  verwiesen  ist. 
Das  Handbücbelchen  des  Nikomachus  giebt  Gelegenheit  zu  einer  Ein- 
leitung (S.  211 — 234),  welche  das  Wissen  von  diesem  trefflichen  Arithmetiker 
in  manchen  Theilen  ergänzt.  Der  Herausgeher  spricht  dabei  (Seite  212 
and  232)  eine  Ansicht  aus,  welche  auch  Referent  in  der  ersten  Ausgabe 
des  L  Bandes  seiner  Geschichte  der  Mathematik  kundgab,  in  der  zweiten 
Ausgabe  aber  strich,  weil  ein  hochachtbarer  Philologe  brieflich  die  Un- 
möglichkeit behauptete,  die  Ansicht  nämlich,  die  von  Ast  herausgegebenen 
&toloyovnsv<t  äQi9jiijitx^  könnten  von  Jamblichua  herrühren.  Die  noch 
weiter  aufgenommenen  Schriften  eines  Bacchius,  Gaudentius,  Alypius  ge- 
hören späteren  Zeiten  an,  die  bei  Kidser  Konstantin  beginnen.  Mit  grossem 
Interesse  wird  man  am  Schlosse  des  Bandes  die  altgriechischen  Melodien, 
vrelche  in  einem  Papyrus  und  bei  Ausgrabungen  in  Delphi  aufgefunden 
sind,  in  heutiger  Notenschrift  abgedruckt  finden.  Camtok. 


Bie  Theorie  der  FaralUllinien  von  Enklid  bis  auf  Gauss.     Eine  Urkunden- 
aammlung   zur   Vorgeschichte    der   nichteuklidiachen  Qi^^x^%V\ä  \s. 
L  GemeinBcbaft  mit  FRiiiDiaoii  Enu&l  \ieia'\)Sftegc\ictt  nqü?  wii\.'i\K'rts.\.. 


Ifit  145  Figuren  im  Text  und  der  Nachbildong  eines 
Ganss.  Leipzäg  1895,  bei  B.  G.  Tenbner.  X,  33Ö  Seites. 
,,DieEe3  Buch,  so  sagen  die  Heransgeber  in  dem  Vorwort,  soll  nicht 
eine  GeBchichte  der  ParallelentbcDrie  sein  . . .  Nor  einen  Beitrag  dazn  irollen 
wir  geben,  indem  wir  die  Siteren  Üatersuchiingen  Über  die  Parallel«Q- 
theorie  daraufhin  betrachten,  in  wie  weit  sie  fUr  die  nichteuklidische 
Geometrie  von  Bedeutung  sind."  Wir  können  mit  gnt«m  Gewissen  sagen, 
diiss  diese  in  sehr  bescheidenen  Grenzen  aicb  haltende  AnkOndigung  mehr 
ala  nur  erfUllt  wird,  und  dasa  wir  überrascht  waren,  wie  viel  Nenea  und 
Wichtiges  Herr  Stückel  aufzufinden  wnsste.  Wir  sagen  Herrn  Stfickel,  da 
ihm  augenscheinlich  der  Gedanke  des  Buches  angebSrt,  ihm  aber  auch  der 
LOwenantbeil  au  der  Ausarbeitung,  und  wir  üind  überzeugt  im  Sinne  des 
Mitarbeiters  seibat  zu  reden ,  wenn  wir  der  grösseren  Leistung  auch  den 
Hauptantheil  au  dem  verdienten  Lobe  zuweisen.  Ein  Bericht  über  den 
Inhalt  ist  nur  in  zwei  Formen  müglich,  entweder  sehr  ausführlich  oder 
sehr  kurz,  und  man  wird  ea  dem  Herausgeber  dieser  Äbtheilung  der  Zeit- 
schrift, in  dessen  Redactionamappe  zahlreiche  Beiträge  des  Abdrockes 
harren,  um  so  weniger  verübeln,  wenn  er  die  kürzere  Form  wählt,  als  er 
für  die  ganze  Schrift  recht  viele  Leser  wünscht  und  erhofft.  Es  aei  uns 
daher  gestattet,  uns  mit  den  wenigen  Angaben  zu  beguügen,  dass  in  dem 
BSudcben  folgende  Arbeiten  zum  Abdrucke  gelangten :  I.  Die  32  ersten 
Sütze  des  1.  Buches  der  euklidischen  Elemente.  2.  Der  Parallelen  beweis 
von  Wallis.  3.  Die  geraume  Zeit  in  Vergessenheit  gerathene  Schrift  vod 
Soccheri,  welche  erstmalig  die  Folgen  erörtert,  welche  sich  daran  knüpfen 
würden,  wenn  die  fünfte  euklidische  Forderung  nicht  erfullt  würde,  aller- 
dings ohne  das  Eintreffen  dieser  Voraussetzung  fjlr  mSglich  zu  halten. 
4.  Lambert's  Theorie  der  Parallellinien  von  1766  (veröffentlicht  1786),  die 
darin  über  Saccheri  hinausgebt,  dasa  sie  auf  der  Kugel  und  auf  der  imagi- 
nären Kugel  zwei  Voraussetzungen  erfüllt  sieht,  welche  auf  der  Ebene 
möglich  sind.  5.  Die  geringfügigen  BruckstUcke,  welche  Gauss  Über 
Gegenstand  zu  Papier  brachte.  6.  Die  Theorie  der  Parallellinien 
Taorinus,  deren  Druck  1825  vollzogen  wurde,  die  aber  doch  von  Herrn 
StSckel  erst,  man  darf  wohl  sagen,  entdeckt  worden  ist,  ein  VorlUafer  der 
absoluten  Geometrie  im  ganzen  Sinne  des  Wortes.  Zwischen  diesen  Ver- 
öffentlichungen zieht  sich  eine  fortwährende  Erzählung  durch  das  ganu 
Bändeben,  in  welcher  der  Leser  auf  die  Bedeutung  der  einzelnen  Stückt 
hingewiesen  wird  und  die  eigentliche  Geschichte  der  niohteuklidischeii 
Geometrie  kenneu  lernt,  Cantob. 
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coDveie  Hout  les  eommets  d'un  pseudocarrä.     Absolonne  etc.     HatI 

Ser.  2,V,  123. 
I,  Sur  une  snite  de  polygones.    Abaolonoe.    Matheeia  S^i.  2,  V,  93. 
Vergl.  Oreieckageonietrie.    Ereis. 

«. 

Quadratur. 
1.  Le  Htang-planimctre.    A.  Poulain.    Mathesis  Sär.  2,  V,  Soppl^meiit- 
..  Quadralure  approchge  du  cercle.     Poatula      Mathesis  Bit.  a,  V,  87. 
Vergl.  Beatimmte  Integrale  24. 
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Historiscli-literarische  Abtheilung. 


Das  Problem  der  kürzesten  Dämmerung. 

Von 

Dr.  Kabl  Zelbe 

in  SiHui  (UUuan). 

Hierin  Tafel  IV  Figur  1—13. 


Das  Problem    der  kürzesten  Dämmeroag   verdankt    seine  Berühmtheit 

nicht  so  sebr  seiner  Bedeutung  im  Bereiche  der  Gegenstände  der  theoretischen 
Astronomie,  als  vielmehr  dem  ümBtande,  dass  sich  nach  der  Erfindung  der 
Differential-  and  Integralreclinting  eine  Reihe  der  hervorragendsten  Mathe- 
matiker mit  demselben  beschäftigten,  ans  deren  Reihe  es  genUgen  durfte, 
die  Namen  eines  Job.  Bernoulli,  Eoler,  Lambert  nnd  Monge  beraus- 
zahebea.  Nachdem  es  so  mit  der  Entwickelnngsgeschicbte  der  Mathematik 
in  einem  gewissen  Zusammenhange  steht,  scheint  es  nicbt  unzweckmSsGig, 
eioon  Uebei'blick  über  die  bei  der  AuHSsung  angewendeten  Methoden  eu 
geben,  zumal  dieselben  vom  pädagogittchen  Standpunkte  aus  sehr  wertbvoll 
sindj  denn  es  wechseln  dabei  synthetische  mit  analytischen  Behandlungen^ 
hSufig  wird  die  Aufgabe  blos  mit  Hilfo  der  Formeln  der  sphärischen 
Trigonometrie  gelöst,  ja  selbst  die  Methode  der  darstellenden  Geometrie 
wurde  von  Monge  zur  Äuftösung  des  Problems  benutzt. 

Um  indessen  Wiederboluugeu  zu  vermeiden,  seien  hier  die  Bedeutungen 
einiger  bSufig  wiederkehrenden  Grössen  angegeben;  es  bedeutet  immer 

Itp  die  PolhShe  oder  geographische  Breite, 
S  die  Declination  der  Sonne  oder  des  Gestirnes, 
a   das  Azimnth  und  zwar  a,  für  den  Aufgang  oder  Untergang  der 
Sonne,    a,    fOr    den    Beginn    der   Morgend  toi  merung    oder    das 
Ende  der  Abenddämmerung, 
t    den  Stundenwinkel;  t^  und  t^  wieder  die  Stunden winkel  für  die 
zwei  eben  angeführten  Epochen, 
p    den  sogenannten  paralJactisehen  Winke!;  p,  und  p^  dessen  Werthe 
für  dieselben  Epochen, 
»  =  (,  —  (,  die  Dauer  der  Dämmerung, 
h   die  Höhe  des  Gestirnes,  insbesondere 
—  c  die  Höhe  dos  Dl^mmerungskreises. 
a/.l-Ut  Ablb.  d.ZoiUoJir,  f.  Malh.o.  Plij«.  il.JiUig.  lasS.  tÄBl^ 


122  Hiatorisch-literarischo  Äbtheilung. 


I. 
Bekanntlich  versteht  man  nnter  Oämmerang  jenen  Zeitabschnitt  < 

astronomischen  lages,  der  zwischen  Sonnenuntergang  und  dem  Eintritte 
der  vollBtändigen  Dankelheit  oder  zwischen  der  ersten  Erhellung  des  ert- 
lichen Horizontes  und  dem  Sonucnaufgange  verfiieaat.  Nun  sind  die  Be- 
griffe „vollständige  Dunkelheit"  und  „erste  Erhellung"  etwas  unbestimmt, 
und  man  findet  deshalb  auch  wirklich  fUr  die  Dauer  der  Dämmerung,  oder, 
was  dasselbe  ist,  für  die  HOhe  des  DUmmeningskreises  bei  den  verschie- 
denen Schriftatellern  sehr  abweichende  Angaben. 

Nach  Houzeau,  Vade-mecum  de  l'astronome  (Bmxelles  1882)  au 
KSmtz,  Lebrbnch  der  Meteorologie  3.  Bd.  (Leipzig  1836)  sind  die  wiok 
tigsten  die  folgenden: 

, .  Autor  und  Titel  dea  Werkes.  e 

—  80  OB.  Fosidonius  (nach  Pliniu3,Hisloria  naturalis,  Hb.  II.cap.32)      19** 

Btrabo,    Rerum    geographic.    Ubri  XYll.    Parisüs  1620. 

pag.  135 17030! 

ISOca.  FtoletnSne,    Äpparentim    inetrantium  sl«llamm.    Urbini 

1592 18" 

1088  ca.  Alhazen,   De   canaia  orepnsculortim  (nach    .Nonine,  De 

crepuscnlis. "    Olyssipooe  1542) 19 

^"g^j**jvitellio,  Optica.  BasileiB  1572;  lib.X.  prop.60     ...       19 

1542    Nonius,  De  crepuscnlis.  Olyssipone;  par.  II.  prop.  18     .  16 

1550  Cardan,  De  subtiütate.  Norimbergffl;  Hb.  IV  ....  19 
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Seite  105.     Ende    der  astronomischen  DSrnmerung     , 

1555 

Ein 

Blick  auf  diese  Zahlen    läest   die   ausserordentliche  Schwierigkeit 

der  Beobachtung  in   der  ünsioherbeit  der  Angaben  erkennen.     Wenn  wir 

auch    im 

merhin     den     Siteren    Beobachtungen    kein     besonderes    Vertrauen 

schenken 

,    Bo   schwanken    doch   selbst    die  von    geUbten   Beobachtern   an- 

gegebenen Werthe  in  ziemlich  weiten  Grenzen ,  wie  dies  auch  bei  dem  nach 

■  Klima   und  Jahreszeit  wechselndem  Zustande  der  AtmosphärB  nicht  anders 

maglicb 

ist    Wir  können  ans  daher  auch  heute  noch  mit  dem  bisher  adop- 

tirten    Mittelwerthe    der   Sonnendepression    am    Ende   der   astronomischen 

Abenddämmerung                             c  =  — 18° 

behelten 

gleichzeitig  wollen  wir  das  Ende  der  astronomiBchen  Abend- 

dämme 

rung  in  jenen  Zeitpunkt  versetzen,  in  dem  die  sehnlichste 

n,  dem 

nnbfiwaffneten  Auge  eben   noch   erkennbaren   Sterne  am  Himmel 

deutlich 

k. 

vw 

f 

HUtonBcb-litflrariBche  Äbtheilniig. 


eine   W.^H 


Bicbtbar  werden.  Freilich  baftet  auch  dieser  Definition  noch  eine 
deutende  Unsicherheit  an,  indem  die  Durchs  ich  tigkeit  der  AtmosphSn, 
sowie  die  üebang  und  Scharfsichtigkeit  des  BeobaehlerB  dabei  eine  grosM 
Rolle  spielen;  indessen  liegt  diese  ünsicberbeit  in  der  Natur  der  Er- 
scheinung und  ist  im  Grunde  genommen  für  das  Folgende  von  wenig  Be- 
lang. Als  Ende  der  bürgerlichen  AbenddümmeruDg  wird  gewöhnlich 
der  Zeitpunkt  angegeben,  zu  dem  man  die  Arbeiten  im  Freien  einzustellen 
pflegt;  es  ist  dies  allerdings  wiederum  ein  sehr  undeutlich  begrenzter  Be- 
griff; indessen  wird  man  erfahrungsgemilBS  nicht  weit  fehlgehen,  wenn 
man  am  Ende  der  Abenddämmerung  die  Depression  der  Sonne  sa  6 — 8' 
annimmt* 

n. 

Als  im  Zeitalter  der  Entdeckungen  die  Fortugiesen  an  der  West- 
küste von  Afrika  gegen  den  Aequator  vordrangen,  setzte 
ordentlich  kurze  Dämmerung  in  Erfitauneo,  und  Cardmal-Infaut  Heinrich 
(der  nachmalige  EOnig  von  Portogal  1578 — 1580)  beauftragte  seinen 
Lehrer  Pedro  Nunnez  (Petrus  Noaius),  sich  mit  den  näheren  Umständen 
dieser  Erscheinung  und  ihrer  Erklärung  zu  beschäftigen.  Dieser  Aufgabe 
entledigte  sieh  Nonius  in  dem  Werke: 

^Petri  Nonii  Salaciesis  de  Crepusculis  Liber  unus  nunc  reces  natos 
et  editus.  Item  Allacen,  Arabis  vetnstissimi,  de  cansis  Crepuscnlornm 
Liber  unus,  a  Gerardo  Cremonensi  jam  olim  Latinitate  donatus,  nunc  vero 
omniü  prlmum  in  lucem  editus.     Ollyasipone  1543." 

Nachdem  er  zunöchst  den  Depressionswinkel  der  Sonne  am  Ende  da^| 
Abenddämmerung  fftr  Lissabon  zu  IG"  bestimmt,  weist  er  (prop.  XVII) 
nach,  dasB  die  Dämmerung  zur  Zeit  des  Wintersolstitiuma  nicht  die 
kürzeste  sei,  sondern  von  dort  gegen  die  Aequinoctien  hin  abnehme.  Znr 
Zeit  der  Aequinoctien  sei  sie  aber  schon  im  Wachsen  begriffen,  und  ei 
lasse  sich  eine  negative  Declinalion  der  Sonne  angehen,  die  eine  ebenso 
lange  Dämmerung  bewirke,  wie  zur  Zeit  der  Aequinoctien.  Er  sacht 
hierauf  den  Zusammenhang  zwischen  den  Elongationen  der  Sonne  vom 
Ost-  oder  Westptinkte  des  Horizontes  und  ihrer  Declinaüon  am  Tage  der 
kürzesten  Dämmerung  und  beweist  soliliesslich  den  Satz,  dass  am  Tags 
der  kürzesten  Dümmerung  der  Aequator  den  Depressionsbogen  halbirt. 

Figur  1  stelle  die  Btereographiäche  Projection  der  Himmelskugel  vom 
Südpol  auf  die  Ebene  des  Aequators  vor;  ÄhQH  ist  der  Aequator, 
h03  der  Horizont  mit  dem  Mittelpunkte  in  «t;  xSl  der  Almucant 
mit   dem   Depressionswinkel  c  (—  18")   und   mit  dem  Uittelpankte 


I 


I 


*  Die  ausfuhr! icheten  Beobachtungen  über  die  DELmmerang  hat  W.  Bezc 
in  den  „Annalen  d.  Phjsik  u.  Chemie  von  J.  C.  Poggendorff"  Bd.  183  (18M 
veröffentlicht. 
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K    Hesetireibt  man    aus  P  (dem  Nordpol)    mit    dem  Radius  Pm  einen  Bogen 

und  ebenso  aus  n  mit  dem  Radius  nS—mO,  so  mögen  sieb  diese  Bogen 
in  C  schneiden;  verbindet  man  C  mit  n  nnd  verlängert  diese  Gerade  bis 
zum  Dnrchschnitte  mit  xSl  in  a,  so  ist  a  ein  Punkt  des  Parallel  kreise  b 
der  Sonne  am  Tage  der  kürzesten  DUmmemng.  Zum  Beweise  £iebe  man 
den  Umfassungskreis  der  CircumpolarBteme  BRDO  und  die  von  der  Sonne 
zn  verschiedenen  Zeiten  beschriebenen  Parallelkreise  tit<,  fh,  äff,  po,  st  etc. 
Aus  ü  mit  dem  Radius  mO  —  Ca  werde  der  Kreis  qiteaiy..,  bescbrieben, 
so  wird  derselbe  den  pHl  in  a  and  den  Dmfassnngskreis  der  Circum- 
polarsterne  BRDO  in  q  berllhren,  gleichzeitig  sind 

.Xne/i  =  <)'Ohe, 
wie  sich  ans  den  Eigenschaften  der  stereographischen  Projection  nach- 
weisen lUsst.  Die  Bogen  Ik,  fh,  ag,  po,  xz...  sind  den  Zeiten  der  be- 
züglichen DSmmernngen  proportional,  und  so  ist  es  leicht  ersicbtÜcb,  dass 
die  Diimmening  zur  Zeit  der  Äquinoctien  nicht  die  kürzeste  ist,  ebenso- 
wenig wie  die  Dümmerong  zur  Zeit  des  Wintereolstitiums,  welcher  etwa 
der  Bogen  xe  entsprechen  mag.  Zieht  man  den  Höhenkreis  Za,  der  den 
Aequator  in  r  schneidet,  so  litsst  sich  aus  der  Gleichheit  der  Winkel  der 
beiden  sphäritichen  Dreiecke  ärh  und  ade  aaf  ihre  Congraenz  schliessen; 
daraus  folgt,  dass  ad^dr 

ist,  das  beisst,  dass  der  Depressionsbogen  am  Tage  der  kürzesten 
Dämmerung  vom  Aequator  halbirt  wird. 

Die  weiteren  Resultate  des  Nonius*  sollen  nun  nach  Delambre's 
Vorgange  in  die  moderne  Zeichensprache  übertragen  werden.  Dazu  ist  es 
nothwendig,  zuerst  den  nachstehenden  Eilfssatz  zn  beweisen  (Fig,  2): 

„Werden  zwei  sich  schneidende  grösste  Kreise  RS  und  RQ  von  einem 
grössten  Kreise  Üß  und  einem  Kleinkreise  HJ,  aus  demselben  Mittel- 
punkte 0  beschrieben,  so  geschnitten,  dass  die  abgeschnittenen  Bogen  DE 
und  i/f  Uhnlich  sind  (das  beisst  gleichen  Centriwinkeln  angehören),  so  ist 

^""^  Bogen  {RD  +  Bi:)  -  180"." 

■  Zieht  man  die  Radien  0H3  und  O^ß,   so  ist 

P  Bogen  i7£  ahnlich  Bogen  äß; 

allein  nach  der  Voraussetzung  ist 

Bogen  U^  ähnlich  Bogen  DE, 

daher,  da  Bogen  dß  nnd  Bogen  DE  anf  demselben  Kreise  liegen; 

Bogen  J(J  — Bogen  DE. 


*  „De  NoniUB,   de   sea  formulea  pour  lea  < 
teaiB  poor  Van  1818.     Paris  I8I5. 


"^^M 
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Da  ferner  Hi  —  ßi 

<)c*-<):/J-90^ 

und  mithin  <)^HI)E  -  <)Ct^/J. 

Allein  es  gilt  die  Relation: 

sin  BD  i  sin  RE^  sin  HDE :  sin  tEß^ 

^^^'^^  BD  ^  180^ -BE. 

Wir  gehen  nun  zu  Delambre 's  Beweis  ttber.  Es  sei  inFigorSHi} 
der  Horizont,  LP  der  Parallelkreis  der  Sonne  zn  irgend  einer  Zeit  yom 
Horizonte  bis  zum  Dämmer nngskreise;  der  Bogen  des  Aequators  EQ  das 
Mass  der  Dämmerung  ^  t;  nach  dem  gerade  bewiesenen  Satze  sind: 

<)tBEQ  -  <)::{180^ -EQB)  -  90^-  q> 

™*  Bogen  (BE  +  22 «)  - 180^, 

was  wir  dadurch  berttcksichtigen  wollen,  dass  wir  setzen: 

i2^-.90«-m,    BE  ^  90^ +m. 

Aus  ABEQ  folgt  dann: 

casB  —  cost  cos^^  +  sin^g> 
oder  ^  ^ 

Dazu  bemerkt  Delambre,  dass  sowohl  Nonius  als  auch  Clavius  und 
Eeill  die  Bedeutung  des  Winkels  B  und  des  Dreieckes  BEQ  für  die  Auf- 
lösung des  Problemes  übersahen;  denn  es  gestaltet  sich  nun  die  Auflösung 
sehr  einfach;  aus  demselben  Dreiecke  folgt: 

5m jR :  sint  ^  cosq> :  eosm 

sint  cosw 
cosm^»  — .   ^     > 
5m  jR 

oder^  mit  Bertlcksichligung  der  Gleichung  a), 

cos^ 

/?*)  cosm'» — -- 

B 

Halbirt  man  den  Bogen  EQ  in  m\  so  wird  auch  der  Winkel  B  halbirt, 
nnd  es  ist  Bogen  Bni  «  90®. 

Wir  erhalten  also  auch  zur  Bestimmung  yon  m  die  schärfere  Formel: 

ß)  tgm'mtg^sinq>. 

Fällt  man  Py  senkrecht  auf  LBy  so  folgt  aus  dem  Dreiecke  ByP, 
'  ■■  c  gesetzt: 
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c        c 

daher:  Pi2  -  90^  ±n. 

Es  ist  aber   PQ  ^  PE -^  QR^  90''±n''  (90^-  m), 
oder 

F&llt  man  von  P  eine  Senkrechte  anf  den  Aequator  EQ^  so  erh&lt 
man  ans  dem  resnltirenden  rechtwinkligen  Dreiecke: 

i)  sind  '^  sin  (m±n)  costpj 

und   dies  sind  die  zwei  gleichen  Sonnendeclinationen  des  Nonius,  welche 
gleiche  Dauer  der  D&mmerong  bewirken. 

Rechnet  man  aus  den  bekannten  Formeln: 

cosL^ 1—  tgq>  tgo 

■  cosq>coso 

cost^^  —  tgq>  tgd 

die  Stundenwinkel  der  Sonne  zu  Beginn  der  MorgendSnmierang  (|  und  bei 
Sonnenaufgang  f^,  so  ergiebt  sich  die  Dauer  in  Zeit: 

Fallen  die  Declinationen  in  eine  einzige  zusammen,  und  dies  ist  der 
Fall  ftir  n  —  0^ 

so  erh&lt  man  die  Formeln  des  Nonius  für  die  kftrzeste  Dämmerung: 
.  sine      ^  „ 

und  nach  a):  jp 

>^^  ««^ 

2       cos(p      cosq> 

Denn,  aus  dem  Dreiecke  PBy  folgt: 

.    ^        sine 

sinR  —  1 

casn 

und  es  ist  offenbar  JR  am  kleinsten ,  wenn 

n  —  0^  also  B'^c. 

Die  D&mmerung  ist  aber  nach  a)  am  kürzesten,  wenn  B  seinen 
kleinsten  Werth  erhftlt.  Es  erübrigt  nur  noch,  aus  diesen  Formeln  den 
Werth  der  Declination  am  Tage  der  kürzesten  D&mmerung  zu  ermitteln,  um 
die  Uebereinstimmiuig  mit  den  sp&ter  gefonäenAU  \j?bVQ2^%«a  ir^X^^voM^ 
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Ans  Gleichung  s)  folgt: 

sind  =  $inmca8<pt 
aus  Gleichung  ß*)  und  ß)i  , 

smm== =-  8tn  <p, 

oder  für  den  gegebenen  Fall,  da  R  =  c  ist: 

stnm  = s%n  q> 

c 

und  somit  nach  Gleichung  e)  und  &): 

oder,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  e  eine  essentiel  negative  Grösse  ist 

sind  =  —  aintptg^* 

Diese  Gleichung  wird  im  weiteren  Verlaufe  immer  als  Auflösung  des 
Torgelegten  Problemes  erscheinen. 

Ist  die  Declination  gleich  Null,  so  fl&llt  der  Bogen  PL  mit  den 
Aequatorbogen  EQ  zusammen;  Qx  wird  dann  ~c,  und  es  ist: 

—  sinc  =  sinBQ  sinR  ==cosm$inBj    —  «twc  =  sint  cosq>^ 

woraus 

.  .sine 

»)  stnr  =  — 


cos  q> 

die  Daner  der  Dämmerung  zur  Zeit  der  Aequinoctien,  die  ebenfalb 
einer  Formel  des  Nonius  entspricht«  Aber  diese  Dauer  entspricht  nach 
Nonius  noch  einer  anderen  negativen  Declination  der  Sonne,  welche  auf- 
gesucht werden  soll;  aus  den  allgemeinen  Formeln  folgt: 

sin-^  =sin'^cosg>, 

J        stnrcosq)  stnc 

K         smR  sinH 

cos-^ 


cosn=^  — 


sm^cos^ 
s%n-^cos-^ 


5m  d  =  —  sin  (w'+  m)  cosq>  =  —  sin  2  mcos  g>. 

Wir   haben   uns    mit    der   Auflösung    des    Nonius   eingehender   be- 

schäftigt,  einmal,  weil  dies  die  erste  Lösung  des  Problemes  überhaupt  war, 

dann  auch,    weil   der  Beweis  erbraiäEiV»  ^«id»a  ^q^Va^  ^^»ai^  'K^iLiua  das 


Problem  in  gewisBem  Biane  vollständig  erledigte.  Wenn  wir  im  Folgenden 
einielne  eigenartige  ÄnflOaangen  eingebender  darlegen  werden,  so  wollen 
wir    doch  im  Allgemeinen  einen  mehr  referirenden  Standpunkt  einnehmen. 

III. 

In  den  nächsten  Jahrzebnten  nach  dem  Erscheinen  von  Xonius' 
Werke  scheint  kein  wesentlicher  Fortschritt  in  Bezng  auf  daa  vorgelegte 
Problem  erfolgt  zu  sein;  grössere  und  weit  wichtigere  Aufgaben  nahmen 
die  Aufmerksamkeit  der  Astronomen  in  Ausprucb ;  das  Erscheinen  der 
Werke  von  Copernicas,  Kepler,  Galilei  und  Newton  lenkte  von  den 
geringfügigeren  Problemen  der  sphärischen  Astronomie  ab,  wenn  ich  auch 
nicht  gerade  behaupten  will,  doss  keines  der  damaligen  Werke  der 
aphäriachen  Astronomie  etwas  von  dem  Probleme  der  kürzesten  Dämmerung 
enthielt;  selbst  der  bekannte  gelehrte  Jesuit  C.  Clavius  brachte  in  seinem 
Commentar  zu  Sacro.Uosco*  die  Sache  wenigstens  nach  Delambre's** 
Drtheil  um  keinen  Schritt  weiter.  Auch  die  von  Lulofs***  citirte  Stelle  aus 
GlaviuB  Opera  tomus  III  pag.  372  scheint  eben  nichts  Auderes,  als  eine 
Beproduction  des  Verfahrens  von  Noniug  zn  sein,  da  davon  weiter  keine 
Erwähnung  gethan  wird. 

Erst  nach  der  Erfindung  der  Differentialrechnung  hegaunea  sich  die 
Mathematiker  mit  der  Aufgabe  wieder  intensiver  zu  beschäftigen.  Zunächst 
ist  es  Johann  BernouUi,  der  im  „Journal  des  savans"  für  1693  schreibt: 

„J'ai  rtsolu  le  probliime,  de  trouver  göomttriquement  le  jour  du  plus 
petit  cräpnscole;  ce  qui  a  occnpp6  mon  fr^re,  professeur  de  math^matique 
a  Bale  (Jacob  Bernoulli),  et  moi  depais  plus  de  cinq  ans,  sans  en 
poovoir  venir  u  bout.  Ce  problöme  est  d'autaut  plus  curieux,  que  je 
demeure  par  ma  m^thode  de  maiimis  et  minimis  (qui  est  pourtant 
une  des  plus  courtcs),  dans  un  calcul  prolise  et  embarassi,  qui  se  laisse 
li  la  fin  r^duire  ii  uce  petite  {^quation  quarri^e,  que  je  transforme  en  cetto 
simple  Proportion  göomfftriquo:  Comme  le  rayon,  ä  la  tangente  de 
la  moitiä  de  l'arc  cripuscnlaire  (qu'on  suppose  ordinairement 
de  18  degr6a];  ainsi  le  sinas  de  l'tilevation  du  pole,  au  sinua 
de  la  dtclinaison  m^ridionale  cherch^e  du  soleil.  Quand  on  a 
S8  d^clinaison,  on  a  aussi  le  lieu  dans  Tecüptique;  et  partant  le  jour  de 
l'annee  auquel  sc  fait  te  plus  court  cr6pnscule.  SuppoB6  doncl'are  cr^ipasculaire 
de  18  degr^a,  et  la  latitnde  de  48  degrba  51  minutes,  qui  est  celle  de 
Paris;  on  tronve,  seien  la  rögle  qne  je  viens  de  donner,  que  le  plus 
petit  crt'puacule  se  fait  ä  Paris,  quand  le  soleil  düeline  vers  le  midi  de 
6  degr.  50  min.     31    on    cherche    maintenant  le    lien   dans   recliptique,    on 


i 


*C.  Claviu«,  In  ephieram  J.  de  Sacro-BoBCD  commeutarius.   Romie  I60S, 
••  Delambre  in  Oonnaisaance  dei  tema  pour  Tau  1822.    ['aris  1818. 
**  In  Bezug  auf  das  Werk  von  Lalofa  siehe  die  Literaturangabe  am  8chli 
Abhandluof. 
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trouyera  qne  le  soleil  doli  6tre  6loign6  d'un  des  points  ^quinoxiaux  de 
de  17  degr.  25  minutes,  c'est-a-dire,  qu'on  anra  le  plns  petit  cr^poscnle 
k  Paris  le  18  jonr  avant  le  premier  6qiiinoxe,  et  le  18  joar  aprds  Tantre 
feqninoxe."' 

Leider  besitzen  wir  ausser  dieser  kurzen  Notiz  keine  nfthere  Angabe 
über  die  Art,  wie  J.  Bernonlli  zu  dem  einfachen  Resultate  dorcb  eine 
nmstftndliche  Bechnung  gelangt  ist.  Man  ist  daher  anf  Hypothesen  an- 
gewiesen,  und  so  hat  T.  8.  Dayies  in  lyThe  London  and  Edinburgh  philo- 
sophical  magazine  and  Journal  of  soience  IIL  ser.  3  vol.  London.  Juli- 
December  ISSS'^  yersucht,  die  Bernoulli'sche  Lösung  wieder  herzustellen; 
der  Titel  der  Abhandlung  ist: 

„On  BernouUi's  Solution  of  the  problem  of  shortest  twilight' 

Kach  einer  kurzen  Einleitung  ttber  die  Geschichte  des  Problemes, 
welche  ttbrigens  nicht  ganz  verlftsslich  ist,  stellt  sich  der  VerfiEWser  die 
folgende  Aufgabe: 

Gegeben  sind  zwei  Almucantars;  es  ist  die  Polardistanz  zu  finden, 
bei  welcher  der  Parallelkreis  der  Sonne  zwischen  den  beiden  Almucantars 
den  kleinsten  Bogen  beschreibt 

Es  seien  in  Figur  4:     ^  ^^  genith, 

P  der  Pol, 
LMNP'  der  Parallel  zum  Aequator, 
LTN,  HSB,  MUP  drei  Almucantars. 
Setzt  man  <)^  TPN=:  t^, 

ZP'=z  90<>  -  Ä,, 
ZP=  90^-9, 
PN^90^-d, 
so  ergeben  die  bekannten  Formeln  der  sphftrischen  Astronomie: 


r»mht  —  8%nq>8%ndl 
U  =  arc  co8\ ' z 

[sin  hq^  9inq>  sin  dl 

L  =  arc  cos r 

L        cosqtcoso         J 


und  da  a       a 

ein  Minimum  werden  soll,  so  muss: 

*J.  Bernonlli,  Opera  omnia.   LausaansQ  et  Genev»  1742.   Tom.  L    Ana 
Joamal  des  Sayans  1698.    S«  JouTna\  d\i  Y^.^ViXiN.^^.V»  ^^\\^^^^%m. 


Dos  Problem  der  kOrzeBteii  Dämmerang. 
—  ginipco^deosip  +  («wA]  —  9inipsin8)cos<psin8 


aw»9Co«Ml/l  -  (■ 


'*mA,  —  sinipsinä\* 

JSrpCOSä  } 


—  sintpcos*Scos<p  ■+  (sinh^  —  sinipsinä)cosipcosS 


-  sinhjSinS)seeS 


'sinkf  —  sinipsinÖ\* 
\      cosipcosi       ) 

{sinip  —  sinhfSinä')sec6 


quadrirt  und  redncirt  man  die  Gleichung,  bo  ergiebt  sich: 
1  +  sinÄjSinA, 
»inft, +  sinA, 
1  -\-  sinhfSitihj 


-  2 smcpsin'd  - 


s*9>s»n*d 


+  2n»qpnnJ 


oder 


Än\-\ 


1  +sinAjSi«Ä, 


-  cos'dsin^cp  Isec'd  —  0 

„  .        ,    ,  I  +sinlusink, 

2stna>smd  — ;— ^ — —  .  .- 

sin  Ä,  +  stnA, 


+  sin*ip  I ' 


»irorans  eich  fOr  sind  dio  beiden  Wertbe  i 


sind,  —  5i*lgj  - 


cos^  (A,  -  Ai) 
y__ ___, 

sifigCAj+Ä,) 
coSgCAj-A,) 


c 


Diea  iat  nach  Davles  die  LSaang  von  Jobann  Bernoalli;  weil  aber 
dieser  sonobl,  als  ancb  D'Alembert  den  Factor  secd  zu  fräbzeitig  forl- 
liesBen,  erhielten  dieselben  eine  Gleicbang  rierLen  Grades,  welche  die 
beiden  nicht  xuro  Probleme  gehangen  Worieln 

9inS  —  ±1 
enth&lt.     Ich   mSchte   aber  sehr  bexweifeln,   dasa   dies   wirklich    dio  Äuf- 
lOsong  derAoigabe  Ton  Bernoalli  iet;  denn  aasser  ünigeu  rein  algebraiHchen 
Trans formatioaen,  die   keine   Schwierigkeit    darbieten,    und    wegen    deren 
lli  wohl   kaum  so  viel  Worte  vergeudet  b&tte,   bietet   diese  Auf- 


ISrang  keine  schwer  einsiushenden  Folgenmgen;  dangen  i 

die    folgende    BemeTfaug    erUaben:     Znr  Zeit  BernOBlH's    lagen  BOWoliT 

die  analytiGcbe  Geometrie  als  aacb  die  sogenannte  3ph9riBcfae  Astronomie 
noch  sehr  in  den  Anfängen;  in  jenen  Zeiten  war  man  gewohnt,  die  Probleme 
der  Bpbürisohen  Astronomie  mit  Hilfe  von  Betrachtungen  über  diö  Lage 
nnd  Schnitte  der  Kreise  auf  der  Kugel  zu  lösen,  mit  anderen  Worten:  die 
spbarisohe  Astronomie  war  damals  eine  Art  Geometrie  der  Kagel  ober  flache; 
wer  jemals  Gelegenbeit  bat,  Ultere  Werke  dieser  Art  zu  stndirea,  wird 
meine  Bemerkung  bestätigt  finden  und  bald  erkennen,  wie  sehr  die  einfachsteo 
Aufgaben  zu  Complicationen  führen,  die  wir  heute  mit  Hilfe  der  sphäriBcbea 
Trigonometrie  mit  einigen  Zeilen  erledigen.  In  der  That  werden  wir  im 
weiteren  Verlaufe  dieser  Abhandlung  sehen,  wie  sich  die  AnflSsungsn  is 
dem  Grade  vereinfachen,  als  die  Entwicklung  der  sphärischen  TrigoiLO-— 
metrie  fortschreitet. 

Die  weileien  Bemerkungen  von  Davies  Übergehen  wir  hier, 
weil   dieselben   gegen    die   Arbeiten    seiner  Vorgänger   nichts   Neues   eirt* 
halten,    dann    auch,    wei!    dieselben    viel  an  Klarheit  und  Durchsichtigkeit 
zu  wünschen  übrig  lassen,    und  kehren  wieder  zum  Beginn  des    18.  Jahr- 
honderts  zorllck. 

IV. 

Die  ersten  Jahrzehnte  des  18.  Jahrhunderts  bringen  fast  keinen  For^^ 
schritt.  Zum  gröseten  Theile  waren  es  nur  mehr  oder  minder  modißcirte 
Eeprodnotionen  der  synthetischen  Methode  von  Nonius,  die  mau  mit  dem 
modernen  Hilfsmittel  der  Differentialrechnung  ^U  vereinfachen  trachtete; 
als  Beispiel  dafür  wollen  wir  die  Behandlung  der  Aufgabe  nach  l'Höpital* 
durchführen.  Scherffer,  dessen  „  Institution  es  astronomiEP  tbeoretica;'' 
wir  dieselbe  entnehmen,  bezeichnet  aus diück lieh  l'Höpital  als  Gewährsmann. 

Es  sei  in  Figur  5:  itO  der  Horizont,  Q  T  der  Dilmmerungskreis,  AB  der 
Aeqnator,    ED  ein  Theil   des  Parallel  kr  eise  s   zum  Aeqaator    am   Tage  der 
kürzesten  Ditmmerung,  ed  ebenfalls  ein  TbeU  eines  Parallelkreisee,  dem  ££■ 
nnendlich  nahe,  P  der  Südpol, 

CK  —  sinS,     Or  (J.  CF)  —  sin<p,     QX  -=  sine. 

Soll  nun  ED  ein  ausgezeichneter  Werth  sein,  so  mnss  sein: 
Mm  =  Nn,     SE=SD,     Ee  =  8d,    <)ZB-=  <KS=  90^; 
daher  AEIiet^lWSd  und 


rrigoao-j^ 
einnulH 

OB       Olrfi^ 

eit 
hr- 


Ee  =  Dd,    Qg^Ff,    j/ßd*- 6g^=  DG-dff, 
femer  ist;  ,     . ,  i 

=  C0=1,    x=CG,    s  =  J}d,    dji  =  DG~-dg, 


es  ist  also-. 


*  F.  G.  de  rHöpital(^l'B.OBV\ta.\'i,  ^^''^■S**^''-*™^™^'^''^'^'^^-^'**'*' 
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«)      C0:Ca  =  2)d:BG-dg  =  JQ:^F=C0  +  JQ:CQ-\-  JF, 
'«'  \  :  X  =  dB  :  dj/  =  rix^^  OX  :  GL. 

Nan  iat  aber  ACOFoj  ACÄff  ro  AGJ'i  nnd  daher: 
CO:  CG=  07  :  GE,     GK :  GL  =  CK  x  FL-=  CK-.QX, 
BO  da  ist:       _        QK       „     _       GKsittc  _       GKsinc 


CK  smd 

so  wird  die  Gleicbuog  ei): 
l_  ,    ffÄ"      -   ,  GKsinc         .    ,  .     ,    V 

■  Sinip  sind  2 

l  Diese  Art   der  Beweisführung  scheint  auch  in  „J.  Keill,  Introductio 

adTeramastronomiam,  Osouia>1718''eQtbalten  zu  sein  und  ebenso  iQ„P.C.  Le 
Monnier,  Institutions  aatrOQOmiques  ou  lefOQs  6lumeutaires  d'astroQOmie, 
Paris  1746",  das  übrigens  nur  eine  Ueberseteung  des  vorhergehenden  ist.* 
Beide  Werke  waren  mir  ebenso  unzngängliuh  wie  eine  Lösung  von 
Emmerson,  die  Davies  in  seiner  früher  erwähnten  Abhandlung  citirt, 
ohne  das  Werk  anEugeben,  wo  sich  dieselbe  befindet.  Da  nun  Emmer'sou 
mehrere  Werke  verfasste,  in  denen  das  Problem  enthalten  sein  kann,  so 
ist  es  schwer,  das  Citat  aufzufinden.  Ebenso  habe  ich  „?.  L.  M.  de  Mau- 
pertuis ,  Astronomie  uantiqne,  ou  tlämens  d'astronomie,  Paris  1743, 
übergehen  zu  ditrfen  geglaubt,  da  derselbe  nach  Delambre  (Counaissance 
des  tems  pour  1818,  Paria  1815)  die  Keill'eche  Formel:" 

sinö  ^'-  sintptg^ 

auf  Grund  einet  Analyse  findet,  der  er  selbst  nicht  viel  Vertrauen  schenkte, 
weshalb  er  dieselbe  in  den  folgenden  Aaftagen  des  angeführten  Werkes 
unterdrückte.  Auch  das  Werk  „A.  E.  Mauduit,  Principes  d'astronomie 
sph^rique,  Paris  1765",  scheint  keinen  Fortschritt  in  Bezug  auf  das  Pro- 
blem der  kürzesten  Dämmerung  aufzuweisen,  da  Delambre  diese  Auf- 
lösung nur  nebenbei  erwähnt. 

In  den  Berichten  der  Berliner  Akademie  ^r  1752  behandelt  J.  Eies 
die  Aufgabe:  .Trouyer  la  dfclinaison  du  goleil,  ou  il  s'abaisse  ä  un  al- 
mucantarat  donue  audessous  de  TLorizont  le  temps  le  plus  court".  Histoire 
de  rAcadb>mie  des  sciences  et  belies  lettres  de  Berlin,  avec  les  Mi^moirea 
tir^s  des  regtstres  de  cette  Acacli'mie,  Berlin  1752, 

Der  Verfasser  findet  aus  den  beiden  Formeln 
costi  =  —  igiplgi, 

~  sin  C"  sin  ip  sind 

cost^= ) 

^ cosip  cos  0 


•  Poggendorff  giebt  in  seinem  „Biograph.-literar.  Handwörterbuch"  für 
die  erste  Auflage  „lT4fi"  als  Jahreszahl  an, 

**  So   wenigstens  uennt  Delambre    diese  Formel  ohne  Bficlsicht  auf  die 
Priorität  Bernoclli's.  


sin  ä»  =  —  sin  ipclg^- 


DsB  Verfahren  ist  in  vielen  Punkten  jenem  von  Davies  äfanlicb,  so 
dasB,  wenn  dieses  wirklich  die  Bernoalli'scbe  Lösung  darstellen  wDrde, 
dies  umsomebr  toq  der  Kiea'schen  Abhandlung  gelten  mttsste,  da  dieselbe 
noch  vielfach  in  der  schwerfälligen  Weise  der  filteren  trigonometriscbeii  Auf- 
gaben die  Auflösung  giebt. 

Eine  eiemlicb  vollständige  Znsammenfassuiig  alles  dessen,  was  tlber 
das  Problem  der  kürzesten  Dfimmerung  etwa  bis  zur  Mitte  des  18.  Jahr- 
hunderts geleistet  wurde,  giebt  das  Werk:  „Joh.  Lolofs,  Etnleitang  inr 
mathematischen  und  physikalischen  Renntniss  der  Erdkngel.  Aas  dem 
Holländischen  übersetzt  von  A.  G.  Kästner,  Göttingen  und  Leipzig  1755," 
Darin  wird  zunBobst  in  synthetischer  Weise  das  Verfahren  des  Nouins 
dargestellt  ond  bis  zur  Gleichung  ^ 

sin8  =  —  siniptg^  m 

dnrchgefllhrt.  Hierauf  folgt  ein  kurzer  historischer  Ueberblick  über  die 
Arbeiten  von  Nonius,  Clavtas,  Gregorius  (D.  Gregory,  AstronomiiE 
physich!  et  geometricu)  elementa,  Oxonoim  1702^,  Eeill  und  l'Böpital, 
die  zum  Theile  schon  von  uns  erledigt  wurden.  Am  Schiasse  fügt  Kästner 
eine  analytische  Auflösung  hinzu  mit  Hilfe  der  Formeln  aus  „Maupertnis, 
Oiscoars  sur  la  figure  des  astres  (Paris  1742)."  Dass  KSstner  es  füt 
nothwendig  findet,  eisige  einfache  Relationen  der  sphärischen  Astronomie, 
die  heate  in  jedem  Lebrbuche  stehen,  als  aas  einem  Specialwerke  entlehnt 
anzugeben,  beweist,  wie  gering  entwickelt  noch  in  der  Mitte  des  18.  Jahr- 
hunderts die  sphärische  Trigonometrie  war.  Die  Auflösung  Kästner's 
wenig  verschieden  von  jener,  die  Eies  gegeben,  und  führt  aaf  die 
kannte  Gleichung  vierten  Grades,  worin  die  beiden  Wurzeln 

sin  ä  =  ;t  l 
als   anmöglich    für  die  Sonne  ausgeschlossen  werden;    er  findet  endlich 
einzig  mögliches  Besaltat: 


ihr- 

i 


sind  =  —  sintp  tg— 


üebrigens  macht  Kästner  den  Versuch,  analytisch  zu  entscheiden, 
ob  ein  Masimnm  oder  Minimum  vorliegt;  doch  ist  diese  Auseinandersetzung 
sehr  wenig  durchsichtig. 

J.  H.  Lambert  bat  in  seiner  „Fhotometria  sive  de  mensnra  et  gradibne 
luminis  colorum  et  umbr»,  Äuguatce  VindeUoorura ,  1760"  die  AanOsang 
insofern  zu  einem  gewissen  Abschlüsse  geführt,  als  er  alle  Eigenschaften  der 
Seiten    and  Winkel   des  charakteristischea  Dreiecks  Zenith-Pol-Sonne  am 


Tage  der  kUrsesten  Dämmerung  ableitet.  Die  Inhaltsangabe  der  betreffenden 
Paragraphen  wird  diese  Aeuasemng  beweisen: 

§  987.  Enthält  Angaben  über  die  Grösse  c,  sowie  die  daraus  ab- 
geleitete HQhe  der  AtmospbSre  nach  Yareniua  (gest.  1660}  und  Halley 
(gest.  1724}. 

§§  988,  989,  990  and  991.  Es  wird  zaerst  die  Fassung  der  Aufgabe 
aufgestellt  und  dann  durch  infinitesimale  BetrachtuDgen  bewiesen,  dass 
die  paral lattischen  Winkel  am  Anfang  und  Ende  der  Morgendämmerung 
gleich  sind.  Da  dieser  Satz  bisher  noch  nicht  vorkam,  wollen  wir  den- 
selben an  dieser  Stelle  beweisen. 

Es  sei  in  Figurö:  fl^ZOJ^  der  Meridian,  Pund  ^  die  Pole,  ÄDE  der 
Aequator,  HDO  der  Horizont,  MSRL  Parallel  zum  Aequator,  msrl  Parallel 
dem  früheren  unendlich  nahe,  HC  =  OK  =  —  c,  CSK  Parallel  zam 
Horizonte. 

IMan  ziehe  die  Meridiane 
PrBQ     und    PsSQ. 
Die  Zeit,  in  welcher  Ü£  zurückgelegt  wird,  wird  gemessen  durch  den 
Winkel  RFS    oder   die   Anzahl   Grade,    die   der  Centriwinkel  zu  rs  fasst; 
fUr  den   Bogen  mrsl  wird  tv  dieselbe  Grösse  sein.     Nach   der  Natur  der 
Majima  und  Minima  muss  sein  rs  =  tv,  daher   rt  =  sv. 
Es  ist  aber       Ss  =  Er,     <)>sS  =  *);  (rB  =  90", 
^^^^^  AvsS^Alrü. 

Zieht  man  die  Höhenkreise 

ZSN    und    ZBjV, 
<XFSZ=<)'PRZ=<::rtR  =  <]^svS'^:Pi==<]^Pt, 
das  heisat   die  parallaktischeu  Winkel   zu   Beginn   und  am   Ende 
der  Morgendämmerung  sind  gleich.     Oder 

daher  folgt,  da  jfj^  ^  gQo^     qjj  ^  Qg^ 

cosNQ  =  cosQRcosNRQ, 

cos  NQ  =  cosNScosQS  +  sinNSsinQScosNRQ; 
setzt  man  beide  Werthe  von  (^os.WÄÖ  «'nander  gleich  und  für  die  einzelnen 
Bogen  und  Winkel  ihre  usuellen  Bezeichnungen,  ao  wird 

sin  tp^sinc  sin  5  +  cosc  sin  <e 
und  daraas,  da  S  eine  negaUve  Declination  ist. 


BO  werden 


I 


In  den  Dreiecken  FSZ  und  PRZ  ist 
PS  =  PR. 
<)ZPSZ^<XPRZ, 
8m8ZP  =  B^BZF 


^,m8Zg  =  Bi»  RZF: 
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da  aber  diese  Winkel,  die  Azimathe,  niobt  gleiob  sein  können^  so  miiss 
notwendig  sein     SZP  =  1 80®  —  BZP,    a^  =  180°  -  a^ , 

ferner  <):^SZP==<)^liZE,     HG=^BO,    OD  =  DB. 

Die  Höbenkreise,  zwiscben  denen  der  Bogen  AjS  liegt |  den  die  Sonne 
am  Tage  der  kürzesten  Dftmmening  dorcbläuft,  steben  Ton  Osten  and  Westen 
gleiob  weit  ab. 

§  993.    Aebnlicb  wird 

smPZ:sinPSZ=^li8inZPB^9inZ8:8inZP8, 

oder 

C08q> :  sinpi  ==l:$inti==co8e:  sint^^ 

daber 

Es  ist   aber  cosii'^  —  igg>igd    nnd  aus   diesen  beiden    Gleiobnngen 
erbält  man  die  Daner  der  kürzesten  Dämmenmg:  t  —  ^^  —  ^. 
§  994.     Es  ist  ferner,  da 

<)CaSb '^  <)UBd    und     <)CiSa&  -   <)CÄcd-90®, 

fenier  Sa'-^Bc    aucb     AaSb2^^cBd, 

daber  ab  ^  cd,     acbd,    Ä&  -  JBd. 

§  995.     Allein  es  ist  naob  §  992 
GD  ^DB,     <)::aDb  -  <XBDd,     <)tbaD  -  <):dBD  «  90°, 
mitbin  AGm^AdBD,     also  2)&  -  De?,     Gb '^  Bd, 

nacb  §  994  war  Bd  —  Sb, 

das  beisst,  der  Aequator  schneidet  am  Tage  der  kürzesten  Däm- 
merung den  Depressionsbogen  in  zwei  gleicbe  Tbeile,*  so  dass 
wegen  §  991  ^^^^  _  cosPZtgbS. 

§  996.     Da  aber      ac  =  bd  (§  994),     Db  -  Dd  (§  995), 
so  ist  ac  =•  2Db. 

Es  ist  also  in  dem  recbtwinkligen  Dreiecke  GDb  die  Hypotenuse  die 

X  c 

halbe  Dauer  der  Dämmerung  ^  i  die  Eatbete  Gb  ^  ^   und    die    andere 

Katbete  GD  gleicb  dem  halben  Bogen  der  Azimutbaidifferenz;  wir  erbalten 
somit,  da  der  Winkel  ÄDH'r^  90^—  cp  ist, 

.    c 

.     r        ^^2 

2         cosq/ 


*  Diese  Eigenscbaft  bat  betoita  l^oniue  gekannt. 
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Auch  Leonhard  Euler  hat  sich  mit  der  Aufgabe,  die  er  ,ffamosis- 
simum  problema^  nemit|  beschäftigt.  Dieselbe  befindet  sich  im  XX.  Bande 
der  „Novi  commentarii  academiso  scientiarum  PetropolitansB  pro  anno  1765'* 
and  führt  den  Titel:  „De  trajectu  ciüssimo  Stellas  per  duos  circulos  almi- 
cantarath  datos  pro  qualibet  eleyatione  poli.'*  Wegen  ihrer  ausserordent- 
lichen Kürze  und,  weil  das  Prinzip,  auf  dem  dieselbe  basirt,  auch  in  den 
folgenden  Auflösungen  häufig  in  Anspruch  genommen  wird^  mOge  sie  hier 
Platz  finden. 

In  Figur  7  sei:  BÄZPab  der  Meridian,  Z  das  Zenith,  P  der  Pol, 
ÄmMa  und  BnNh  die  beiden  Almucantars,  ZB  ^Zb^^h^f  ZA  —  Za  —  ^^ , 
AB  ^\  —  \^c. 

Man  sucht  den  Stern  8^  der  am  schnellsten  von  M  nach  N  infolge 
der  täglichen  Bewegung  gelangt;  es  sei: 

PZ  -  90®  -  9,     <)tMPN  -  r. 

Dies  vorausgeschickt  scheidet  Euler  zunächst  jene  Fälle  aus,  wo  der 
Stern  entweder  nur  einen  oder  gar  keinen  der  beiden  Almucantars  durch- 
schneidet; hierauf  zieht  er  snin  unendlich  nahe  SMN  und  es  muss  dann 
nach  der  Bedingung  des  Maximums  oder  Minimums  sein: 

<):mPn  —  <)tMPN  —  r, 
^^^'^^  <)-MPm  -  <XNPn  -  dt, 

da  femer     pj^ ^  p^^ ^  qqo^  g^     Ptit  -  Pn  -  90«- (d  +  dd), 
^^  '^^  AMPm  ~  ANPn, 

^^  »^°'^*  <)-PMm  -  <):PNn; 

subtrahirt  man  beiderseits  die  rechten  Winkel 

<XSMP  =  <)CSNP  -  90^ 

«^  ^^^8*  <)-SMfn  -  <X8Nn, 

das  heisst,  am  Tage  der  kürzesten  Dämmerung  schneidet  der 
Kreis  der  täglichen  Bewegung  die  beiden  Almucantars  unter 
gleichem  Winkel. 

Mit  dieser  Bedingung  sind  wir  sofort  in  der  Lage,  das  Problem  auf- 
zulösen.    Es  sei  Figur  8:    <)^SMA  —  <):SNB, 
und  daher  auch  ^SMZ^^:.SNZ, 

da  femer  <):PMS  -  <):PNS  -  90^ 

so  ist  auch  <)tZMP  —  <)CZNP, 

das  heisst:  die  paraUaktisohen  Winkel  sind  gleich. 
Es  ist  auch 
ZM^ZÄ'^hi,    ZN^ZB^\,    Plf-P2ir-90<^-*. 

Hiat'Ut  Abib.  d.  Zeitaobr.  f.  Math.  a.  Phys.  41.  Jalirg.  !«%&.  i.H^tX..  ^Y 
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Die  Dreiecke  ZMP  und  ZNP  haben  also  die  Seite 
gemeinsam;  ferner  ist  —         —  g> 

PM^PN  und   <):zjfp-<)czjyp. 

Schneiden  wir  also  ab  NQ  —  MZ  —  Ä^,  so  wird  Zß  —  Ä»"-*i~c, 
und  da  J^PZM^  l^QPN,  auch  ZP^PQ^  90®-  9>. 

Ferner  ist  wegen         <)^ZPM  «-  <)C  QPN^ 
wenn  man  beiderseits  den  Winkel  QPM  subtrabirt: 

<tZPQ  -  f. 

Zieht  noian  in  dem  gleichschenkligen  Dreiecke  die  Winkel-  und  Basis* 
halbirende  PO^  so  folgt  aus  einem  der  rechtwinkligen  Dreiecke  s.  B.  ZOP: 

.    c 

.    r       «*'2 

2        cosgp 

Um  auch  ö  zu  erhalten,  betrachten  wir  das  Dreieck  PQOj  woraus  folgt: 
cosPQO  =  -- — 1    allein  da    co8PQN^''COsPQO=^  — 


ctgq>  ctgq> 

so  folgt  ans  Dreieck  PQN:  .            ,             v 

stno  =smq>C08hi  —  cos q> s%n\tg -^  ig q> ^     8vnc=^ ö05l  Äj+^  I 

und  da                                         _        _  cos-^ 

Ag  —  Aj  =  c,  ^ 

so  ist  ^  4*  ^1 

€08 -^-p: ' 


\ 


+  ö"  =       o     '     daher      5m0  =  9m9 


2  2  ^'"^        Ä,-Ä, 

CO«  -  ' 


2 

In  der  französischen  Encjclopädie*  giebt  D'Alembert  eine  LGsnng 
des  Problemes  im  Artikel  „Cröpuscale**.  Die  Auflösung  ist  analytisch. 
Setzt  man  sinc^^h^  sm^=8^  8tnq>  =  h,  so  findet  man  aus  Fig. 9,  wo 
wieder  HZP  der  Meridian,  Z  das  Zenith  und  P  der  Pol  ist,  wenn  HO 
den  Horizont,  ho  den  DftmmeruDgskreis,  ECB  den  Aequator,  ecS  den 
Parallel  des  Gestirnes  vorstellen, 

ACcTcsj^CPN,     ^CQBr^/^CPN 
und  daraus  sh  k 


cT=-      -__^>     CB== 


Es  ist  aber  cS=:  cT+ TS  =  cT+CB 

und  daher  „       sh+k 

cS=    , 

r.8  ist   der  Sinus  des  Stundenwinkels  am  Ende  der  Abenddämmerung 
weniger  6^;  cT  der  Sinus  des  Stunden  winkeis  beim  Untergange  weniger  6^ 

*  Encjclopädie  au  dictionnaire  raisonn^  des  sciences ,  des  arte  et  des  m^tien. 
Beriie  et  Lausanne  1782. 
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beide  Werthe  fttr  den  Radius  ce=a  oo«5  =  ^l— «*.  Setzt  man  diese  Winkel 
t^  und  ti ,  so  wird         x  i  x. 

und  es  soll  sein  arcsinu^^  arc sin Ui  =  Qin  Minimum,  oder 

dsj/l-u^^       dsyi-u* 
Daraus  ergiebt  sich 

Da  die  Wurzeln    ^j  ^  ^  -j.  i     oder    ^i, »  =  ±  90« 
für  die  Sonne  unmöglich  sind,   so  folgt  aus  der  übrig  bleibenden  quadra- 
tischen Gleichung:  Ä  ,-  —    /•; — t^. 

.    -              s%n(p  ,^  —         . 
«n  63, 4  = : — (1  +  €08  c). 

aif»  ^,  s=  —  ^n^^-^i 

Nachdem    dann  D'Alembert  auf  Qrund  einer  nicht  ganz  einwurfs- 
freien Analyse  nachweist,  dass  der  Werth 

unzulässig  ist  9  indem  er  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  bedeutet^, 
stellt  er  als  einzig  mOgliche  LOsung  den  Werth 

auf.  Noch  hat  Nicolaus  y.  Fuss  im  Berliner  astronomischen  Jahrbuche 
für  1787  (eingesendet  wurde  die  Abhandlung  1784)  die  Aufgabe  unter  dem 
Titel  behandelt: 

„Leichte  Methode,  die  Epochen  und  die  Dauer  der  kleinsten  oder 
kürzesten  Dämmerung  zu  finden.^ 
Das  Verfahren    ist  wesentlich  dasselbe,    wie  das  von  D'Alembert; 

auch  y.  Fuss  findet  die  Qleichung  yierten  Grades,  yerwirft  die  Wurzeln 

^n^^-^^  1, 

weil  die  Sonne  niemals  die  Declination  +  90^  erreichen  kann,  sowie  die 

Wurzel  ^•_ «  ^      oi^^M^  ^  . 

weil  dieselbe  die  Polhöhe  in  zu  enge  Grenzen  einschliesst  und  nur  so  lange 
Qiltigkeit  hat,  als 

•  Wir  werden  im  späteren  Verlaufe  sehen ,  daw  ^^%^  KtävSöX.  \sxitv^sÄ%Ss^ 


140  Historisch -literarische  Abtheilung. 

c  1 

bleibt    Es  erübrigt  also  nur  die  Relation 

sind  =^  —  8ing>tg-^  j 

welche  für  jede  Polhöhe  eine  bestimmte  Bedeutung  hat;  endlich  lehrt  er 
die  Dauer  der  Dämmerung  durch  dieselben  Betrachtungen  kennen»  wie  wir 
sie  bereits  bei  Euler  gefunden  haben. 

Zum  Schlüsse  dieses  Abschnittes  wollen  wir  die  analytische  Methode 
von  d'Arrest  beifügen,  weil  dieselbe  in  gewissem  Sinne  die  analytischen 
Losungen  abschliesst,  wiewohl  wir  chronologisch  etwas  voraneilen;  denn 
d'Arrest*s  Aufsatz  befindet  sich  in  „ Astronomische  Nachrichten*'  Bd.  46 
Nr.  1085  (Altena  1857). 

Die  Bedingung   für  das  Maximum  oder  Minimum  der  Dämmerung  ist 
bekanntlich:  1^2_^ 

dö      dd'^ 
Betrachtet  man  die  beidenDreieckePol  —  Zenith— Sonne,  so  erhält  man: 
O)         —  sine  ^  sinq>  sind  +  C08q>  cosd  cost^]   cost^'^  —  tgq>tgd^ 

^^^  (sint^co8g>  —  sinp^co8C\    sinfp  ■-  ~  sindsinc  +  cosd  cosc  cosp^ 

■  /        \         cosc  cosp^^  sin q>  cosd  ^  cos q>  sind  cos t^, 

und  für  c  —  Of  also  bei  Sonnenaufgang: 

5)  sint^cosq>^sinp^'^sintp^cosd  cospi\  cosp^^^ sinq)  cosd—  cosg> sind cost^ 

Aus  den  Gleichungen  o)  folgt: 

dt^ tgq)  dt^      sin q>  cos d  — cos (p  sind  cos t2 

dd      cos^dsinti      dd  cos(pcosdsint2 

und  mit  Hilfe  der  Gleichungen  C)  und  $): 

dti  ^  cigpi       dt^  ^  ctgp^ 
dd       cosd       dd       cosd 

daher  als  Bedingung  des  Maximums  oder  Minimums:  p^  -»  p^- 

Dazu  macht  d' Arrest  die  Bemerkung,  dass  dieser  Winkel  nur  zu 
den  beiden  Epochen  Sonnenaufgang  und  Beginn  der  Morgendämmerung 
gleiche  Werthe  besitze,  nicht  aber  während  der  ganzen  Dauer  der  Däm- 
merungy  wie  dies  Lalande  in  seiner  Astronomie  annehme.  Aus  der 
Bedingungsgleichung  p^ » p^  findet  man  mit  Hilfe  von 

sin (p  ^  —  sindsinc  +  cosd  cosc  cos p    und    cosp^^ 


cosd 


leicht  die  bekannte  Formel:     .    ^  ,      ,    c 

sind  =  —  sm^ptg-^* 

Wir  ÜELnden:  d{^  —  t^)      ctgp^  —  ctgp^ 

dö  cos6 
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Bildet  man  den  zweiten  Differentialquotienten,  so  wird 


dd* 


1    r  cosi  dPi      cosi  dp.        •,/■_,  t     \\ 


Aus  C)  nnd  6)  folgt 

■j^-'  —  igccosecPi  —  tgdctgp,,   -^•^  —  tffoctgpi^ 

~df* cosdHn'p+^ll'^'^^V+^-'^^A^-^^ii^JV 

also  für  ^(^""0  ^^ 

der  zweite  Differentialquotient  wird  positiv ,  also  findet  ein  Minimum  statt 
Noch  ergeben  sich  einige  bemerkenswertbe  Relationen;  zun&chst  die 
schon  von  Lambert  bewiesene  Relation  der  Azimathe:  a^»180^  — o^, 
welche  nach  d'Arrest  Delambre  unrechtmässiger  Weise  für  sich  in 
Ansprach  nimmt.      Femer  findet  man  aus  den  Oleichnngen: 

co8q>  sint^^  cosc  sinp^  —  cosccosgtsintj^,    sint^^  ca$c  ain^ 

eine  Relation,  die  ebenfalls  schon  in  Lamberts  Photo metxia  vorkommt. 
Die  Dauer  der  Dämmerang  findet  d' Arrest: 

.   2^/~A        l+€08CC082ai  « 

es  ist  aber  c 

sind  '      A    ^         j  j     -i.      •    'i"~^i  2 

cosa.  •=" 1     sind  —  —  stncptg  ^r»   and  damit    sm      ^     «» • 

cosfp  ^  ''  2  2         cosg> 

d'Arrest  nennt  diese  Formel  die  Cagnoli'sche;  ich  weiss  nicht,  mit 
welchem  Rechte^  da  sich  dieselbe  schon  bei  Lambert  und  Ealer  jeden- 
falls vor  Cagnoli  findet. 

Zum  Schiasse  leitet  d'Arrest  aus  der  Oleichung:  c 

smc  ,  .  ^— *i  2 

casL—cost^ r    and  ans    gm  '         «=» 

^  *         co8q>coso  2  castp 

die  Relation  ab:  c 

2         cosd 

V. 

Li  diesem  Abschnitte  wollen  wir  Delambre's  Arbeiten  in  Bezug  auf  die 
Dämmerung  im  Allgemeinen  und  das  Problem  der  kürzesten  Dämmerung  ins- 
besondere im  Zusammenhange  besprechen.  Dieselben  sind  enthalten  in  den 
Werken: 


*  Diese  Relation  ergiebt  sich  leicht  aus  den  Fundamentalformeln: 

sind=i8in(p8inh''C08(pco8hco8a^    coedcast^eoatpamh-^sintpcoahcosa, 

coadsint^  cosftsmck 


1.  AstroDomie  tb^oriqne  et  pratique.   Paris  1814.  lome  I.  chap. 

2.  ConnaissEiDce  des  temps  ponr  r&D  1818.   Paris  1815.  Formules 
et  nonveliea  pour  calculer  les  dem  dCclinaifons,  qoi 
iine   duröe   donnee   du   cropuscule.     Nouvelle   dömonstration   da  plm 
coiirt  cr^poECole.     De  Nodius,  de  ees  formales  pour  les  cr^puscules, 

3.  Coauaisianee   des    tempa    pour    l'an  1822.     Paris  1820.      Kritik    des 
Werkes:  „Delle  primarie  formale  ^pettanti  alla  luce  ci'epoBcolare, 
loro uso  nella soluzione  di  diversi  problemi  di  G. Calnndrelli.    Komte  18 18. 
Was  1)  anbelangt,  so  giebt  Delambre  darin  zanQcbst  eine  unzull 

liebe  Lßaung,  indem  er  in  der  betrachteten  Gleichnng  die  Declination 
Sonne  constant  annimmt;  er  scheint  diese  ünzuISogUchheit  selbst  empFanden 
lu  baben,  obwobl  dieselbe  ein  richtiges  Endresultat  lit^fert,  weil  er  sich 
bemassigt  sieht,  eine  zweite,  wie  er  seihst  sagt,  genauere  Auflßsung  in 
liefern,  die  sieb  auf  die  Eigenschaft  der  täglichen  Bewegung  stützt. 

Es  sei  Figur  10;  P  der  Weltpol,  Z  das  Zenith  des  Beobachters,  A  die 
Sonne,  ZA  =  90  +  c;  fUr  den  Beobachter,  der  das  Zenith  Z  bat,  beginnt 
die  Morgend Etm m ernn g ;  dorcb  die  scbeinbaru  tügliclie  Bewegung  mOge  der 
Declinationakeia  PA  mit  seinem  Ende  A  in  den  Horizont  nach  S  gelangen; 
nimmt  man  indessen  den  Himmel  als  nnbeweglich  an,  so  nähert  sich  du 
Zenith  dem  Sonnenorte  auf  dem  Kleinkreise  Zm  Q  mit  dem  Pole  in  P,  so 
PZ  =  Pm  =  Pb  =  Pn=  PQ. 

Gelangt  das  Zenith  von  /  aus  nach  m,  so  daaa  mA  =  90"  ist 
die  Sonne  offenbar  auf  und  die  MorgendUmmernng  endet;  es  ist  also  da 
Bogen  Zm  dea  Kleinkreises  ZmQ  oder  auch  der  <)'ZPm  =  T  dem  Uasse 
der  Dämmerung  gleich.  Um  denselben  zu  finden,  ziehen  wir  den  Bogon 
des  grössteo  Kreises  ZBm  und  (BUen  PBA.Zm\  dann  ist 


18.-_ 


davH 
gelirl 


aber  ^ZmÄ  giebt: 


COSip 

Am  +  mZ>AZ,     dO°+mZ>90''+ c 

mZ        C 
Setzt   man   also   -^  =  -o+^i  so  ist: 


isz  +  cos^rsinx, 


nud  die  kleinat«  Dämmerung  fiodet  offenbar  für  x  =  0  statt;  dies  geecbiebt, 
wenn  sich  das  Dreieck  ZmA  auf  den  Bogen  des  gr&asten  Ereisea  ZA  re- 
ducirtj  e9  ist  dann  Zm  =  c ,  mA  =  90'^  und  die  balbe  Dauer  der  DSmmeruug: 

■  ■_  "'"^ 

12  cosq) 

Die  weiteren  Entwickelungen  sind  für  die  UeUiode  ohne  Belang  und 
kflnnen  nm  so  eher  Übergangen  werden,  weil  sie  Lambert  gegenüber 
keinen  Fortschritt  bezeichnen,  wiewohl  Delambre  gern  eine  oder  die 
andere  Eigenschaft  für  sich  in  Anspruch  nehmen  möchte. 

Die  Abhandlung  2  betreffend,  gebührt  Delambre  unstreitig  das  Ver- 
dienst, die  Sätze  des  Konins  in  die  Sprache  der  modernen  Trigonometrie 
übertragen  zti  haben,  wie  dies  gelegentlich  der  Arbeit  von  Nonius  ent- 
sprechend gewürdigt  wurde.  Sonst  enthält  der  Aufsatz  noch  eine  Anzahl 
Formeln,  das  Problem  der  kürzesten  Dämmerung  betreffend,  die  entweder 
von  minderem  Belange  oder  schon  anderswo  angeführt  sind. 

Die  dritte  und  letzte  Abhandlung  endlich  ist  rein  polemischer  Natur, 
und  es  Endet  sich  darin  kein  irgendwie  hervorzuhebend  es  Resultat, 

Hier  dUrfte  es  am  Platze  sein,  der  AnflOsungen  des  Froblemea  zu 
gedenken,  die  eicb  in  dem  Sammelwerke: 

„The  mathematical  questions  proposod  in  the  Ladies'  Diary  and  their 
original  answers  together  with  some  new  solutions  from  its  commencement 
in  tbe  year  1704  to  1816.   Bj  Thomaa  Leybonm.    London  1817.    4  vols." 


Die  Aufgabe,  die  kürzeste  Dämmerung  fUr  eine  gegebene  PolhOhe  zu 
finden,  taucht  zuerst  als  Queation  271  im  Jahrgänge  1746  — 1747  auf;  die 
beiden  Beantwortungen,  die  darauf  einliefen,  sind  jedoch  unzulänglich. 

Ein  anderes  Mal  wird  die  Aufgabe  als  Question  564  im  Jahrgange  17ti6  bis 
1 767  vorgebracht  und  in  befriedigender  Weise  mit  Hufe  der  atereograp bischen 
Projection  gel^t;  wir  haben  davon  gelegentlich  der  Besprechung  von 
Nonius  Arbeit  theilweise  Gebrauch  gemacht. 

Im  Appendix  endlich  finden  sich  noch  AnflÖsnugen  von  Wallace  und 
zweier  anonymen  Verfasser  „ß  Cygni"   und  „Astronomioas".' 

Die  Auflösung  von  Wallace  ist  rein  synthetisch.  In  Figur  11  sei 
HO  der  Horizont,  TW  der  DSmmerangs kreis;  Z  das  Zenitb,  P  der  Pol 
und  HS  der  Bogen  dea  Parallela  am  Tage  der  kürzesten  Dämmerung, 
Man  ziehe  die  grössten  Kreise  PB,  PS  und  ZS  und  mit  P  als  Pol  be- 
schreibe man  den  Kreisbogen  ZA'F;  hieraufmache  man  <}ZZPr=  <):iiPS 
und  verbinde  die  Punkte  R  und  V  durch  einen  grössten  Kreisbogen.  Addirt 
man  zu  den  gleichen  Winkeln  ZPV  und  RPS  den  Winkel  SPV,  eo  ist 
<iIPr=<):SPZ;   es    ist  aber  auch   MP=8P.    P7=PZ  und    daher 

•  Ich  vermuthe,    dass  unter  einem   dieser  Pseudonyme  der  bekannte  e 
I  liache  Astronom  J.  Ivory  sicti  verbirgt 


ABPV^ASPZ;  daraoH  folgt,  daBS  iIFi=SZ=90"  und  ea  »oll 
der  Natur  des  Probiemea  der  Winkel  EPS  oder  VPZ  ein  Minitnnm  werdaai 
dies  kanu  nur  stattfinden ,  wenn  der  Bogen  VNZ,  der  dem  betreffenden 
Winkel  proportional  ist,  seinen  kleinsten  Werth  erhält,  und  diea  ist  wiederum 
nar  der  Fall  (da  BF  eine  constante  Grösse  =  90"  besitzt),  wenn  er  mit 
dem  Bogen  RV  jusammenfSllt;  denn  in  jedem  anderen  Falle  wäre  nach 
der  Eigenacbaft  der  Dreiecke  ZF+  FB>ZF  +  90"  die  Summe  zweier 
Seiten  grösser  als  die  dritte;  damit  ist  die  Aufgabe  erledigt,  denn  die 
Dauer  der  kürzesten  D&mmerung  und  die  DecUnation  der  Sonne  ergeben 
eich  wie  bei  Ealer. 

Die  Auflösung  von  „(SCygni"  ist  priucipiell  von  der  vorhergehendaa 
nicht    verschieden ,    weshalb    wir    von    der  Reproduction   absehen.     Audi 
verhält  es  sieb  mit  der  Auflösung  des  anderen  Anonymus  „Astronomit 
Diese  Auflösung  ist  entlehnt  aus  „New  Series  of  tbe  Mathematical  Bepository' 
vol.l,  art.  XI,  part.  II.   Sie  ist  so  eigenartig  nnd  inatructiv,  daes  wir  eine 
kurze  Darstellung  nicht  umgehen  können. 

Problem  1.  Für  eine  gegebene  Polhöhe  den  Tag  der  kürzesten  DSmmer- 
ung  zu  finden,  Es  sei  Figur  12  P  der  Pol,  Z  das  Zenith,  NPZS  der 
Meridian,  HONS  der  Horizont,  pq  ein  Tbeil  des  Dämmerungskreises.  Es 
sei  ferner  II  der  Punkt,  wo  Morgens  die  Bonne  aufgeht,  K  der  Punkt, 
wo  Abends  die  Dämmerung  endet;  durch  H  und  K  ziehe  man  den  gröasten 
Kreis  EOmS,  der  in  m  halbirt  werde,  so  dass  also  ist:  Km  =•  mH;  da 
gleiohieitig  PK  und  PH  gleich  sind  der  Poldistanz  der  Sonne  am  Tage 
der  kürzesten  Dämmerung,  also  wenn  man  von  der  Aenderung  der  Decli- 
nation  in  der  Zwischenzeit  absieht,  PK^  PH—  90"—  ä,  ao  Bteht  Pm 
senkrecht  auf  KmH. 

Ans  dem  Dreiecke  ZPH  folgt  0  —  sinqi  sini  ■+■  cosq>  cosS  cost^ 
dem  Dreiecke  ZPK  —  sin c  —  stnip  stnS  -\-  cosipcosö  cost^,  und  ea  ist  offe 
i,  —  (,  —  t;  durch  Snbtraction  der  obigen  Gleichungen  findet 

1    .  .   .    t^-t. 

^smc  —  cosfcososin  -■       ■ 

oder  1    .  ,  .    t    . 

pSiMc  —  cosipcososxn  ^sin 

Es  ist  aber  ^^^  ^      gp^  +  HPZ 

and  aus  Dreieck  KPm  ergiebt  sich: 

sinPK  smKPm  —  sinKm  —  sin  —^      odi 
wir  haben  also  sofort 


Ferner  ist  offenbar  Bogen  HO  —  180",  also  EH—  180"+  KO,  and 


Ans  dieser  Gteichnng  ist  uomittelbar  erBichllicb,  dass  sin  ^  ein  Minimum 
KO 
wird,  wenn  cos-^  sein   Marimum   erreicht   oder   der  Winkel  EO   seinen 

Ueinaten  Wertb  erhillt;  es  wird  also  die  Dämmerungsdauer  am  kleinsten, 
wenn  IIOE  aentrecht  anf  dem  Horizonte  USON  stebt  oder  durch  das 
Zenitb  Z  geht,  das  beiast,  wenn  das  Äzimuth  der  Sonne  bei  Sonnen- 
aufgang dasselbe  ist,  als  bei  dem  Ende  der  Abenddämmerung. 
Zieht  man  Pu  _L  ZE,  so  ist  wegen 

KP- HP     «ff_:?^_M"  +  |, 
und  ans  dem  Dreiecke  KPZ  ergiebt  Bich: 

cosZu-.cosuK—cosPZ-.cosPE;    cos-^i—  stn-^—  sintpisinS, 

sind  ■"  ~  siniptg-^- 

Problem  II.  Die  Polhöha  zu  finden,  uuter  welcher  an  einem  ge- 
gebenen  Tage  dos  Minimum  der  D&mmerung  statt&ndet 

Ist  in  Figar  13:  Z  das  Zenith,  NS  der  Horizont,  3  der  Ort  des 
Sonnenunterganges,  K  der  Ort  des  Endes  der  Abenddämmerung,  yl,  der 
Dämmerangekrets;  ist  ferner  P  der  Pal,  so  ziehe  man  zu  K  nnd  S  die 
Declinationskreise  und  die  Efi henkreis e ,  sowie  den  grüssten  Kreis  KH. 

Da  der  Jahrestag  bekannt  ist,  so  kennen  wir  auch  die  Dectination  der 
Sonne  und  damit  auch  PH=PE=90^—  S.  In  dem  Dreiecke  HPK  wird 
demgemäss  seiu  <)'  SPK=x  und  dieser  wird  um  so  kleiner,  ja  kleiner  die 
Basis  HE  wird;  in  dem  Dreiecke  HZK  wird  aber  HK  am  kleinsten,  wenn 
sich  dieses  Dreieck  auf  einen  Bogen  des  grCssten  Kreises  reducirt,  das  heisst, 
wenn  der  Bogen  HK  =  c  ist  Es  wird  also  die  Dfimmerung  am  kürzesten 
sein,  wenn  der  Fol  eine  solche  Lage  f  bat,  daas  J7  auf  den  Punkt  X  f^llt. 

Zieht  man  pm^_KL,  so  folgt  aus  dem  Dreiecke  pZE: 


^ 


cosmK:  cospK^cosmZicospZ,    cos -^r'.  sin S  = 
ainipsa  —  sinÖtg-^- 


Um   endlich  noch  die  LSnge  der  kürzesten  Dämmerung  : 

trachten  wir  die  Belation:  c 

f,  .    „  einKm  .    i  2 

K  smKpm^    .— b-"'     oa«"^    sw«-„  = y 

K  stnKp  d        coso 


Recensionen. 


A.  BniLL  und  M,  Noethrr.  Die  Entwicklung  der  Theorie  der  algebn 
iaohen  Functionen  in  älterer  und  neuerer  Zeit.  Jahresbericht  i 
Deatecben  Matliematiker- Voreinigung.  Dritter  Rand.  Berlin  189^ 
8.  107—566. 

Als  im  September  1890    die    Deutsche    Mathematiker-Vereini- 
gung   ihren  Anfang    nahm,    wurden    in    den  Bremer   BeachlUseen    als 
wOnschenswerth  bezeichnet    „anafUhrliijhe  Referate   über    gemeicBam  inter- 
esairenda  Gebiete  der  Mathematik".     Skeptiker  fragten  damals,  wer  imler 
den  FacbgenoBBen  eioer  so  mühevollen  und  eelbötverleugnecden  Arbeit  sieh 
nnteraiehen  würde.     Aber  gleich  in  der  folgenden  Versammlung  (Halle  I89IJ_ 
fand    jener     Wunsch     Verwirklichung:     Franz    Meyer     (Clansthal)     «M 
stattete  einen  mit  Beifall  aufgenommenen  Bericht  über  die  Fortsohritt« 
der     projectiven     Invariantentheorie     im     letzten     Vierteljabr- 
hundert.      In    Halle    beschloss    man,    nunmehr    ein    Referat    Über    die 
Theorie  der  algebraischen  Functionen  in   ÄnSBicht  za  nehmen,  und 
es  wurde  mit  Freude  begrüsat,  dass  Brill  in  Tübingen  und  Noether  in 
Erlangen,    die    an    der   Entwickelung    dieser  Theorie    während    der  tebiten 
25  Jahre  einen  hervorragenden  Antheil  gehabt  hatten,  zu  diesem  Berichte 
sich  bereit  erkliirten. 

Jetzt  liegt  der  Bericht  von  Brill  und  Noether  in  dem  dritten 
Jahreäbor  lebte  der  Deutschen  Mathematik  er -Vereinigung  vor,  deren  grOssten 
Theil  er  bildet,  «rafasst  er  doch  nicht  weniger  als  XXIll  u.  460  Seiten. 
Schon  aus  dieser  Angabe  gebt  hervor,  welch'  gewaltigen  Stotf  die  Ver 
fasser  zu  bearbeiten  hatten,  und  doch  Gndet  man  sich  in  ihrem  Bericht« 
aebr  leicht  zurecht.  Es  ist  das  dadurch  erreicht,  daas  dem  Ganzen  eine 
ausgezeichnete  Disposition  zu  Grunde  liegt  und  dass  in  typographischer 
Hinsicht  Alles  gethan  ist,  was  dem  Leser  die  Orientimag  erleichtern  kann. 
Ebenso  wohlthiiend  berührt  die  ausserordentliche  Sorgfalt  und  GewisBen- 
haftigkeit  der  Verfasser,  die  sich  bis  aiif  die  kleinsten  Einzelheiten  in  den. 
Literaturangaben  erstreckt;  nur  wer  selbst  gesc b ich tt lebe  Studien  gemacht 
hat,  weiss,  welche  mUbevolIe  und  zeitraubende  Arbeit  oft  in  wenigen 
Zeiien  oder  in  einer  Wendung  des  kuBäranYBa  ibäqx^wi.  Sä''.. 


Von  dsm  QberauE  reichen  Inhalte  des  Berichtes  eine  Vorstellang  za 
geben,  ist  an  dieser  Stelle  onmSglich.  Ich  muBS  mich  darauf  beschranken, 
die  üeberschriften  der  xehn  Abschnitte  anzugeben,  in  die  der  Bericht  ge- 
tbeilt  ist,  am  daran  einige  Bemerkmigen  za  knüpfen.  Diese  Üeberschriften 
lauten : 

I.  Anfüge   einer  Theorie  der  algebraischen  Curven  und  der  Elimi- 
nation: Von  Descartes  bis  Ealer  und  B6zout. 
II.  Periode    der    Begründung    einer    Theorie    der    Functionen:    La- 
grange, Gauss,  Cauchy,  Puiaeui. 

III.  Das  AberscLe  Theorem  und  das  Umkehrproblem  der  hyperellipti- 
Ecben  Functionen:  Abel  bis  Weierstrass. 

IV.  Eiemann'fl  Theorie  der  Ähel'echen  Functionen  und  ihr  Ursprung, 
V.  Die    geometrisch  -  algebraiEchen    Richtungen    (PlUcker,    Jacobi, 

Aronhold,     Hesse,     Biemann,     Roch,     Clebsch,     Brill, 
Noether). 
VI.  Die    Theorie    der    singalftren    Ponkte    (Cayley,    Kronecker, 
^^  Weierstrass,  Hamburger,  Noether,  Ralphen,  Brill). 

^L      TU.  Die  Weierstra&s'sche  Richtnng  (Weierstrass,  Christoffel). 
^ft     VIII.  Darstellung   des   Oebildes,   seiner  Formen   und  Functionen  in  in- 
■  varianter  Gestalt  (H.  Weber,  Noether,  Christoffel,  F.  Klein). 

^M         IX.  Wurzelfunctionen  und  Wurzelformen.    (Die  Literatur  ist  zu  gross, 
^B  als  dass  hier  Namen  angegeben  werden  kannten.) 

^H         X.  Algebraische  Correspondenzen  and  ausgezeichnete  Gruppen  (Cay  lej , 
V  Zeuthen,  Brill,  Hurwitz). 

Vermissen  wird  man  in  diesem  Teraeichniss  die  auf  den  Begriffs- 
bUdangen  der  neueren  Zahlentbeorie  beruhenden  Theorien  von  Kronecker 
and  Dedekind-Weber.  Dass  sie  fehlen,  ist  so  gekommen.  Im  Jafare  1891 
hatte  Kronecker  sich  bereit  erklBrt,  durch  Vermittelung  einer  jüngeren 
ihm  nahestehenden  Kraft,  hei  dem  Unternehmen  milzuwirken,  aber  leider 
bat  sein  rasches  Ende  diesem  Plane  ein  Ziel  gesetzt,  und  bei  der  FuIle 
des  Stoffes  mussten  die  Verfasser  sich  eutschliessen,  diese  Lücke  un- 
aasgefilllt  zu  lassen.  Sie  haben  indessen  an  den  Stellen,  wo  die  Unter- 
suchungen jener  Forscher  mit  andern  Bichtungen  in  der  Theorie  der 
algebraischen  Functionen  zasammentreffen,  die  bezüglichen  Arbeiten  be- 
rücksichtigt, und  was  fehlt,  bildet  ein  in  sich  geschlossenes  Onnze,  das 
sehr  gut  fUr  ein  späteres,  selbststündiges  Refeiat  geeignet  würe.  Ent- 
sprechendes gilt  in  Bezug  auf  die  neueren  geomelrisch- algebraischen 
Untersuchungen  der  Italiener  (Segre,  Caetelnuovo  etc.),  die  ebenfalls 
in  dem  Referate  keinen  Platz  gefunden  haben. 

Weit  eher  ist  zu  befürchten,  dass  Mancher  ein  Zuviel  finden  wird  in  dem 
ersten    Abschnitte,    vielleicht    sogar    in    den    drei    ersten  Abschuittcn    des 
icbtes.     In  der  That  hatten  BriU  und  "SofttV^x ,  'sv«.  wa  \a  *äx"^' 


mSenel 


rede  berichten,  urspiünglich  beabsichtigt,  eine  kritisch -vergleichende 
aprecbung  der  verschiedenen  Auffassungen  zu  geben,  die  gegenw&rtigi«. 
der  Tlieorie  der  algebraischen  Functionea  um  die  Uerrecbaft  streiten. 
Jedoch  hat  dieser  Plan  im  Laufe  der  Arbeit  wesentliche  Ab&ndemngen 
erfahren,  die  zu  verfolgen  sehr  lelirreich  ist;  handelt  es  sich  doch  hier 
um  Fragen,  die  für  die  Oestaltung  der  weiteren  Berichte  der  Deuttchen 
Mathematiker-Vereinigmig  von  entscheidender  Bedeutung  sind. 

Znnitchst  stellte  sich  heraus,  dass  eine  solche  Vergleiehung  der  ver- 
schiedenen Systeme  „ohne  den  Rückhalt  einer  vorausgehenden  knappes 
Darstellung  ihres  Inhaltes  und  ihrer  Hilfsmittel,  ihrer  Grundlagen  und 
Ziele  gegenstandslos"  wäre,  and  so  rlickte  die  objective  Berieb teretattong 
in  den  Vordergrund.  Jetzt  handelte  es  eich  darum,  zu  ermitteln,  is 
welchem  VerhältnisBe  die  neu  auftretenden  Theorien  zu  den  alten  standen 
und  welche  wesentlich  neuen  Ideen  sie  brachten.  „Indem  wir  einet 
Untersuchung  solcher  Beziehungen",  äussern  sich  die  Verfasser,  „und  einer 
Erforschung  der  Quellen,  ans  denen  die  Autoren  geschöpft  haben,  nicht 
auswichen,  sahen  wir  uns  zu  rück wSrtsgreifen den  geschichtlichen  Studien 
genüthigt,  die  um  so  mehr  Bedürfniss  und  andererseits  um  so  zeitraubender 
waren,  als  ein  Werk,  in  welchem  die  Geschichte  der  Function entbeorie 
—  etwa  von  dem  Zeitpunkt  der  Erfindung  der  Differentialrechnung  an  — 
in  einem  für  unsere  Zwecke  ausreichendem  Umfange  berücksichtigt  wird, 
nicht  eiistirt." 

Eine  allgemeine  Geschichte  der  neueren  Mathematik,  in  diesem  Sinne 
verstanden,  kann  gegenwartig  noch  lucht  geschrieben  werden;  in  weiser 
BeschrUnkung  hat  Moritz  Cantor  erklärt,  dass  sein  grosses  Werk  mit 
dem  Auftreten  Lagranges  abbrechen  soUe.  ünerlössliche  Vorbedingung 
sind  zusammenfassende  Berichte  über  die  Geschichte  der  einzelnen  Disciplineo, 
Berichte  derart,  wie  sie  uns  Brill  nnd  Noether  für  die  algebrüecl 
Functionen  in  meister-  und  musterhafter  Weise  gegeben  haben. 

Hoffen  wir,  dass  sie  Nachfolger  finden!  Paul  StÄCKBI. 


H,  PoiHOiutä.     LeB  m^thodes  nouTelles  de  la  mäoaniqne  Celeste.    T.  H: 

Mi'thodes  de  MM.  Newcomb,  Gylil^'u,  Lindstedt  et  Bohlin.    VTII  et 
479  pag.     gr.  8°.     Paris   1893.     Gauthier-Villars. 
Wir   haben   schon   in   der  Besprechung   des   I.  Bandes*  das  Ziel  an- 
gegeben, welches  sich  der  Verfasser  für  den  II.  Band  steckt:  eine  kritische 
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•  8.  diese  Zeitschrift,  Hist-liter.  Abtheilung,  Bd.  36,  1893,  S.  68.  AnfjeBe 
ecflte  Beaprechung  muBa  ich  bez.  der  hier  gebrauchten  Ausdrücke ,  wie  „periodische", 
i.aBjmptotisehe"  Lösungen  etc.  und  bei.  dav  Eigenschaften  dieser  LÖstmgen  vw- 
weiaea.     Bd.  U  ist  mir  erst  1B96  aar  üati.  gvY.iiTOm«ii, 


Diacaseion  der  ron  den  Astronomen  in  den  letzten  zwei  Deceniiien  vor- 
geschlagenen und  theilweiae  bereits  in  aoBgedelmtem  Masse  praktisch  be- 
währten Eeibenentwicklungen  im  Problem  der  drei  KGrper,  nud  zwar  auf 
ihren  Vergleich,  ihre  mathematische  Einordnung  unter  allgemeine  Theorien 
tiber  Differentialgleichungen  und  auf  die  Art  ihrer  Convergenz  hin.  Diese 
Discussion  liegt  nun  iu  eingebender  Weise  vor,  von  den  Gesichtspanli ten 
geleitet,  welche  der  Verfasser  in  jenem  I,  Bande  theoretisch  entwickelt 
hatte.  Sie  wird  nicht  nur  den  Mathematikern  erwünscht  eein,  welche 
einen  Einblick  in  die  scheinbar  sehr  mannigialtigen ,  neueren  Rechnungs- 
operationen  der  Astronomen  erhalten  wollen,  sondern  den  Letzteren  selbst, 
die  bei  der  Zielsicherheit  ihrer  Eeaultate  die  mathematische  Berechtagung 
and  Tragweite  ihrer  Metboden  nicht  ebenso  sicher  gestellt  haben. 

Die  neueren  Methoden  haben  das  gemeinsam,  dass  sie  die  „sücularen" 
Glieder,  welche  die  Zeit  ausserhalb  der  trigonometrischen  Zeichen  ent- 
halten und  welche  in  den  alten  Theorien  durch  die  als  erste  Näherung 
ungeeignete  Kepler'sche  Bewegung  und  dann  durch  Entwicklung  nach 
ganzen  Potenzen  der  störenden  Masse  (i  entstanden  waren,  völlig  haben 
verüchwinden  lassen:  ein  bedeutender  Fortschritt,  den  man  zunächst 
HilljNewcomb  und  Oylden  verdankt.  Die  Methoden  unterscheiden 
sich  durch  die  Art  der  ersten  Nüherungsbabn,  welche  der  Rechnung  rn 
Grunde  gelegt  wird,  durch  die  eingeführten  Argumente,  durch  die  Wahl 
der  kleinen  Parameter  fi,  nach  deren  Potenzen  entwickelt  werden  soll,  vor 
Allem  durch  die  grösaere  oder  geringere  Freiheit,  welche  bei  den  bqc- 
ceBsiTeu  Näherangen  obwaltet.  In  letzterer  Beziehung  zeichnet  sich  vor 
Allem  das  Gyld&n'sche  Verfahren  aus,  das  auch  da,  wo  die  Newcomh- 
Lindstedt 'sehen  Beihen  versagen ,  noch  anwendbar  bleibt ,  nämlich  im 
Fall  einer  nahezu  ganzzahligen  linearen  Relation  zwischen  den  eingeführten 
mittleren  Bewegungen,  und  das  auch  die  für  diesen  Fall  berechneten 
Delaunay-Bohlin 'sehen  Reihen  im  Punkte  der  Convergenz  zu  Übertreffen 
gestattet.  Aber  während  die  bezeichneten  Methoden  in  einem  allgemeinen 
Fall  der  Dynamik  zu  absolut  convergenten  Entwicklungen  führen  wUrden, 
hat  das  Problem  der  drei  Körper  —  wie  Poincarö  von  den  zu  periodi- 
schen Losungen  „asymptotischen"  Lösungen  im  Bande  I  nachgewiesen  iiat 
und  wie  er  in  diesem  Bande  wiederum  von  den  genannten  Seihen,  welche 
übrigens  im  Wesentlichen  mit  den  „asymptotischen"  Lösungen  identisch 
sind,  einzeln  nachweist  —  die  besondere  Eigenschaft,  dass  die  Entwiok- 
lungen  nach  einem  kleinen  Parameter  (t  nur  semiconvergent  werden; 
nämlich,  dass  eine  solche  mit  wachsender  Gliederzahl  bei  festem  fi  sich 
nicht  einem  bestimmten  Werthe  nähert,  wohl  aber,  wenn  man  an  einem 
festen  p**"  Gliede  abbricht,  sich  von  einem  bestimmten  Werthe  nur  um 
eine  Grösse  der  Ordnung  ;*''+'  unterscheidet.  Es  nehmen  nämlich  die 
CoeiSaieaten  rfiesar  Potenareihen  in  fi  die  Ge&liiÜi  a^'. 


letztere,  JH 


wo  Wi'^  rtit  +  (oj  ist,   die  »,-  und  tij  Const&nten  sind,  welch' 

mittleren  Bewegnngen,  selbst  wieder  von  ft  abhängen,  n?  die  Wertbe  der 

n,  fQr  f*  =  0  und  wo  die  »tj  ganze  Zahlen  sind;  die  Grösse  h  hingt  toh 

den  tii  ab.      Schon   bei  jedem   Durchgang   durch   commensarable    Wertbe 

der  fij    (periodische    Lösungen),    also   bei   kleinsten  Aenderaugen    von   p, 

schwankt  aber  eine  aolche  Reihe  S  in  ihrer  Convergenz  hin  und  her,  eiae 

Reihe  von  Qliedern  mit  kleinen  Nennern  £mktic  kann  jedesmal,  mindeeteu 

durch  kleine  Aenderungen  der  n1,  beliebig  gross  gemacht  werden 

B  eine  ganz  unstetige  Function  der  n,,  also  von  (i  wird,  und  die  Pol 

reibe  in  n  jedenfalls  nicht  gleichmässig  convergirea  kann. 

Herr  Poincarf-  entwickelt  solche  Verhältnisse  besonders  deutlich  in 
Kapitel  XVn,  Nummer  189  an  einem  von  Herrn  Gyldi'n  behandelten 
Fall  einer  besonderen  linearen  Differentialgleichung  2"'  Ordnung  mit  CoefS- 
cienten,  die  nicht-periodische  Functionen  der  Zeit  sind,  im  Zusammenhaog 
mit  einer  mathematisch  interessanten,  im  functionentbeoretischen  Sinne  voll- 
ständigen  Erledigung  der  bekannten  Gleichung  mit  irregulären  Integralem,] 

wie  auch  an  einer  Reihe  allgemeinerer  Gleichungen  im  folgenden 
Kapitel  XVIII.  Ton  den  übrigen  Theilen  des  Buches  heben  wir  kos 
Kapitel  IX — XV,  welche  den  sehr  brauchbaren  Newcomb-Lindstedt- 
schen  Reiben  (von  der  vorhin  bezeichneten'  Form)  gewidmet  sind,  die 
Verallgemeinerungen  auf  Fülle  hervor,  die  von  den  Urhebern  nicht  direct 
der  Methode  eingeordnet  waren;  es  geschieht  immer  dadurch,  dass  des 
neu  vorkommenden  kleinen  QrOssen  eine  Ordnung  in  Bezug  auf  fi  ge- 
geben und  nun  von  Neuem  nach  Potenzen  von  fi  geordnet  sind.  Aus  dea 
letzten  Kapiteln  XIX — XXI,  Boblin'eche  Reihen,  nennen  wir  die  Dar 
Stellung  des  Uebergangs  von  jenen  Lindstedt'schen  Reihen  eu  den 
Bohlin'schen,  indem,  im  Falle  einer  für  ^i  ^  0  genau,  fUr  kleine  ^  nahen 
erfüllten  ganzzahligon  linearen  Relation  ^Ji*«*—  0  zwischen  den  mittleran 

Bewegungen  «j,  auch  noch  die  Brüche —  eines  Ausdrucks  wie'B  nach 

£mi,nii 

Potenzen  von  n  entwickelt  werden;   und,    wie   schon  in  Acta  Math.  XU 

die  geometrisch -anschauliche  Discussion  der  dabei  zu  unterscheidenden  d 

Fälle,  je  nachdem  die  Winkelgrösso  ^  ptyk  alle  Werthe  dnrchlanfen  kana| 

oder  zwischen  zwei  Grenzen  schw&akl  (Libration),  oder  der  UeborgangsH 
ntritt.     Bemerkeiiswerl,h  ist  do.\>e\i  äa.B6  Vo\-Q.i».tt  ttÄ  i«i  KnsAäBa 


Am  Methode  im  Kapitel  XXI,  wie  Grldän  und  Bohlin,  in  dem  Naberange- 
verfahren  Ton  selbst  anf  elliptiBche  Fanctionen  etttgst,  deren  PeriodeiiTerb alten 

jene  drei  FSlle  charaktetisiren,  bo  dass  die  BlnflÜu-ung  dieser  Functionen 
nicht  nur  als  Kunstgriff  erBoheint.  üeber  die  Oyld^n'schen  Methoden  selbst, 
deren  Principien  darin  bestoben,  einmal  mSglichst  Alles  auf  lineare  Differential- 
gleichungen T.u  reduciren,  sodann  darin,  alle  Glieder,  welche  sehr  gross 
werden  und  die  Couvergenz  verlangsamen  würden,  jeweils  schon  in  die 
vorhergehende  Näheruog  aufeunehmen,  geben  die  Kapitel  XVI— XVIII 
und  XXI  Aufacbluss:  bo  weittragend  sie  sind,  hUlt  sie  Poincar^  noch 
nicht  fUr  so  innerlich  befriedigend,  als  die  übrigen  der  genannten  Methoden. 
Das  Kapitel  XXI  musste  zwar  noch  r.iemlicb  unvolhtändig  bleibeD,  es 
knllpft  aber  glücklich  an  die  Theorie  der  asymptotischen  Lösungen  des 
letzten  Kapitels  des  I.  Bandes  an;  insbesondere  bringt  es  am  Schluss  ein 
aasgefUhrtes  Beispiel,  mit  dessen  Studium,  nie  mit  dem  einiger  anderer 
Beispiele  (Kapitel  XVI— XIX),  man  am  besten  den  Band  beginnen  wird, 
wenn  man  Über  die  Schwierigkeiten  des  Gegenstandes  und  der  Schreib- 
weise des  Verfassers  leichter  hinwegkommen  will,  —  Zu  dem  Kapitel  VI 
des  ersten,  XIV  und  XV  des  zweiten  Bandes  sind  inzwischen  schon  weitere 
Ausführungen  von  mehreren  Seilen  her  in  den  C.  B.  der  Pariser  Akad. 
erechienen.  M.  Noetubb. 
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Historiscli-literarische  Abtheiliing. 


Das  Problem  der  kürzesten  D&mmenmg. 


Von 

Dr.  Karl  Zelbb 

in  Bronn  (M»hMii). 

nierzn  Tafel  VI  Figur  I— IS. 


VI. 
Mit  der  EinfObrang  von  Honga's  Gäomötrie  deacriptive  beginnt 
anch  für  die  Bebandlnng  astrono  miß  eher  Probleme  anf  graphiaobem  Wege 
eine  neue  Epoche.  Man  hatte  zwar  auch  vor  dieser  Zeit  die  ster«o- 
graphische  Projection  mr  Anflösung  einzelner  Aufgaben  hier  und  da  benützt, 
und  namentlich  die  Engländer  wussten  diese  Art  vorzüglich  in  Anwendung 
zu  bringen,  wie  ein  flüchtiger  Einblick  in  das  schon  einmal  citirte  Werk 
„Ladies'  Dtary"  beweist;  seit  dem  Auftreten  von  Monge  wurde  aber 
dieses  Hilfsmittel  sozusagen  ausschliesslich  zur  Auflösung  der  verschiedensten 
Aufgaben  gebraucht,  und  man  kann  sich  von  der  Eichtigkeit  dieser  An- 
gabe am  besten  Überzeugen,  wenn  man  die  leider  mit  dem  dritten  Bande 
abgeschlossene  „ Correspondance  snr  l'öcole  imperiale  polytechniqne"  durch- 
siebt, wobei  man  gleichzeitig  einen  Einblick  io  die  ausaerord entliehe 
Fruchtbarkeit  der  Principien  der  darstellenden  Geometrie  erhält.  In  dem 
eben  citirten  Journale  giebt  Monge  (tome  I,  pag.  148  ss.)  dem  Probleme 
der  kürzesten  Dilmraemng  die  folgende  Fassung:  „Es  werde  eine  gemein- 
same Tangentialebene  gn  zwei  gerade  Kegel  gezogen,  von  denen  der  erste 
zur  Achse  die  Verticale  des  Ortea  hat,  für  den  man  die  kürzeste  Dämmer- 
ung sucht,  und  zur  Basis  den  Almucantarat,  in  welchem  die  Sonne  an- 
fangt, die  D&mmerung  zu  bewirken;  der  zweite  Kegel  bat  zur  Achse  die 
Weltachse  und  ist  die  umhüllende  FliLche  des  Raumes,  welchen  der  Horizont 
bei  der  taglichen  Bewegung  beschreibt;  die  Berührnngslinie  an  dem 
ersten  Kegel  schneidet  die  Basis  in  einem  Punkte;  errichtet  man  in  diesem 
Punkte  eine  senkrechte  Ebene  anf  die  Weltachse,  so  wird  diese  Ebene 
den  D ecl in ations kreis  der  Sonne  am  Tage  der  kürzesten  Dämmerung  ent- 
halten. Die  beiden  Kegel,  an  welche  die  gemeinsame  Tangentialebene 
gezogen  wird,  haben  ihre  Spitne  in  A  (Fig.  1);  der  erste  Kegel  hat  zum 
Durchmesser  der  Basis  6c;  der  zweite  zur  Erzeugenden  die  Gerade  AB 
um  die   Achse  AP." 

Das  Problem  ist  in  der  Form  einer  Aufgabe  gestellt  und  die  l^lfeven 
der  ^cole   polytechnique  werden  von  Hacbette  anfgcCorA^Tt.,  ä%\i.  ^&«.-«tt& 

^B   MiMl-UI.  Ablb,  d.  Zeittcbr  t.  Wulh.n.  I'bji,  41,  J»hrB    1***.  ^  Ö»^  VI. 
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für  die  Richtigkeit  der  AnflOsung  zu  liefern  ^  wfthrend  a.  a.  0.  nur  die 
Constmction  mit  der  geringsten  Anzahl  yon  Constractionslinien  gegeben  ist. 

Es  sei  PQB  der  Meridian,  BC  der  Horizont,  hc  der  DSnunenrngs- 
kreis  und  ÄP  die  Weltachse. 

Man  ziehe  den  Badins  ÄC^l  gesetzt  die  Tangente  ed^  welche 
die  Yerticale  in  d  trifft,  mache  Äf^  cd  und  fejLÄd,  verlängere  fe  bis 
zum  Durchschnitt  mit  der  verl&ngerten  Geraden  ^P  in  e;  yerbindet  man 
e  mit  dy  zieht  dl  jLed  und  fällt  von  {  die  Gerade  lg  senkrecht  auf  ÄP, 
so  ist  BQ  der  Parallel    der  Sonne  am  Tage  der  kürzesten  Dämmerung. 

Beweis: 

Af^cd'^ctgc^    ^^---r-jk'     fd^  > 

swic  stnc 

1  COa    C 

e/*—  clgc*ctgg>.      dm  '^  Äd  —  Am  ^  - — =—  8inc*'=»  — — j; 

sine*  stnc* 

kni'^stncctgcp^      hA^— 

'  smtp 

Es  ist  aber  ^efd  n^  Almdy   woraus: 

^    ^ ,  ,    ,  _         fd.  md     (1  —  cosc*)  cosc*  . 

efifd^mdilm.     Im  — —  —  ^^ : — f fj©, 

ef  stnc*  ' 

X.1      I.      I  7  '    *^       I  (l—  cosc*)cosc* ^ 

kl  —  hm  +  lm^  sine  ctg q>  +  ^^ : — r tffV* 

smc 

kl  ■=•  -: : — i  {sin^c*cos^g>  +  cosc*sin^w  —  cos^c* sin^w], 

stng> cos g> stnc*  ^  ^  ^' 

kl  —  -: : — i  {stn^c*—  5iw*a)(l—  cosc*)]. 

stnfp  cos q> stnc    *  ^  ^' 

Aus  dem  Dreiecke  kgl  folgt: 

Ä^  —  klcostp  =  -: : — ;  [sin^c^—  sin^S(l—  cosc*)}, 

smg)Stnc    *  ^^  -"' 

daher  «iwc*  1 

Ag'^  Ak  —  kg^ : : — ^  {«m^c*— sin*a>(l— C05c*)}, 

smg>     sinq>sinc   *  ^^  ^" 

-Ä^f  =»  stntptg  ^* 

Da  ich  nirgend  den  von  Hachette  geforderten  Nachweis  finden 
konnte,  habe  ich  denselben  in  den  „Astronomischen  Nachrichten''  Bd.  109 
(1884)  geliefert.* 

Der  Anfangspunkt  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  liege  im 
Centrum  der  Erde;  die  positive  X-Achse  sei  im  Horizonte  gegen  den  Süd- 
punkt,  die  positive  F- Achse  ebenfalls  im  Horizonte  gegen  den  Westpunkt 

*  K.  Zelbr:  Ueber  das  Problem  der  kürzesten  Dämmerung.  Astron.  Nachr. 
Bd.  109,  Nr.  2602. 
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gerichtet;  die  positiTe  Z-Achsa  endlich  nach  dem  Zenith  des  Ortes;  dann 
ist  die  Gleichung  des  eraten  Kegels,  der  den  AInmcantarat  (—  c)  zur 
Basis  hat, 

1)  e*  dg*  c  =  x' +  y\ 

Der  zweite  Kegel,  welcher  die  umhüllende  eamtntlicher  Stellnngen 
des  Horizontes  ist  nnd  dieselbe  Spitze  besitzt,  bat  znr  Gleichung: 

2)  (xcosq)  +  ;sm7')''=  (*' +  i/ +  s^)  cos*  (p. 

Bei  der  LSsnng  des  t erliegenden  Problemes  bandelt  es  sich  nicht  so 
sehr  nm  die  Oleichung  der  BerUbrungsebene  an  beide  Kegel,  als  am  den 
Punkt  der  Basis  des  eräten  Kegels,  in  welchem  dieser  von  der  Ebene  be- 
rührt wird.     Die  Sache  erledigt  sich  dann   einfach  so: 

Man  sucht  znnüchst  den  Durchschnitt  der  zweiten  Kegelfläcbe  mit 
der  Leitlinien  ebene  des  ersten.     Die  Leitlinien  ebene  hat  zur  Gleichung: 

3)  a  =  —  sin  c. 

Substitnirt  man  diesen  Werth  in  2),  so  erh&U  man  als  Dnrchecbnitts- 
corrs  eine  Parabel 

4)  y'—2xtgcpsinc  +  sin' c(l  —  tg* ip)  —  0     oder  y* ~  Ax  +  B  —  0. 
£s   seiea    nun   auf   dem    Almucantarat  (—  c)   zwei    unendlich    nabe 

Punkte  mit  den  Äzimuthen  a,   nnd  a,  gegeben,  so  i 


> 


Legen  wir  durch  die  Punkte,  deren  Azimuthe  «r,  und  a^  sind,  eine 
Secante,  so  lautet  deren  Gleichung:  1 ,  . 

5)  y  -  -  C(S7  s  ("s  +  «i)  ^  +  cosc— — ■ 

LSsst  man  diese  Secante  zur  Tangente  werden,  setzt  also«,  ■=(!,,  so  wird 

6)  y  ~  ~  ctgax  +  -7—      oder  y  •—  —  mx  +  n. 

Sucht  man  die  Bedingung,  anter  welcher  diese  Tangente  auch  die 
Parabel  berührt,  so  erhält  man  4mnÄ  +  A'—  4m' if  —  0. 

Substituirt  man  die  Werthe  für  die  angezeigten  Grössen,  so  erhält 
man  nach  einigen  Transformationen  cosa  ^^  tg<p[clgc  ±,  cosccc],  and  daher: 

MS«'  ^  +  tg^clg^ 

7)  .       _  ^ 

Der  Kreis   durch  jeden   dieser  Punkte   aaf  die  Weltacbse   senkrecht 

gezogen    ist   ein  Declinationskreia   und   man   erhält  seine  Gleichung,  wenn 

■  man  aus  den  bekannten  Relationen: 
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sink  —  sing>sind  +  costpcosdcost 
coshcosa  «=  —  cosq>8ind  +  sifKpcosdcosi 
den  Stunden  Winkel  t  eliminirt;  es  wird 

sind  «  —  costpcosacosh  +  slntpsinh, 
und  da  ^  »—  c,  so  wird  zunächst 

sind  ■-  —  cosg>cosacosc  —  5in9>5/nc. 

Substitairt  man  hierin  die  gefundenen  Werthe  von  a,  J  und  </'  nach 

Gleichung  7),  so  ergiebt  sich: 

c  c 

sind'  ^  —  sing>dg^}     sinif'  ^  —  sintpig^- 

Im  Folgenden  sollen  zun&chst  die  graphischen  Methoden  erledigt 
werden.     Zun&chst  folgt: 

„G.  Dandeliuy  Probleme  du  plus  court  cr6puscule.  Correspondance 
math6matique  et  physique  publice  par  Garnier  et  Quetelet.  Tome  II, 
pag.  97-100.    Gand.  1826. 

Es  sei  Figur  2  die  Himmelskugel  stereographisch  yon  einem  Pole 
auf  den  Aequator  projicirt  und  alle  Parallelkreise,  welche  von  der  Sonne 
beschrieben  werden ,  sind  concentrisch  mit  demselben  aus  dem  Centrum  Ä' 
beschrieben.  C7'  und  H'  sind  bezüglich  die  Mittelpunkte  des  Dämmerungs- 
kreises und  des  Horizontes.  Ist  ay  der  von  der  Sonne  beschriebene 
Parallel y  so  ist  offenbar  <)Cc/Ä'y'  proportional  der  Dauer  der  Dämmerung; 
ein  zweiter  unendlich  naher  Parallelkreis  sei  ß>  d'g>\  Soll  der  Winkel  </A'y 
ein  Minimum  sein,  so  müssen  dessen  Differentiale  gleich  sein,  also 

<)U'^^  -  <)t7^Ä'6\     und  daher  auch     Aa'^'/?  r^  A/^'d', 
daraus  folgt,  dass 

<):  cJ  ß'Ä'  =  <):  /  d^Ä^     und  damit  auch     <):  a'  /?  *'  -  <  y'  S'  g>\ 

das  heisst:  Der  gesuchte  Parallelkreis  muss  den  Horizont  und  den 
Dämmerungskreis  unter  gleichen  Winkeln  schneiden  (Euler  1765). 
Um  denselben  zu  finden,  lege  man  durch  den  Horizont  und  den 
Dämmerungskreis  einen  Doppelkegel ,  dessen  Spitze  zwischen  den  beiden 
Kreisen  liegt,  während  diese  die  Grundlinien  der  Kegel  bilden,  der 
Scheitelwinkel  des  Achsenschnittes  beider  Kegel  ist  gleich;  durch  die  Spitze 
dieser  Kegel  lege  man  eine  Ebene  parallel  zum  Aequator,  so  wird  die- 
selbe den  Parallelkreis  enthalten,  weil  er  den  Horizont  und  den  Dämmerungs- 
kreis  unter  gleichen  Winkeln  schneidet.  Der  Beweis  soll  hier  der 
Kürze  wegen  übergangen  werden,  da  er  in  der  folgenden  ausführlichen 
Abhandlung  von  Liagre  neben  mehreren  anderen  geliefert  wird. 
J.  B.  J.  Liagre  hat  seine  Arbeit  in  den  „Nouveau  m6moires  de  Pacad^mie 
royale  des  sciences,  des  lettres  et  des  beauz  arts  de  Belgique,  Tome  XXX, 
Braxelles  1 85 7 'Veröffentlicht  uuW  &ftmTv\Ä\\  „"^xOöViTCÄ  ^<8ä  cx^^uacules.*' 
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Naohdem  in  der  Einleitimg  die  Verdienst«  von  Nonius  (1573)*,  Joh. 
nnd  Nie.  Bernonlli  (1693),  l'Hßpitttl,  Le  Monnier  nnd  Keill  eine 
kurze  Besprechung  gefunden,  bemerkt  Liagre,  dasa  Cagnoli  mit  Hilfe 
der  btjheren  AnaljaiB  die  Dauer  der  kürzesten  Dämmerung  bestimmte,  indem 
er  wie  Mauduit  von  dem  Satze  Gebrauch  machte,  dass  der  parallaktiscbe 
Winkel    zu  Beginn    der  Dämmerung    und  am  SchluBse  derselben  gleich  eei. 

Die  zweite  Lösung  des  Problemea 

si»  d  =  —  sin  rpclg-^ 

bezieht  Liagre  auf  eine  Erscheinung,  welche  er  DftmmeruQgscomple- 
ment  (complument  cr^'pusculalre)  nennt  und  zeigt,  wie  man  sieb 
von  dem  Vorbandensein  dieser  Wurzel  a  priori  überzeugen  kann;  die  ana- 
lytische Lösung  verlaugt  nämlich,  dass  der  Parallelbogen  der  Sonne  zwischen 
dem  Horizonte  und  dem  Dümmer ungakreise  ein  Minimum  sei;  allein  die 
Sonne  passirt  den  Dämmerungskreis  etwa  nach  Sonnenuntergang  zweimal; 
einmal  am  Ende  der  Abenddämmerung  und  dann  ist  die  Höhe  der  Sonne  —  c; 
dann  aber  auch  zu  Beginn  der  Morgendämmerung,  wobei  die  Höhe  ge- 
wissermaasen  _ /igno _  .) 

gesetzt    werden    kann;    setzt    man    diesen    Eweiten  Werlb    in    die   bekannte 

Formel  für  den  Sinus  der  Declluation  am  Taf[e  der  kUrzesteu  Dämmerung 

ein,  £0  erhält  man  In  der  That; 

.    ,            .       ,    180"-c  .   ,  .        ,    0 

sjnfl  =  — si«  tflg 1     smäss  —  smtpctg-^- 

Weiter  polemisirt  Liagre  gegen  die  Bemerkung  d'Alembert's,  als 
ob  zur  Zeit  des  Sommersalstitiums  die  längste  Dämmerang  existlre.  Dies 
hat,  fährt  er  fort,  nur  so  lange  Geltung,  als  die  Dämmerung  noch  vor 
Mitternacht  endigt;  es  hört  sofort  auf  richtig  zu  sein,  sobald  die  Dämmer- 
ung imaginär  wird,  das  heissl  die  Sonne  die  Höhe  —18"  nicht  mehr  er- 
reicht. In  diesem  Falle  rechnet  Liagre  die  Abenddämmerung  von 
Sonnenuntergang  bis  Mitternacht  und  die  Morgendämmerung  von  Mitter- 
nacht bis  Sonnenaufgang.     Es  Sei  beispielswebo  q^i^Öl",  so  ist  für 

i  =  +  23"27' 
der  halbe  Tagbogen  8^ O*!' 6  und  damit  die  Abend-  oder  Morgendämmerung, 
wenn  man  von  der  Zeitgleichung  absieht, 

12*-8''9™6  =  3''ö0'?4, 
während   die   längste  DSmmeruug    dann  stattGndet,    sobald,  abgesehen  von 
Refraction,    Sonuenhalbmesser    und  Parallachse,  die   Sonnendecllnation   den 

IWerth  erreicht:  fl  =  90»  -  ^  -0=21". 

w  *  Die  Jahreiangabe  scheint  Eicb,  wenn  kein  Irrthum  vorliegt,  auf  eine  bpätcrc 
ftIMgabe  von  Nonius  „Uc  crepu^culia"  zu  beziehen. 


Y 


Dies  findet  beiläufig  am  25.  Mai  und  am  18,  Juli  Btatt  Delambre, 
BiLgt  Liagre  weiter,  findet  in  Heiner  Astronomie  ausser  der  Epoche  der 
kürzesten  Dämmerung  noch  deren  Dauer  nach  Cagnoli,*  femer  die 
EigeuGchaftecL  der  Azimuthe  und  des  parallak tischen  Winkels;  dagegeo 
vermisst  man,  wie  uns  wenigstens  scheint,  die  charakteristische  Eigen. 
Schaft,  dasH  zur  Zeit  des  Minimums  der  Parallel  der  Sonne  den  Horixont 
und  den  Dfimmerungskreis  unter  gleichen  Winkeln  schneidet,  welche 
Dandelin  in  der  „Correspondance  matht'matique  et  pbjsiqae  {m^G)"  ge- 
funden hat," 

Die  Deutung  der  zwei  Wurzeln  des  ProhJemes 


sirt  ö,  =  —  sin  ip  fj  -„- 1    sin  6,  =  —  sinv  ctg  -^ 


fuhrt  Liagre  auf  die  Einführung  zweier  neuen  Perioden;  die  Perioda 
„physischer  Tag  (jour  physique)"  umfasst  den  astronomischen  Tag 
und  seine  zwei  Dämmerungen;  die  bereits  erwähnte  Periode  „DSm- 
merungscomplement  (complement  crtpusculaire}"  ist  der  Deber- 
BchusB  des  physischen  Tages  über  eine  Dfimmerung.  Die  Aenderungen  in 
der  Länge  des  astronomischen  Tages  befolgen  nicht  dasselbe  Gesetz,  wie 
die  der  Dfimmerangen ,  und  so  fällt  die  kürzeste  Dämmerung  nicht  mit 
dem  Wintersolstitium  zusammen,  da  in  gewissen  geographischen  Breiten 
die  Aenderungen  der  Dämmerung  jene  des  astronomischen  Tages  vemicbt^ii 
können.  Dasselbe  ist  mit  dem  DUmmeniDgscomplement  der  Fall,  du 
wieder  nicht  auf  die  Epoche  des  kürzesten  physischen  Tages  fUlt, 
das  Dämmern Qgscomplement  nur  eine  Dämmerung,  der  physische 
deren  zwei  enthält. 

Das  Problem  tässt  sich  geometrisch  in  voller  Allgemeinheit  etwa  in 
folgende  Worte  fassen; 

„Das  Minimum  der  Dämmerung,  des  DämmemngscoinpleiDentes  und 
des  physischen  Tages  wird  für  eine  gegebene  geographische  Breite  dnrcb 
die  Betrachtung  dreier  gerader  Kegel  erhalten,  welche  zur  Acbse  die  Ver- 
ticale  des  gegebenen  Ortes  haben.  Die  ersten  beiden  Kegel  geben  dnrcb 
den  Dämmern  ngsbogen  und  den  Horizont  und  der  eine  von  ihnen  hat  die 
Spitze  ausserhalb,  der  andere  innerhalb  der  beiden  Leitehenen;  der  dritte 
Kegel  ist  eine  Tangential  Sache  an  die  Himmelskugel  längs  des  Dämmerung»- 
kreises.  Legt  man  durch  die  Spitzen  dieser  drei  Kege!  parallele  EbeneD 
zum  Aeqoator,   so   schneiden   dieselben  die  Himmelskugel  in  drei  Parallel- 


WW 


du 


*  Auch   liier  findet  eich  der  Irrtham,   als  ob  Cagnoli  die  achon  von  Lai 
■rt  gefundade  Formel    «•'»■5-  = luerst  aufgestellt  hätte. 


**  Auch   hier  liegt  ein  Irrthum  Liagre'g  vor,   da   diese  £igensctia(t,  i 
mV  auch  seinerzeit  angezeigt  haben,  eine  Gatdeckong  Euler's  (1765)  ii 


pr-" 
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kreisen;  den  ersten  beschreibt  die  Sonne  am  Tage  des  kürzesten   DSmmer- 
nngscomplementes;   den   zweiten   am  Tage  der  kürzesten  DSmmernng;  den 

dritten  zur  Zeit  des  kürzesten  physiscben  Tages." 

In  der  ersten  Epoche  macht  der  Parallel  mit  dem  Horizonte  nnd 
dem  DSmmerungskreise  supplementäre  Winkel;  in  der  zweiten  sind  die 
Winkel  gleich;  in  der  dritten  schneidet  der  Parallelkreis  den  UortzoDt  und 
Dämm eruDgs kreis  unter  rechten  Winkeln.  So  oft  der  eine  oder  der  andere 
Durchschnitt  nicht  stattSndet,  bedeutet  dies,  dass  die  betreffende  Er- 
scbeinung  für  den  gegebenen  Ort  imaginär  ist. 

Die  verschiedenen  sich  darbietenden  Fragen  sind  die  folgenden: 

a)  Für  einen  gegebenen  Ort  und  Tag  die  Äzimnthe  und  Stunden- 
winkel  zu  finden,  welche  dem  Anfange  und  dem  Ende  der  Däm- 
merung entsprechen,  sowie  die  ganze  Dauer  der  Erscheinung  zu 
bestimmen. 

b)  Für  eine  gegebene  geographische  Breite  die  Epochen  der  iBogsten 
und  kürzesten  Dömmerung,  sowie  ihre  Dauer  und  die  Äzimnthe  und 
Stundenwinkel  zu  Beginn  und  am  Ende  der  Dämmerung  zu  finden. 

c)  Die  geographische  Breite  des  Ortes  zu  bestimmen,  wo  für  einen 
gegebenen  Tag    die    längste  oder    kürzeste  Dämmerung  stattSndet. 

d)  Die  Dauer  des  physischen  Tages  nnd  des  Dämmerungscomplementes 
zu  finden,  das  ist  fQr  einen  gegebenen  Ort  die  Dauer  des  astro- 
nomischen Tages  vermehrt  um  seine  zwei  Dämmerungen  oder 
auch  nur  um  eine  zu  bestimmen  j  die  kürzeste  Dauer  dieser 
Grössen  für  den  betreffenden  Ort  za  suchen. 

Es  sei  Figur  3:  Z  das  Zenith,  P  der  Pol,  UO  der  Horizont,  CE  der 
DKm m er ungs kreis ,  £Q  der  Aequator,  eq  der  Parallel  der  Sonne;  die 
Dreiecke  ZFS  nnd  ZFS'  ergeben  dann  folgende  Relationen: 

1)  WS  fl]  =  -^j^tt;' 


I 


I 


3)  cost,  =  —  tgtpigS, 

4)  cost^  =  —  tgipig6 

□nd  daher 

6) 


_  f/sin'fp  —  sin*  S 


Ige) 


j/cos-c- 

-sin' 

6- 

-  sin*ip  — 

2  sin 

stHcsinfi 

cosvcosc 

cosq) 

~ain 
coaö 

J_ 

j/co^c 

-sin 

<P 

-sin'8- 

Saineernfsind 
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Aus  Gleichung  3)  und  4),  7)  und  8)  erhftlt  man  leicht: 

.  .  sine 

cos  t  '^cosL  = —f 

'        cosq>eo8d 


.....       l/cos^m  —  cos^S  .  }/co$^e—s%n*q)-'Stn*ö  —  28%ne8mq>stnd 

sin  U  +««/,= ; —  + ' 

costpcoso      -^  cos  (p  cos  0 

woraus  durch  Division: 

9)      fg^^h^  ^^^ 

2         Yco^fp—sin^d+yco^C'^sin^ip-sin^ö'-  2sincsin(psin6 

10)  fj^'t^'  ^n. 

^  j/cos^q>'-'  sin^ ö -- y  coa^ c- sin* -q>sin^ 6—2 sin csintp sind 

Nun  untersucht  Liagre  zunächst  mit  Hilfe  der  Gleichung  9),  welche 
Bedingungen  für  eine  reelle  Dämmerung  stattfinden  müssen,  wo  eine 
längste  Dämmerung  stattfinden  kann  und  ähnliche  Fragen,  wie  sie  zum 
Theil  schon  von  Euler  erledigt  wurden. 

Durch  Differentiation  und  AnnuUirung  der  Gleichung  9)  erhält  er 
hierauf  die  beiden  bekannten  Wurzeln  für  den  Sinus  der  Declination: 

f» 

11)  sinöt^-  sin<ptg-^i 

12)  sin  ö^  = --sing)  ctg  z^' 

Die  Gleichung  10)  giebt  auf  gleiche  Weise  die  Wurzeln  für  das  Mini- 
mum  des  Dämmerungscomplementes : 

11*)  sinöi  =  —  sinq>tg^} 

12*)  sin62=^sing>äg^' 

Die  Formel  11)  wird  sodann  wegen  ihrer  Giltigkeit  für  jede  PolhCbe 
als  Lösung  des  Problems  angenommen  und  dann  als  Dauer  der  kürzesten 
Dämmerung  gefunden:  c 

t  -^t         ^*'*2 

13)  sin^^^- ^' 


2  cosq) 

Für  den  Aequator  {q>  =  0^)  ergiebt  sich 

^,-;^  =  c=lM2-, 

die  kürzeste  Dämmerung,  die  überhaupt  auf  der  Erde  stattfinden  kann. 
Mit  Hilfe  des  Ausdruckes 

findet  Liagre  aus  den   t'ormeln  1)  und  2)   die  Relation  ai  +  a^^lBOP, 
sowie  aus  den  Dreiecken  ZPS  und  ZFS' 

die  Gleichheit  der  parallaktischen  Winkel ,  woraus  wieder  folgt,   dass  der 
Parallel   der  Sonne   den   üorizont  \iiid  D&aim«c\rEL^&krei8    unter   gleichen 
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Winkeln  schneidet;  dieser  Satz,  den  Liagre  für  Dandelin  in  Anspruch 
nimmt,  ist,  wie  bekannt,  bereits  von  Euler  gefunden  worden. 

Wir  haben  bereits  zn  Anfang  der  Abhandlang  von  Liagre  nach- 
gewiesen, daBs  die  zweite  Wurzel 

12)  and  12*)  sinS^'^—sinipctg-^ 

fUr  das  Minimum  des  D&mmerungscomplementes  gilt,  wie  sich  dies  auch 
aus  der  analytischen  Behandlung  ergiebt.  Mit  Hilfe  derselben  ergiebt  sieb 
aus  den  Formeln  1)  and  2)  a,  =  0,  nnd  ans  den  Dreiecken  ZPS  und 
ZPS'(Fig.4): 

sinS  =  sinS',     igS  =  sin  a,  ctgip,    ig  5"=  —  sin  a,  clg  tp, 
daher  S=180"-S'. 

Berücksichtigt  man,  dass  SZ  und  SZ'  senkrecht  aaf  BO  und  CM 
stehen,  so  folgt  daraus,  dass  die  beiden  Winkel,  unter  denen  der  Parallel 
der  Sonne  am  Tage  des  kürzesten  D&mmerungecomplementes  den  Horizont 
und  den  Dämmerungskreis  schneidet,  sich  zu  180°  ergänzen. 

Um  endlich  die  dritte  Frage  nach  dem  Minimum  des  physischen  Tages 
zu  erledigen,  betrachten  wir  die  Gleichung 

„      sin  q>sin5-\-  sin  c 

—  COBi='  ; > 

COS  (p  cos  0 
woraus  sich  durch  Differentiation  und  AnnuUirung  ergiebt: 

si»  ^  +  si«  dsinc  =  0 
nnd  daher: 

14)  SI»  0  = : 

smc 

FUr  die  Dauer  des  kürzesten  physischen  Tages  erhalten  wir: 

"  COSä 

als  Aiimnthalbedingung  besteht: 

cosa,:  cos 0^=1:  cosc=cos(y:cosc, 
das  heisst,    die  Cosinus   der  Azimuthe    verhalten   sich   wie  die  Radiei 
Horizontes    und    des  Dämmeruagskreises.     Endlich    findet   man  noch, 
das  Dreieck  ZPS'  rechtwinklig  ist  in  S'{  denn 

tgip  ,       .    r-      cos  e 

cosa.  =  — ^-^     und     sinT= . 

ige  cosq> 


=  sin  Tsin  S. 


Wir  übergehen  hier  die  zum  Theile  neuen  und  interessanten  Re- 
lationen, die  sich  an  die  Bedingung  dieser  drei  Minima  knüpfen  nnd 
kommen  zum  Schlüsse  zu  den  geometrischen  Constructionen; 

1.  Um  den  Parallel  der  Sonne  zur  Zeit  der  kürzesten  Dämmerung 
zu  conatruiren,  ziehe  man  in  Figur  5  mit  den  bekannten  Bezeichnungen 
die  Geraden  HB  nnd  CO,  die  sieb  in  K  schneiden;  dann  ist  K  die  Spitze 
des  Doppelkegels   mit  deu  Leitlinien  BO   und  6'JR^    zieht  man  KF  saak.- 


80   folgt   aus 


'  also: 


recht   auf  die   Weltachse    PD,    bo   ist   diess   Senkreclite    ein   StQck   i 
ParaUela  eq  (Dandelin  1826). 

Denn  da  <XHOC—  L        <XI'DO  - 
winkligen  Dreiecke  FDK,  7)0  =  1  gesetzt: 

FD  =  I)  Ksin  tp  =  sin  <p  lg 

FD  aber  ist  der  Sinus  der  Declination  und  negativ 

Man   Bieht   gleicbzeitig,   d&ss  eq  den  Dümmerungskreia  nur  so  loi 
schneidet,  als  „^„  c 

In  Figur  6  sei  irgend  eine  Erzeagende  des  Doppelkegels  GKG'  g*^ 
zogen;  consfruirt  man  den  Kreis,  welchen  der  Durchschnitt  der  Himmelfl- 
kugel  mit  der  durch  GKG'  gelegten  Ebene  bildet,  so  soll  nachgewiesea 
werden,  dass  die  Winkel  tt  und  a"  gleich  sind.  ZuuSchst  ist  klar,  dass 
die  Winkel  iu  G  und  G'  durch  die  Tangenten  gemessen  werden,  welche 
man  an  die  bezüglichen  Kreise  zieht.  Die  Tangenten  an  die  Leitlinien- 
kreise  iu  G  und  G'  sind  parallel  and  folglich  die  von  diesen  Tangenten 
und  der  sie  schneidenden  Sehne  G  G'  gebildeten  Winkel  einander  gleich, 
insofern  dieselben  anf  verschiedeneu  Seiten  liegen,  wie  etwa  a  und  o"; 
andererseits  sind  auch  die  von  den  Tangenten  iu  G  and  G'  an  den  Kreis 
GG"G'  und  von  der  Sebne  GG'  gebildeten  Winkel  einander  gleich,  mithin 
auch  deren  DifiFerenzen 

<);„  _  <}^a',     und  da     <«'  =  <):«",     so  ist     <)>  —  <):£(". 

2.  Um  den  Parallel  am  Tage  des  kürzesten  Dllmmerungscomplementet 
zu  construiren,  sei  in  Figur  7  die  Bedeutung  der  Buchstaben  die  bekannte. 
Der  Kegel  mit  der  Spitze  in  K  umfasst  als  Leitlinien  HO  und  CR.  Man 
ziehe  Kqe  senkrecht  auf  die  Weltachse  PI),  so  ist  eq  der  P&rallelkreii 
der  Sonne  am  Tage  des  kürzesten  Dilmmenmgscomplementes.  £a  ist,  via 
leicht  einzusehen,  DF—  DKsinip,    DK—  ctg ^y  also,  DO  wieder  gl 


eins  gesetzt, 


ni a, 


:lei<« 


Was  die  Beweisführung  für  <);k  =  <);«'  anlangt  (Fig.  8),  so  ist  die- 
selbe analog  der  &Oher  gegebenen,  kann  also  der  Kürze  halber  über- 
gangen werden;  auch  hier  ist  es  einleuchtend,  dass  ein  Durchschnitt  der 
beiden  Kreise  HO  nud  CB  mit  dem  Parallel  nur  stattfinden  kann,  wenn 
9)<2   ist. 

3.  Es  er&brigt  noch,  den  Fall  des  kürzesten  physischen  Tages  zu  b^  I 


In    diesem    Falle    (Fig.  9)    deha   man   die    Tangente    KB    an    den 

DKmmerangskreis  CB^  es  ist  dann: 

DE-DBcosecc,     DF— DKsmv~^^- 
smc 

Die  Gerade  Ke  i*ird  die  beiden  Geraden  HO  and  CR  nur  so  lange 
schneiden,  ala  die  Relation  gilt:     tp<ic. 

Dass  der  Parallel  der  Sonne  eq  den  Dammeruagskreia  rechtwinklig 
schneidet,    ist    ohne    weiteren  Beweis  aas  der  Construction  za  entnehmen. 

In  dem  von  Moigno  herausgegebenen  Joornal  „Les  Mondes,  rerue 
faebdomadaire  des  sciences  et  de  leurs  applicationa,  Paria  1864,  vol.  V" 
hat  E.  Barbier  eine  Constmction,  das  Problem  der  kürzesten  Dämmerung 
betreffend,  gegeben,  die  sich  nicht  wesentlich  von  der  Liagre's  unter- 
scheidet, weshalb  wir  davon  hier  Umgang  nehmen  and  dieselbe  nur  der 
VoUst&adJgkeit  wegen  anfahren.  Endlich  hat  H.  Cranz  unter  dem  Titel: 
„Zur  geometrischen  Theorie  der  Dilmmemng"  eine  Abhandlung  im  31.  Jahr- 
gange  (1886J  der  „Zeitschrift  für  Mathematik  und  Phjeik"  veröffentlicht. 
Mit  HÜfe  der  stereograjihischen  Projection  werden  dort  die  Aufgaben  über 
die  kürzeste  Dämmerung  gelßst;  doch  bietet  der  Aufsatz  nichts  wesentlich 


I 


VII. 

In  diesem  Abschnitte  soll  noch  einer  Reihe  älterer  Methoden  gedacht 
werden,  die  aus  irgend  einem  Grunde  in  den  vorhergehenden  Abtheilnngen 
keinen  Platz  finden  konnten,  und  gleichzeitig  sollen  die  rein  trigono- 
metrischen Auflösungen  ihre  Erledigung  finden. 

Wir  haben  seiner  Zeit  den  Bericht  über  die  rein  analytischen  Methoden 
mit  der  Arbeit  von  d'Arrest  abgeschlossen,  sowie  die  zum  Theile  syn- 
theüschen  Methoden  mit  den  Arbeiten  von  Delambre,  um  die  construc- 
tiven  Auflösungen  Monge's  und  seiner  Nachfolger  zu  besprechen. 

Mit  den  Arbeiten  von  Delambre  ungefähr  glelcb/.eilig,  ja  sogar 
etwas  früher,  erschien  die  „Astronomie"  von  J.  Ö.  F.  t.  Bohnenberger 
(Tubingen  1811),  worin  die  AuflSäung  des  Problemes  der  kürzesten 
Dämmerung  in  folgender  Form  gegeben  ist; 

Es  sei  in  Figur  10:  Z  das  Zenith,  P  der  Pol,  B  der  Punkt,  wo  die 
8onne  anseht,  S  der  Punkt,  wo  die  Morgendämmerung  beginnt,  also: 
BH=PS\     es  werde  angenommen:     -JCPHZ  -  <);i'5Z. 
■         Constrnirt  man  nun  den  Punkt  jS'   bo,  dass 
I  ZS  —  ZS',     <}:  8' PH'  —  <)CSFH,     PH'  =  PS' 

und  verbindet  H  mit  H'  und  S  mit  S'  durch  Bogen  grOsster  Kreise,  so  ist 
und  daher  <KSPS' ~  <tHPH' 

APSS'^^  ^PHH',     <y:FSS'—  •:)tPJI]m„  — ". 
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Nach  der  Annahme  ist  aber 

<)::zHP:=<):zsp,  also  <)':z8s':=<::ZHH'. 

Man  mache  8v  =  ZH,  so  ist 

Es  ist  aber    ^ZHH'^l^vS8\    also    vS  =  ZH'. 
Zv  +  v8==Zv  +  ZH=^Z8==Z8'<Zv  +  8'v<Zv  +  ZH',  ZH<ZH\ 

Da  aber  <)C8'FH'=  <):iSPH^  so  gelangt  die  Sonne  8  in  derselben 
Zeit  von  8  nach  H  als  von  8'  nach  H';  allein  wegen  ZH  ^  Zff  liegt 
H'  noch  unter  dem  Horizonte,  deshalb  wird  5' mehr  Zeit  brauchen,  den- 
selben zu  erreichen ;  als  8\  ebenso  wird  der  Beweis  für  ein  Gestirn  geführt, 
dessen  Polardistanz  PS"^  P8 

Es  ergiebt  sich  daraus,  dass  ein  Gestirn  in  der  kürzesten  Zeit  von  S 
nach  dem  Horizonte  IT  gelangt ,  wenn  die  parallaktischen  Winkel  gleich  sind: 

<}CP8Z=<tPBZ. 

Da  aber   ZH^Sv,    PH  =  PS,    <)::PZS=<):PHZ,   so  ist 

^PHZ^ArSP. 

Es  ist  aber  p^  ^  p^ ^  cK)o  _  ^^     <)-  jjpz  =  <):  vPS. 

Fftllt  man  PBJlZv,  so  halbirt  diese  Senkrechte  die  Zv  und  den 
Winkel  ZPv\  wir  erhalten  aus  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  ZPB,  wenn 

Winkel   ZPB  =  ^»     ZB  =  öi^S-  Sv)  =  |    gesetzt  wird: 

.    c 

.    r       ^2 
sm^  «= » 

und  aus  dem  Dreiecke  ZPS: 


stnq>:stnd  =  cosj^:^s%n-^i 

sinö^  —  sintptg-^- 

In  der  Neubearbeitung  von  „J.  S.  T.  Gehler's  Physikalischem  Wörter* 
buche^  beschäftigt  sich  H.  W.  Brandes  im  2. Bande,  Artikel:  „Dämmerung' 
mit  dem  Probleme  (Leipzig  1826).  Brandes  findet  zunächst,  dass  der 
parallaktische  Winkel  bei  gleicher  Declination  und  Polhöhe  das  Maximum 
erreicht,  wenn  das  Azimuth  =  90^  ist,  was  aus 

sina 
stnp  = jcostp 

unmittelbar  folgt.  ^^^^ 

Bei  gleicher  Declination  und  Polböhe  ist  ferner  die  Höhenänderung 
dem  Sinus  des  parallaktischen  Winkels  proportional;  denn: 

sinh  =  sin^psinS  +  costpcosScost,    coshdh  =  —  costpcosösintdt, 

dhssz  —  sinpcosödt 

Wäre  also  Figur  11  bei  8'  der  grösste  Werth  des  parallaktiscben 
Winkels  und  SS'=  8'8'\  so  wä.t^  d\ft  ^^ViKiÄTi^«t\wDL%  \\i  S  woidS"  gleich; 
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macht  man  ferner  iS'T'^  ST,  also  88"=  TT'\  so  ist  die  HöhenÄndernng 
im  Intervalle  88"  rascher  als  im  Intenralle  TT"  (der  Stnndenwinkel  ftndert 
sich  fortw&hrend  gleicbfOrmig),  nnd  daher  gelangt  die  Sonne  am  schnell- 
sten znm  Dämmemngskreis,  wenn  die  parallaktischen  Winkel  am  Anfang 
nnd  Ende  der  DSmmemng  gleich  sind;  es  ist  aber  ans  Dreieck  PZ8' 
nnd  PZS\  •   i.    •    * 

C08p  = — 7 5 »     C08p  = 7-1 

mithin  .    ^  .       ^    ^ 

SHto  =  ^  stntptgj^' 

In  anderer  Form  behandelt  J.  C.  E.  Schmidt  in  seinem  „Lehrbnch  der 
mathematischen  und  physischen  Geographie,  GOttingen  1829**,  die  Anfgabe. 
Ans  den  bekannten  Gleichungen: 

--sine  =i  sin<p$in8  +  co8q)COsdco8t2i 
0  a  sing>8in8  +  cos(pco8Scosti 
folgt  durch  Addition  und  Subtraction: 

^  -;T8inc=^  smq>8vnS  +  cosq>C08ic08  *  ^  '  co8  *  ^  S 

+  —s%nc=  costpcososvn  '  ^  ^sm     o     * 

Setzt  man    <^-(~^i=2t;,    ^g"^!^^^/    ^^  findet  ein  Minimum  statt, 

Es  ist  also:  ^*        ""  ^^         '  ^^ 

0  =  sin  (p  cosd  — co8(p  sind  C08VC08U—  cos  q>  cos  S  cos  u  sin  v  -jj* 

ao 

0  =  —cosq>sinösinvsinu  +  cosq>cosdsinuco8v  -y^j 

d 
und  wenn    —  eliminirt  wird: 

0=^  cosSsing>co8v^sin9co8q>cosu; 

femer  findet  man  aus  den  Grundgleichnngen 

sin*  c 


sin^u  = 


4:COS*öcos*q>sin*9 
und  aus  der  letztgefundenen  Minimumbedingung: 

,         co8'^8sin^q>cos*v 

coru  =  — m — = * 

sin^öcos^tp 

mithin  durch  Addition: 

et)     4cos*ösin^dcos*q>sin^f>  =  Acosl^8sin*(psin*vco^t>  +  sin*e8in*d. 

Ans  der  Minimumbedingung  folgt  femer 

cosösinwcos'v 

cosucosv  = : — ;^ 

s%nocosq> 

und  aus  den  Gmndgleichungen 

sine +  2  sin  q>  sind 

COSUCOSV  = TZ » 

jSC0Sq>C08  0 

woraus  durch  GleichsetzuDg: 
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nnd 


eo86sm(peo8^9  ^      smc  +  28in(:p8ind 
sindco8<p      ^  2co8<pco8d 

•  {8ine  +  28inq>8ind)8in6 

2cosrostnq> 
Femer  ist  o  ^.  ^  _i    •„  ^  ...  • 

sm^v  =  — s — YT-' 

2cos^ü8%nip 

Setzt  man  diese  Werthe  in  o)  ein,  so  ergiebt  sieb  nach  einigen  Re- 
ductionen:  .  ,.  ,   25fng)   .    .  .  , 

s%nc  ^ 

nnd  damit:  .    »  e 

^n  0|  =s  —  8tn  <pctg-^9 

Die  Dauer  der  Dämmerung  wird  nach  Berechnung  der  Werthe  i^  und 
t^  aus  den  Omndgleichungen  gefunden: 

Zum  Schlüsse  dieser  Abtheilung  seien  noch  einige  rein  trigonometrische 
Auflösungen  angefClhrt. 

F.  F.  E.  Brflnnow  lieferte  in  dem  von  ihm  herausgegebenen  Jonmale 
„Astronomical  notices^  yoI.  I.  Ann- Arbor.  1861  eine  äusserst  kurze  trigono- 
metrische Auflössung. 

Die  bekannten  Oleichungen: 

cos  (p  €081^  =  —  sinccos  ä  ^  coscsin  ö  cospfj 
co8<pco8ti  =  —  8inö  cos  Pi , 
cos  g>s%nt^  =  sinp^  cosc, 
liefern  sofort  cosg>Hnt,=^sinp, 

cos^g>cos{t^—  ti)  ^sinccos6sin6cospi  +  cosccos(p2'-'Pi) 

—  cosc  cot?  ö  cospi  cosp^. 
Allein  es  ist  8in(p  +  sin  csind  sin  <p 

COSpa  =  r •      COSp.  =  5  I 

'  COSC  COS  0  '         COSO 

*  ®'  C08^g>  cos{t^  -  fj)  =  cos c cos{p^  —  Pj)  —  sin^q>j 

^'^i  h  —  h^'^—cosccosip^'-'  pj) 
***•  ""2~ 2i^ 

Diese  Gleichung  wird  aber  ein  Minimum  für  P|  =  Pst  daher 

.    c 

s%n-^  = 


2       cos(p 
nnd  durch  Gleichsetzung  der  parallaktischen  Winkel: 

m  d  =  —  sin  q>tg-;y' 
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In  seinem  „Lehrbnehe  der  sphärischen  Astronomiei  3.  Anfl.,  Berlin  1871^^ 
behandelt  Brünnow  die  Aufgabe  folgendermassen: 

—  sine  —  8ing>8ind  +  cosq>cosdcos(ti+  x) 

cosii.  +  r)  — ^ 

^*       ^  cosq>cosö 

Setzt  man  H  —  90  —  9  +  d,  so  ist: 


sin  -^^^r—  —  — : 1 

2  cosq>coso 

woraus  r  folgt,  wenn  t^  gegeben  ist. 

Nennt  man  Z'  den  Punkt  der  Himmelskugel,  der  im  Zenith  ist  zur 

Zeit  des  Sonnenunterganges ,  Z  demjenigen,  der  im  Zenith  ist  zur  Zeit  der 

Abenddämmerimgy  so  ist  in  dem  Dreiecke  zwischen  diesen  beiden  Punkten 

und  dem  Pole  der  Winkel  am  Pole  z*  und  man  hat 

cosZZ'  -=  sih^q)  +  cos^tpcosx. 

Aus  dem  Dreieck  ZZ^  8  folgt  cosZZ'  '^  cos  c  cos  8^  und  man  hat 

.  «  T       1  —  cosccosS 
2  2cos^q> 

worin  y  wie  leicht  einzusehen,  ^""l's'~'l'i  ^^^  unterschied  der  parallak- 
tischen  Winkel  ist;  daraus  folgt,  dass  die  D&nmerung  am  kürzesten  wird 
für     S—O,     also  c 

sm^  — } 

2       cos<p 

die  parallaktischen  "Vl^kel  sind  also  einander  gleich.  Unter  dieser  Vor- 
aussetzung folgt  aus 

stnw  sinq>  +  sine  sind      .   ^  .      ^    c 

^      sind         ^*  cosccosd  ^^2 

Bezeichnet  man  mit  a^  und  a^  die  Azimuthe,  so  folgt  sina^'^'  sina^^ 
woraus,  da  a^  nicht  gleich  o^  sein  kann,  a^  — 180  —  o^  sich  ergiebt. 
Aus  den  beiden  Oleichungen: 

—  sine  '^  sinqfsind  +  cosq>cosdcos(ti  +  t), 
findet  man  ^  ■"  ^^V^ind  +  cosq>cosi  cost^ 

^       eos^    sin^  cos^ 

^n^^+2J^^2--^-^'    also     ^^^,  +  -j-_^, 
diese  Formel  hat  schon  Liagre  gefunden. 

Eine  ziemlich  ausführliche  Arbeit  rein  trigonometrischer  Natur  lieferte 
noch  StoU  in  der  „Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik'^,  Jahrg.  28 
(1883)  unter  dem  Titel:  „Stell,  das  Problem  der  kürzesten  D&mmemng/' 

*  Siehe  die  Auflösungen  von  Euler  und  DelauibT^. 


( 
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Der  Verfasser  stellt  sieb  folgende  zwei  Aufgaben: 
I.  Unter  welcber  Polböhe  kommt  ein  Stern,  dessen  Dedination  gegeben 
ist,   am   scbnellsten  von   einem   gegebenen  Almncantarat  h^   zn  einem 
zweiten  ^? 
n.  Wie  gross   mnss  die  Declination  eines  Sternes  sein,  damit  derselbe  an 
einem  Orte   von   gegebener  PolbObe  q>   am  scbnellsten  yon  einem  ge- 
gebenen Almncantarat  h^  zn  einem  zweiten  \  gelange? 
Yon  den  Oleicbungssjstemen: 

coshiSina^^  cosdsint^^ 
cosh^sina^'^  cosdsint^^ 

.  (  sin\'^  sing>8ind  +  cosipcosdcost^ 

^  \  sinh^'^  sinq>8ind  +  cosq>co8dcost2^ 

sind  '^  8in\8inq>  —  cosh^cosq>co8<ii 
sind  '^  sinh^sinfp  —  cosh2C0S(pco8c^ 

ausgebend,   findet   der  Verfasser   zun&cbst   durcb   Multiplication  je  zweier 
zusammengebOriger : 

1)  co8\cosh^sinaiSina^  —  eos^ösint^sint^j 

2)  (sinh^-- sin  q>  sin  d)(sin?i2  — sin  q>  sind)  —  cos^g>co8*dcost^cast^j 

3)  cashi  cosh^  cos^g>  cos<i^  cosa^^  {sin\sinq>  —  sini){sin\sinq>—  smS), 

Aus  1),  2)  und  3)  ergiebt  sieb: 

cos^(pcos\cos\cos{ay^  "F Ö2)  +  {sin\  —  sinq> sini){svn\sinq>  —  sind) 

'^ cos* (p cos^d cos(ti^^ t^)  +  {sinh^sing) -- sin d)(sin\sin(p  -  sind) 

und  daraus  naeb  einigen  Bedactionen: 


")       I* 


{ 


sin 


2 


4)         cos^dsin*^      ^  —  cosh^ cosli^ sin*  ^      ^  +  si 

Aus  den  Oleicbungen  11)  folgt  weiter: 

cos  g>  cos  d  stn  '  ^     sm  ^       '  ==  stn    '       ^  cos-^ — - 

und  daraus  in  Verbindung  mit  5): 

•  2  ^1  ~"  ^      «  ^1  "f"  ^ 

o)        co^fpsvn-       *  — 


cos\  cos\  stn*  -^^ — =-  +  stn*   ^       ^ 

Aus  Oleicbung  4)  ergiebt  sieb  für  ein  constantes  d  das  Minimom  von 
— - —   für  öl  — «2,  dasselbe  wird: 
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7)  sin^       ^  — 


2  cosd 

m 

und  ist  nur  giltig,  so  lange  —  ^       <  90^—  d. 

Aus  den  Gleichungen  III)  erhftlt  man  die  Polhöhe,  wenn  man  darin 

Oi  =  o,  setzt:  .    hi  +  \ 

sin — 2 — 

8)  sin  g>  = r T"^***  * 

und  femer  ^ 

9)  cosa^  --ctg   %      tgv. 

t  —i 
Die  Gleichung  4)  deutet  auch  ein  Maximum  von   *  ^   an  für 

fla-lSO^  +  Oi; 
die  dadurch  erlangte  Zeit  bezieht  sich  auf  den  zweiten  Durchgang  durch 
den  zweiten  Almucantarat,  und  es  ist       hx  +  K 

10)  wi(/;-o-- 


cosd 

Diese  Gleichung  gilt  wieder  nur  so  lange  ^  <  ^^  +  ^  is^i  ähnlich, 
wie  früher,  wird  aus  m):  Äi  —  Ä» 

11)  W19  — 7 — r-z-sin^ 

12)  cosa-^Ttg^^^-Y^tg^. 

Um  die  zweite  Aufgabe  zu  erledigen,  n&mlich  die  Bedingung  des 
Minimums  für  eine  constante  Polhöhe  zu  finden,  wenden  wir  uns  an  die 
Gleichung  6);  diese  giebt  für  das  Minimum  von  (/^— ^)  die  Bedingung 

01  +  08  =  180® 
und  damit  ä^  —  Ä. 

13)  m^^ -^; 

£  COS<p 

jL  TL 

dies  ist  nur  möglich,  so  lange      '  ^       <  90®  —  9. 

Für  C05  0|  =  —  C05  O2  findet  man  aus  III) : 

.  Ä^  +  Ä, 

^2 

14)  ^'nj= ~ :r-sing> 

/*,  —  Aj 
cos-^ — 2 

und 

15)  co8a=  ±  tg-^-^tg(p. 

JSJgt.'litAbilK±Zeitacbr.  f.  MAth.n.Vhya.  41.  Jahrg.  1%%.  l».li«t\..  y^ 
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".^-vy  .'».'■  ^ -^  ^ 


Für  das  Maximum  von  (t^  —  ti)  muss  sein 

^1  +  ^s  =  0- 
Die  Gleichung  6)  giebt  dann  h  +h 

16)  sin-^— ^-^ ^— 


2  cosq> 

was  nur  möglich  ist  unter  der  Bedingung: 


K  +  h 


2 

Hier  ist  wieder  unter  t^  —  t^  der  Zeitraum  verstanden ,  der  vom  ersten 

Durchgang  durch  den  ersten  Almucantarat  bis  zum  zweiten  Durchgang  durch 

den  zweiten  Almucantarat  verfliesst. 

Ferner  wird  aus  III :  h.  —  Äg 

cos- 


2 

17)  sind  =^ 7 — -— —  5m  tp 

.    «1  +  /'i 

18)  cosa  =  —  ctg  -^ — -  ig  <p. 

Die  Stellung,  in  welcher  der  Stern  am  raschesten  seine  Höhe  ändert, 
giebt  die  Gleichung  14 ;  setzt  man  darin  ^^  =  A, ,  so  wird 

sin  d  =  sin  h  sin  q> 
und  aus  III):  cosa^O,    a  =  90^ 

das  heist,  der  Stern  muss  im  ersten  Vertical  stehen. 
Die  Gleichung  13)  giebt:      .    \  —  h^ 


sxn-  ^       ' 


2 

=  cos  9 


2 

und  da  für  h^^=.h^  auch  t^  s=  t^  wird ,  so  ist  das  Sinken  des  Sternes  im  ersten 
Vertical  dem  Cosinus  der  Polhöhe  proportional  und  es  muss  die  Ungleichung 
bestehen  0<i6  <iq>.  Im  ersten  Falle  (bei  südlicher  Declination)  erreicht 
der  Stern  den  ersten  Vertical  erst  unter  dem  Horizonte  im  zweiten  Falle, 

5  >  <p     wäre     sin  /*  >  1 , 
das  heisst,  der  Stern  erreicht  den  ersten  Vertical  über  dem  Horizonte  nicht. 

In  den  „Astronomischen Nachrichten"  Bd.ll0(1884)  hat„T.  J.Stieltjes, 
Note  sur  le  probli^me  du  plus  court  cr6pu8cule"  aus  Anlass  meiner  zwei 
Aufsätze  den  Beweis  geliefert,  dasa  sich  das  Problem  nicht  wesentlich 
complicirt,  wenn  man  den  Sonnenhalbmesser  und  die  Befraction  berück- 
sichtigt.     Ich  füge  der  Vollständigkeit  wegen  diese  Betrachtung  hier  an. 

Es  sei  der  Beginn  bezüglich  das  Ende  der  Morgendämmerung  bei  der 
Depression  der  Sonne  c  =  18®  und  d. 

In  Figur  12  sei  Z  das  Zenith,  P  der  Pol,  S  und  Ä'  die  Positionen 
der  Sonne  zu  Beginn  und  am  Ende  der  Morgendämmerung,  so  ist 

P5=pßr=9C0-ö,    ZS  =  90ö+c,    Z5'=90ö  +  d. 
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Für  das  Minimum  besteht  bekanntlich  die  Relation 

<):psz=<y:ps'z. 

Setzen  wir  1 

nnd  verlängern  S'Z  bis  Ä\  so  dass 

Z^'=  Z^  =  i  (c  -  d) 

wird,  und  ziehen  die  grössten  Kreisbogen  PÄ  und  PA\  so  ist 

und  daher  APSA^  APS'A',    also    PA=PÄ,   <)^PAS  =  <)CPÄS\ 

Da  aber  ist  PA=  PA',   so  muas  auch  sein  dkPZA^^APZA'  und 
mithin  <):  S'A'P  =  <):  ZAP  =  <): SAP. 

Es  ist  also  <)-  SAP  =  <  S'ÄP  =  90° 

und  man  erhält  A  und  A\   wenn  man  an  den  Kleinkreis  aus  Z  mit  dem 

c  —  d 
Radius  — ^  Tangenten  aus  P  fällt. 

Es  ist  ferner  Azimuth  PZS  =  Azimuth  (180<>  -  PZS')  und 

T  =  <):SPS'==<KAPA'. 
Aus  den  Dreiecken  PAZ  und  P^IÄ  folgt: 

cos  PA  c=  — -,   cos  ö  =  cos  PAcos  SA  =  —  cos  PA .  sin — - — f 

c  —  d  2 

'''-J-  .    c  +  d 

s»n— ö— 

sin  6  =:  ^  8inq>  — 


c-d 

cos 7z— 


Es  ist  aber  ^^  ^p^  ^  ^^  ^     ^j.  ^p^r_  ^^  ^ 

<):4PZ  =  -J=-^?^,    <5'P^'=-^i±^ 

und  daraus  ergiebt  sich: 

.    c—d  .?+_^ 

^  cosg>  2  cosi) 

nnd  g  _  ^ 

cos  PZS  =  —  cosPZS'=  cosa  =  /^<p<y — ^ — • 

VIII. 

In  eigen thümlicher  und  origineller  Weise  hat  d* Arrest  in  seiner 
bereits  angeführten  Abhandlung  (Astronomische  Nachrichten  Bd.  46)  das 
Problem  der  kürzesten  Dämmerung  behandelt.  Nachdem  er  die  wichtigsten 
Eigenschaften  derselben,  wie  wir  bereits  gesehen  haben,  im  Zusammen- 
hange vorgeführt  hatte,  stellt  er  sich  die  Frage  nach  dem  geometrischen 
Orte    der  Stände   der  Sonne    am  Tage  der   kürzesten  Dämmerung  für  alle 
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»ae  Cnrve  ii^^l 
rechnet,' »om  ^ 


einem  and  demBelben  LSugengrade  zugehörigen  PolhOhen.  Dieae  C 
wenn  man  die  flphfirischen  KegelBohnitto  zum  zweiten  Grade  rechnet, 'i 
vierten  Grade  und  bestebt  aus  zwei  gesonderten  Ovalen  an  der  EimmeU- 
kugel;  sie  beateht  aus  acht  congruenten  Quadrauten,  besitzt  vier  conjugirte 
Punkte  und  ]Bs§t  eich  in  geschlossenen  Ausdrücken  weder  rectificiren  noch 
quadriren;  doch  hängt  dieselbe  mit  dem  grSsaten  Kreise  und  der  Ellipse 
zusammen.*  Zieht  man  dnrcb  den  Ost-  und  Westpuukt  der  Uimmelskngel 
zwei  grösste  Kreise,  welche  den  Aequator  unter  den  Winkeln  ±  c  scbneidaiiy  ■ 
80  ist  ihre  Gleichung:  , — 

Denn  nach    Figur  13   folgt  ans  dem  rechtwinkligen   Dreiecke 
Katbeten  8  und  90"  — t  und  dem  der  Kathet«  d  gegenüberliegenden 

woraus  obige  Formel  leicht  abzuleiten  ist. 

Die  spbäriscbe  Ellipse  mit  den  Halbachsen 

w  c 

-  —  c      und     ^ 

hat  £ur  Gleichung: 


coseyig'-^- 
2)  sint  = ?__-l- 


'?9 


:  Bcnneioaiiy  H 

ke  mit  d«^| 
Winkel  ±« 


Bezieht  man  nSmlich  die  Gleichung  der  Ellipse  auf  ein  System  zweier 
sich  rechtwinklig  schneidender  Orbsakreise  und  zieht  durch  die  Pole  jP 
und  TT  dieser  grSssten  Kreise  Figur  14  und  durch  einen  Ellipsenpunkt  M 
grSsste  Kreisbogen,  welche  auf  den  als  Ooordinatenacfasen  geltenden  Kreisen 
die  Stücke  0X  =  |,  OT^tj  abschneiden,  so  lautet  die  Gleichung  der 
sphärischen  Ellipse  mit  den  Halbachsen  a  und  b: 

tg'aig'n  +  tff'blg*^  =  ig*alg^h. 
Ist  nun   0A==  a  =  ^-c,  OB=b  =  -|-t    so   ergiebt  das  Dreieck   J\YM 

dgii  =  clgScost.     |  =  i 
und  damit  aus  der  Ellipsengleichung; 

-^-^cfg^c  +  lg^-^tg*t  =  ta^-^ctg^<:, 

woraus    nach    einigen    einfachen    Reductionen    die    obige    Elltpsengleichnl 
sich  ergiebt. 


*  FQr   das  Ventündniaa    der   folgenden   Betruclitungen   üt   ein    Einblick  i   _ 
„G,  Gudermann,  Grundrica  der  analytischen  Sph'urik,  KOln  1830",  nnetl&Rilidi. 
••  K.  Zelbr,  „Bemerkung  zum  Probtera  der  kürEcaten  Dämmerung",   Astro- 
namJBohe    Nachrichten  Bd.  108  Nr.  3576  (1884),  worin    d'Arreat's    Abhandloug 
erlintett  ist 


Um  MissveratBndnissen  rorzabeugea,  mag  hier  nooh  BQgemetkt  werden, 
dass  die  CoordinatonBysteme  in  Figur  13  nnd  14  um  einen  Winkel  Ton  90" 
gegen  einander  gedreht  erBchelnen,  um  eine  grössere  Anschaolicbkeit  zu 
ermöglichen;  während  der  Meridian  des  Ortes  in  der  ersten  Figur  13  in 
die  Ebene  des  Papiers  föllt,  ist  er  in  Figor  14  senkrecht  darauf  gedacht. 
Dm  die  Gleichung  der  Curve  für  die  kürzeste  DSinmerang  zu  finden,  be- 
rücksichtige man  die  bekannten  Relationen  fUr  die  DeclinatioD  am  Tage 
der  kürzesten  Dämmerung  und  den  Stuodenwinkel  bei  Sonnenaufgung  oder 

ünterRanc:  ,    ,  .     c     . 

sinS  =  —  tg-^smtp,     eosti  =  —  igq){g  S. 

Eliminirt  man  daraus  die  Polhöhe,  so  erhält  man  nach  einigen  Reductionon 


/"•i 


-ig^d 


/' 


aUein  es  besteht  für  diesen  Stnndenwinkel  nnd  jenen  am  Anfange  bezüglich 
Ende  der  kürzesten  Dämmerung  die  schon  von  Lambert  gefundene  Relation 

sin  t^  =  sin  t,  cos  c , 
daher  die  Gleichung  der  gesuchten  Carve: 


"j/ts'^-is'i 


-/' 


tt'-l 


-  di«  i 


Gleichung   auch    erhalten 
na+cösq>cosJcos(, 


Wie    leicht    einzusehen,    hätte    man    die 
können,  nenn  man  aus 

siti  d  =  —  sitt  tp  (^ -^     und     —  sine  =  sin  91 

die  PolhShe  ip  eliminirt  hätte. 

Differentiirt  man  die  Gleichung  3)  in  logarithmischer  Form,  so  folgt: 


4) 


d& 


-  sin  S  ig  (^ 


ig^  ä~~  sin*S 


Der  Mittelpunkt   der  Gegencurve    der  Ellipse   ist   um    180"   absteheud 
vom  Mittelpunkte  der  Ellipse;  die  Endpunkte  der  kleinen  Athse  der  Gegen- 
curve sind  bezüglich  ISW— c  and  180'' -l~<^-     Beachtet  man,  dass  aas  der 
tGleichung  3}  der  Dämmerungacorve  für  t,  =  0  folgt: 


Werthe  erhalten: 

und     180»  +  j 


-2 


HiatoriBcb-literarische  ÄbtbeiluDg. 
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Jedem  positiven  oder  negativen  d   entopreohen  zwei  gleiche  und  i 
gegengeaetote  Weithe  von  sint^,  denen  als  WiakelgrösBen  entaprechen : 
±tf    und     180"  ±(,. 

Mau  sieht  also,   dase  die  Figur  aua  zwei  getrennten  Ovalen  bestd 
die  unter  einander  congruent  aas  je  vier  congruenten  Quadranten  betttehenl' 
und   dass  diese  Ovalen   die  Ellipse  und  deren  Gegencurve  in  den  Scbeitek 
berübren.    Man   kann   diese   Ovalen    mit  Hilfe    der  beiden  Kreise    nnd  der 
gphtiriachen  EDipse  punktweise  construiren;   d'Arrest  lebtt  aber  auch  ein 
Verfahren,    wodurch  jede   in   einem  Zuge   hergestellt  werden  kann,      hisst 

man   einen   sphärischen   rechten   Winkel,   dessen   eine   Kathete  „  über  den 

1  '^ 

rechten  Winkel  hinaus  um  ,y(n+ c)  verlängert  ist,  sieb  dergestalt  bewegen, 

dass  die  Hypotenuse  stets  mit  dem  Meridiane  zusammenföllt,  wilbrend  die 
andere  Kathete  durch  den  Weltpol  gebt,  so  beschreibt  das  Ende  der  ver- 
längerten Kathete  die  in  Rede  stehende  Linie. 

Es   sei   Figur  15  AA'    der    Äequator    und    PFA'   der    Meridian;    das 

rechtwinklige  Dreieck,  dessen  Hjpotenuse  PF=^h  im  Meridiane  liegt,  sei 

FQF\    Jie  Kathete  QF=~,  die  Verlängerung  derselben  (70=90"+ ^;  die 

andere  Kathete  PQ  =  ^,  so  folgt  aus  den  Dreiecken  PQF  und  PQC: 

cosb  =  cosftcos 

Femer  auB  Dreieck  PCF: 

—  sine  =  sind coab-i-  cos ä 
daher: 

—  si?i  c^  sind  cos  II  cos  -^-\-  cosd 


i^öclg  —  +  eosäclg 


die    nothwendigen    Reductionen    di 


Aus    den  Gleichungen  1)  bis  4)    findet    man  die   ausserhalb   der  1 
der  Curve  umschlossenen  Räume  befindlichen  vier  conjugirten  Punkte,  derq 
Coordinaten  slud: 

5)  '.=  +  J-    cosS  =  y^c. 
FUr  den  Durchschnitt  der  Curve  mit  den  Kreisen  I)  findet  man 

6)  smiS*=2 
wühreud  aus  der  Gleichung  5}  folgt: 

ain6  =  ain-=y2. 


Das  Problem  der  kUrzeatea  DUmmeruag.  !7ü 

„Die  cODJDgirten  Punkte  sind  übrigens,  obgleicb  sie  geometriscb  zur 
AaflOsntig  gehören,  keine  Punkte  der  kürzesten  DSnunerung;  welche  Be- 
xiehang   sie   »stronomiecb   zum  Probleme   hsbeD,   möchte   kanm   leicht  zu 

ermitteln  sein," 

Mit  diesen  Worten  scbliesst  d'Ärrest  seinen  Anfaati  Über  die  kürzeste 

DUmmerutig,  und  es  scheint,  aU  ob  ~  kleine  Modificationen  ausgenommen  — 
kaum  etwas  nesentlicb  Neuer]  fUr  die  Behandlung  der  Aufgabe  beigebracht 
werden  könnte. 

Im  folgenden  Abschnitte  sollen  noch  die  auf  das  Problem  bezüglichen 
Thatsachen  zusammengestellt  und  eine  Elbersicbtlicbe  Darstellung  der  be- 
nutzten Quellen  gegeben  werden. 

IS. 

Formeln  von  Nonlus  (1542): 

■      .  Ä       .   t  ,  ,    t    .  ««c 

sm^j  =  sini^cosip,    tgm  =^tg^s%nip,      cosn  =  — : — =■> 

3in  ä  =  sin  [m  +  n)eosip,     cost,-- 


cosipcosS 

fUr  n  =  0"  fallen   die   Declinationen  in  eine  zuscunmen,   und  mau   erhütt 
mr  die  kürzeste  DSmmerung: 

.    c 

j»n  ^  =  ■  ■   ■ — ,     si»  5  =  sintn  cos  q>. 
£        costf 

Ausserdem  findet   sich  3chr,n  hier  die  Bemerkung,   daas  der  AequAlor 

I  Tage  der  kürzesten  Dämmerung  den  Depressions  bogen  c  halbirt. 

Formel  von  Johann  BernoulU  (1693)  und  John  Keil!  (1718): 


In    J.  H.  Lambert's   Photometria  (17l30)    finden    aicb    die    folgenden 

,992.  Oi=180'-a,. 

Icosli'^  —  ig<pigS, 
8m(j  =  cos  c  sin  t,, 
'  =  '.-'.• 

L.  Enler  (1775)    findet,    dass  der   Pamllelkreis   der   Sonne   am    Tage 

':  der  kürzesten  Dämmerung  den  Horizont  und  Dämmerungskreis  unter  gleichen 

Winkeln   scbneidetj    bei   ihm  findet  sich   auch    zuerst  das  fUr  das  Problem 

charakteristische    gleichschenklige   Dreieck    mit   einer    Seite   Zenitb  —  Pol, 

das  also  als  gleiche  Seiten  90"  —  tp  als  eingeschlossenen  Winkel  t  besitzt, 

Lanf  dessen    Betrachtang    eine    grosse   Anzahl    der   apftteren    AuflSsungen 

llieruht. 

0.  Monge  (1804)  giebt  eine  elegante  construotive  Lüsnng  des  Problems. 


i 


^ 


Tb.  SL  Dayiea  (1833)  versucht  mit  Hilfe  äes  zweiten  Differential. 
qnotieDteii  zn  eutscbeiden,  ob  ein  Maximum  oder  Minimum  vorliegt;  doch 
sind  seine  Betrachtungen  ebenso,  zum  mindoHten  gesagt,  unTerständlicb, 
wie  die  von  H.  G.  Kästner  (1755)  und  J.  d'Älembert  (1752), 

J.  B.  J,  Liagre  (1S57)  bat  zuerst  die  Bedeutung  der  zweiten  Wund, 
des  Problemes 

sinS  =  ~  sin q> ctg ^^ 

ricbtig  erklärt  Er  fUbrt  neben  der  kUr^estea  Dämmerung  das  kttrieate 
Dämmerungscomplement  und  den  kürzesten  pbysiscben  Tag  in  das  Problem 
ein;  der  pbjsische  Tag  umfasst  den  astronomischen  Tag  mit  »einen  beiden 
Dämmerongen,  das  Dämmerungscomplement  ist  der  üeberscbuss  des  pfa;- 
siscben  Tages  über  eine  Dämmerung;  dadurch  finden  die  meisten  Schwierig- 
keiten der  analytischen  Auflösung  ihre  Erklärung.  Aus  der  reicbbaltigcD 
Formelsammlung,  die  Liagre  seiner  Arbeit  beigegeben  bat 
als  neu  Platz  finden:  n  —a  i  —t 

tg  — ^-  *  =  fg  *g   '  sin  ip. 

Hierauf  folgen  geometrische  Betrachtungen  Qber  die  Minima  dif 
drei  Epochen  an  drei  Kegeln.  Der  erste,  ein  Doppelkegel,  hat  seine  S 
zwiscbea  dem  Horizonte  und  dem  DSmmerangskreise  und  za  Leitli 
diese  beiden  Kreise;  der  zweite  Kegel  hat  zur  Leitlinie  den  Horizont  und 
umfaüHt  den  Dämnierungskreis  als  Parallel  schnitt  zur  Basis;  die  Spitie 
liegt  daher  ausserhalb  der  Himmelskugel;  der  dritte  Kegel  endlich  hat  zur 
Leitlinie  den  DSmmerungskreis  und  berührt  die  Himmelskugel  in  diesem 
Kreise.  Fällt  man  von  den  Spitzen  dieser  Kegel  senkrechte  Ebenen  auf 
die  Weltachse,  so  enthalten  diese  den  jedesmaligen  Parallelkreis  der  Sonne, 
den  sie  zur  Zeit  dieser  kürzesten  Epochen  beschreibt.  Findet  kein  Darch- 
Bchnitt  dieser  Ebene  mit  der  Weltacbse  innerhalb  der  Himmelskugel  statt, 
so  ist  das  ein  Beweis,  dass  das  betreffende  Minimum  fQr  den  gegebenes > 
Ort  nicht  stattfindet.  I 

H.  L.  d'Arrest  (1857)  endlich  betrachtet  das  Problem  vom  Stand-' 
punkte  der  analytischen  SphSrik,  indem  er  den  Ort  der  SoonensISnde  am 
Tage  der  kürzesten  Dämmerung  unabhängig  von  der  Polhöhe  sucht.  Er 
gelangt  zu  der  Gleichung  einer  sphärischen  Curve  vierten  Grades  and  be- 
trachtet den  Zusammenhang  derselben  mit  zwei  grösaten  Kreisen,  die  unter 
den  Winkeln  +  c  gegen  den  Aequator  geneigt  sind ,  sowie  mit  der  sphSrischeo 
Ellipse  deren  Halbachsen:       ^ 

^  —  C     und     T^ 

sind.     Zum  Schlüsse  findet  er  für  den  behandelten  Ort  eine  e 
metrische  Construction  in  einem  Zuge. 


P.  No 
C.  Cli 
Job. 


P.  L. 
P.  C. 


J.  Ti 
Farr 


A.  R. 

W.  T. 


C.  Si 

Ä.  Ci 
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Zusatz  zn  Monge'H  Iiösung  des  Probloines 

dür  kürzesten  Dämmerung. 

Da  es  mir  von  Werth  nar,  den  Ideeagao^  anzugeben,  auf  welcliem 
Monge  zti  seiner  von  Hauhette  Huseinander  gesetzten  LGsung  des  Froblemä 
der  kürzesten  Dämmerung  gelangt  sein  dürfte,  so  ersuchte  ich  Herrn 
Otto  liupp,  Professor  der  darstellenden  üeometrie  ao  der  k.  k.  technischen 
HochEchuIe  in  Brunn,  sich  mit  dem  Probleme  in  dieser  Richtung  zu  be- 
schäftigen; die  Darstellung,  welche  ich  ihm  verdanke,  ist  so  kurz  und 
prficis,  dass  dieselbe  sehr  leicht  dem  IiJeengange  Monge'»  entsprecbeo 
durfte;  ich  gebe  dieselbe  mit  seinen  eigenes  Worten  wieder; 

„Die  Bestimmung  des  Parallelkreises  der  kürzesten  Dämmerung  deckt 
eich  mit  nachstehender  Aufgabe  der  reinen  Geometrie: 

In  einer  Scbaar  von  Parallelkreisen  (Fig.  16)  PjPgPj  etc.  jenen  zu  finden, 
dessen  Bogen  a, b, ,  a^b^. .  .  zwischen  zwei  festen  Kreisen  H  und  W  den 
-kleinsten  Centriwinkel  (Stundenwinkel)  besitzt. 

Die  Parallel  kreise  P,  P;,...  können  beschrieben  gedacht  werden  von 
den  einzelnen  Punkten  a^a^...  des  Kreises  11  um  die  Achsel  Denkt 
man  sieb  den  letzteren  als  starres  Gebilde  um  A  gedreht,  so  beschreiben 
ftlr  jede  Lage  wUbrend  der  Drehung  alle  Punkte  a  Kreisbogen  von  gleichem 
Centriwinkel. 

Bei  fortgesetzter  Drehung  des  Kreises  H  und  seiner  Ebene  Ei,  um  A  wird 
ein  Augenblick  eintreten,  in  welchem  die  Ebene  Ei,  den  Kreis  W'berUhrt,  z,  B. 
in  b^,  ao  dass  6,  als  gedrehte  Lage  eines  gewissen  Punktes  a,  von  H  (und  der 
Ebene  Eh\)  erscheint,  jenes  Punktes,  der  unter  allen  Pnnktena  des  kleinsten 
Drehungswiukels  bedarf,  um  auf  den  Kreis  W  zu  gelangen  (würde  die 
Drehung  fortgesetzt,  das  heisst,  der  Drehwinkel  und  Centriwinkel  ver- 
grÖsserC,  so  würden  der  Reibe  nach  andere  Punkte  von  ^  auf  den  Kreis  TF 
zu  liegen  kommen). 

Es  ist  mitbin  klar,  dass  a^b^  jenen  fraglichen  Parallel  kr  eisbogen  dar- 
stellt, und  es  kommt  nur  darauf  an,  den  Punkt  fij  zu  finden.  Die  Ebene  En 
verbleibt  wahrend  der  Drehung  um  Ä  Tangentialebene  eines  Eotationakegels, 
dessen  Achse'A,  dessen  Scheitel  C  und  dessen  Scheitelwinkel  2^  ist,  und 
welcher  E^  heissen  möge.  In  der  geforderten  Lage  berührt  die  Ebene  Ea 
nach  erfolgter  Drebung  den  Kreis  W  in  b,;  mithin  ist  dieselbe  auch  die 
Berührnngsebene  eines  zweiten  Rotationskegels,  dessen  Scheitel  ß  und  dessen 
Basis  W  ist  und  der  K^  heissen  möge. 

Uan  bestimme  also  die  gemeinscbaftlicbe  Tangentialebene  an  die 
beiden  Kegel  Ä",  und  Jj;  der  Punkte,,  in  welchem  dieselbe  den  Kreis  W 
berührt,  ist  ein  Punkt  des  gesuchten  Parallelkreises  P,. " 


Leopold  Eroueeker's  Werke.    Heranagegebec  auf  Veranlassang  der  VStägt 

preussischen  Akademie   der  Wissenschaften   von  K.  Hemsbi..    Erster 

Band.  Leipzig  1895.  483  S. 
Mit  dem  vorliegenden  Bande  beginnt  die  Herausgabe  der  geaammeihii 
Abhandlungen  Leopold  Kronecker's,  ein  Unternehmen,  welciiea  sick 
den  früher  von  der  Berliner  Akademie  der  Wissenschaften  veranlassUD 
Sammlungen  mathematischer  Werke  anBcblieset.  Der  Heraaegeber,  Herr 
K.  Henael,  hat,  um  den  inneren  Zusammenhang  der  einzelnen  Abhand- 
lungen besser  hervortreten  zu  lassen ,  die  rein  chronologische  Anordnung 
aufgeben  zu  sollen  geroeint  und  es  vorgezogen,  die  säramtlichen  Publi- 
kationen in  drei  grosse  Abtheilungen  zu  sondern,  innerhalb  deren  die  teiU 
liehe  Aufeinanderfolge  des  Erscheinens  das  ordnende  Princip  abgiebt.  Die 
erste  dieser  Abtbeilungen  umfasst  alle  diejenigen  AufsILtze,  welche  in  du 
Gebiet  der  von  Kronecker  sogenannten  „allgemeinen  Arithmetik"  fallen. 
Darunter  sind  diejenigen  Untersuchungen  verstanden,  welche  sich  auf 
rationale  Functionen  beliebig  vieler  Veränderlicher  bezieben  und  ihrem 
Wesen  nach  formaler  Natur  sind,  wUhreud  der  GrSssenbegriff  in 
ihnen  gar  keine  oder  nur  eine  accideatelle  Rolle  spielt.  Die  zweite  Ab- 
theiluttg  hingegen  soll  diejenigen  algebraisch -arithmetischen  Abhandlangvc 
enthalten,  in  welchen  der  Limesbegriff  ein  wesentliches  metbodischu 
Hilfsmittel  bildet,  sie  lerfttllt  ihrerseits  in  zwei  Abschnitte-  Im  ersten 
sollen  die  auf  den  „Affect"  der  algebraischen  Gleichungen  bezüglichen 
Untersuchungen  vereinigt  werden,  wSbrend  im  zweiten  die  Aufsätze  ibr« 
Stelle  finden,  in  welchen  von  den  Dirichlet'scheu  analytischen  Metbodau 
der  Zahlentheorie  Gebrauch  gemacht  ist;  in  jenen  ist  es  der  Wurzel begrif, 
in  diesen  der  Grenzwerth  einer  unendlichen  Summe,  welcher  neu  hinzutritt 
Suhliesslicb  sollen  den  Inhalt  der  dritten  Abtheilung  die  auf  Punctioaes- 
nnd  Potentialtheorie  bezüglichen  Untersuchungen  Kronecker's  bilden  und 
hieran  soll  sich  eine  üebersicht  der  Ergebnisse  anschliessen ,  welche  »icb 
in  dem  reichen  und  wohlgeordneten  Nachlasse  vorfinden.  Mochte  bei 
dieser  Eintbeilung  die  Einfügung  mancher  einzelnen  Abhandlung  wohl  auf 
Schwierigkeiten  stOBBen,  bo  yiiid  dei  'Zusammenhang  der  Unters ucbungea 


doch  immerhin  besser  geirabrt,  als  nenn  die   rein  chronologiaohe  Anord- 
nung festgehalten  worden  wSre. 

Der  Torliegende  erste  Band  enthält  von  den  Abhandlungen  der  ersten 
Äbtheilung  diejenigen,  welche  sich  anf  den  Zeitraum  von  1845  — 1874  er- 
strecken. Es  sind  dies,  um  die  wichtigsten  hervorzuheben,  die  zahlen- 
tbeoretischen  Arbeiten  Kronecker's,  welche  sich  anf  die  IrrednetibilitSt 
der  Kreistheilungsgleicbungen,  anf  die  compleien  Einheiten  und  anf  die 
Klassenanzahl  idealer  compleier  Zahlen  beziehen ;  sodann  die  Untersuchungen 
dieser  Periode  Über  bilineare  und  quadratische  Formen,  mit  welchen  die 
Theorie  der  Sturm'schen  Reiben  und  die  wichtigen  Dniersachangen  über 
die  Charakteristik  von  Functionen  Systemen  aus  dem  Jahre  1869  in  Zu- 
sammenhang stehen.  Die  zur  Ergänzung  erforderlichen  Anmerkungen  sollen 
erat  ata  Ende  der  Abtheilung  ihre  Stelle  finden.         Qeoro  Landbberq. 

J.  C.  Foggendorff'B   Blographlacli-UteraiiaoheB    Handwörterbneb  zur  Ge- 
schichte der  eiacten  Wiaaeuschaften ,  enthaltend  Nachweisnngen  tlber 
Leben sTerhäitni SS e  und  Leistungen  von  Mathematikern,  Astronomen, 
Physikern,  Chemikern,  Mineralogen,  Geologen,  Geographen  u.  s.  w, 
aller  Völker   und   Zeiten.     III.  Band  (die  Jahre  1858   bis  1883  um- 
fassend).   Herausgegeben    von   Dr.  B.  W,  Fbddersen  und  Prof.  Dr, 
A,  J.  VON  OETTiNfiBH.     Leipzig  1896,   bei  Jobann  Ambroaius  Barth. 
1.  Lieferang:  d'Abancourt  —  Beilstein.    96  S. 
FUr  Jeden,  der  irgendwie  aaf  dem  Gebiete  der  Geschichte  der  exacten 
Wissenschaften    sich   nmgethan    hat,    ist  Poggendorff'a  Wörterbuch  eine 
nur    selten    versagende    Quelle    der    nothwendigsten    Art    geworden.     Wir 
wllBsten  nicht,    wie  ohne  dieses  Werk  zahlreiche  andere  Schriften  mit  dem 
Anspruch    auf  einige  Vollständigkeit   hätten  entstehen  können.     Aber  einen 
Fehler    wird    Poggendorffs  Wörterbuch    nie    abstreifen:    dass    es  1863    er- 
schienen   ist !      Ein    Drittel   Jahrhundert    ist    seitdem    dahingegangen ,    ein 
Drittel  Jahrhundert   reich  an  wissenschaftlichen  Leistungen  ersten  Banges, 
welche    in   den  beiden  Bänden   von  1863    nicht  vorkommen    konnten,  weil 
sie    noch    nicht    exiatirten.    Die  Moral    aus    dieser  Thatsache   ist    leicht  zu 
ziehen.    Poggendorffs  Werk  bedarf,  wenn  es  auch  kommenden  Geschlechtern 
noch   Dienste  leisten  soll,  der  Ergänzungsbände,  und  ein  solcher  erster  Er- 
gänzungsband   ist   es,    dessen    erste   Lieferung    n na  vorliegt.    Dr.  W,  Ped- 
dersen  hat  ihre  Bearbeitung  begonnen.    Sein  noch  unvollendetes  Hanuscript 
ging  Ende  1894  an  Prof.  von  Oettingen  über,  der  die  Fertigstellung  so 
viel    als    möglich    vollzog.    Wir  sagen  absicbtlich  so  vkl  als  müglkk,  denn 
in    der  Natur    der  Sache    ist    es  begründet,    dass  dem  emsigsten  Forscher 
recht  Vieles   unbekannt  bleiben   muss.     Ergänzungen  zu  den  beiden  ersten 
Bänden  waren  deshalb  auch  innerhalb  der  von  ihnen  behandelten  Zeit  noth- 
wendig ,    und   sie  finden  sich  zahlreich  in  der  jetzt  erschienenen  Liefemng. 
vDot  dritte  Band  soll  aus  etwa  15  solcher  Lieferungen  bestehen,  wird  also  an- 


Dfthemd  ebenso  stark  werden ,  wie  jeder  der  beiden  ersten. 
setzt  er  1883,  wShread  die  Zeit  von  1884  bis  19Ü0  einem 
vorbehalten  ist.  

OeBchiohte  der  Hathematik  im  Alterthom  und  BUttelalter.  Vorlesi 
von  H.  G,  Zeuthen,  Professor  an  der  Universität  Eopenl 
(deutsche  Uebersetzun^  von  Prof.  V.  Fischer -Bkkzon).  Eo] 
hagen  1896,  bei  Ändr.  Fred.  Host  &  Sfln.  VII,  342  S. 
Das  dSnisohe  Original  erschien  1893,  fand  aber  so  gut  wie  keine 
achtnng.  Die  Mathematiker  unserer  Zeit  mtlssen  mit  vielen  Sprachen 
kanut  sein,  wenn  sie  auf  dem  Laufenden  ihrer  Wissenschaft  bleiben  wolleö.'' 
Deutsche,  englische,  franzö^iscbe ,  italienische,  lateinische  BUcher  und  Ab- 
handlungen tnUsäen  sie  lesen.  Ist  es  ihnen  zuzumuthen,  auch  noch  böhmisch, 
dünisch.  hoUliadisch,  norwegisch,  polnisch,  portugiesisch,  russisch,  schwe- 
disch, spanisch,  ungarisch  zu  lernen,  weil  Mathematiker  unter  den  VSlfcem 
sich  befinden,  die  jene  Sprachen  als  ihre  Muttersprachen  reden?  Der  Eiw 
oder  der  Ändere  mag  durch  Zufall  oder  durch  Liebhaberei  getrieben  Ober 
die  Fünfzahl  der  Sprachen,  welche  wir  zuerst  nannten,  hinaus  ein  eifriger 
und  verständni  BS  voller  Leser  sein,  möglicherweise  vermehrt  die  Zukunft 
auch  noch  die  Zahl  der  für  nnerlSsslich  geltenden  Sprachen,  aber  fQn 
Erste  ist  es  so,  dass  eine  nicht  in  einer  der  fünf  Hauptsprachen  veröffent- 
lichte Arbeit  nur  halbwegs  als  veröffentlicht  betrachtet  werden  kann, 
Herr  Zeuthen  hat  wohl  selbst  die  Empfindung  dieser  Thatsache  gehabt, 
und  nachdem  er  in  durchaus  begreiflichem  NationalgefUhle  zuerst  dSni&cb 
schrieb,  hat  er  in  Herrn  v.  Fischer- Ben zon  einen  Uebersetzer  gesagt 
nud  gefunden,  der  eine  deutsche  Ausgabe  des  geistvollen  Bändcheni 
anstaitete. 

Ein  geistvolles  Händchen  nannten  wir  Herrn  Zenthen's  Geschieht? 
Mathematik  im  Allerthum  und  Mittelalter,  und  dieser  Bezeichnung  tbot 
es  keinen  Abbruch,  dass  wir  den  Ergebnissen  mit  dem  entschiedensten 
Misstraoen  gegenüber  stehen.  Das  kommt  wohl  daher,  dass  wir  die  altan 
Schriftsteller,  Über  welche  wir  Bericht  zu  erstatten  haben,  anders  als  Beir 
Zeuthen  lesen.  Wir  lesen  sie  ihrem  Wortlaute  nach,  und  wo  dieser  zweifel- 
haft oder  unklar  erscheint,  fragen  wir  den  Schriftsteller  selbst  oder  seine 
nächsten  Zeitgenossen,  ob  diese  nicht  an  anderen  Stellen  Erklärungen  ab- 
gegeben haben,  welche  die  Zweifel  heben  können.  Nur  wenn  aucli  diese* 
Mittel  sich  als  unzureichend  herausstellt,  wagen  wir  es,  eigene  Hypothewii 
zu  versuchen,  die  stetü  nnr  als  solche  von  uns  verwerthet  werden.  Anden 
Herr  Zeuthen.  Er  liest  mit  grösster  Genauigkeit  die  Werte  der  hervor- 
ragendsten Schriftsteller,  im  griechischen  Alterthume  etwa  Euklid,  Archiiii«i, 
Apolloniua,  und,  wenn  er  sie  gelesen  hat,  Überlegt  er,  was  er  selbst  sich 
wohl  dabei  gedacht  haben  wUrde,  wenn  er  genau  die  gleichen  Sätie  in 
gleicher  Reihenfolge  zu  Papier  gebracht  hätte.    Das  Ergebniss  dieser  Nwlt- 
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erfindnng  wt  ihm  dann  griecbiacbe  Vatfaematik.  Uds  will  scheinen,  daas 
dabei  nur  ein  Mangel  ist.  Der  Geist  des  XIX.  Jnhrbunderta  ist  nicht  der 
gleiche  wie  der  der  Torchristlichen  Zeit  Upsere  Denkweise  ist,  anch  wenn 
wir  die  gleichen  Wege  einschlagen,  im  Laufe  von  zwei  Jahrtausenden  eine 
andere  nnd  immer  andere  geworden.  Wir  wissen  es  nicht  einmal,  wie 
bimmelweit  anders  unsere  Schlüsse  sind,  als  die  der  Griechen,  und  ver- 
fallen dadurch  in  nach  nnserer  persSnlichen  Meinung  irrige  Auffassungen. 
Wir  glauben  uns  zu  antikiairen,  und  wir  roodernJsiren  die  Alten.  Wir 
verfabren  auf  geometrischem  Gebiete  nicht  viel  anders,  als  wenn  wir  beim 
Anblick  jener  altßgyptischen  Bilder  von  Figuren  deren  Körper  troti  der 
bedeckenden  Kleidung  in  deutlichen  Umrissen  gezeichnet  ist,  an  eine  Be- 
nntiung  von  X-Strahlen  dächten. 

Wer  dieses  unser  geschichtliches  Glanbenshekeuntniss  nicht  theilt, 
wird  Herrn  Zeuthen's  kleines  aber  inhaltreicbes  Buch  mit  wahrem  Entzücken 
lesen,  wird  in  Euklid,  in  Ärchimed ,  in  Apollonius  Mathematiker  unserer 
Zeit  wiedererkennen  mit  gleichem  Bestreben  nach  unverbrüchlicher  Strenge, 
mit  fast  gleichen  Mitteln  diese  Strenge  erzwingend.  Es  muthet  uns  an  wie 
daa  weise  Jahrhundert,  an  welches  Simon  Stevin,  an  welches  Albert  Girurd 
glanbten.  Tor  der  Sintfluth  wusste  mau  Alles,  erst  allmShlich  kam  das 
oraprüngliche  Wissen  in  Vergessenheit  und  mussle  mit  höchster  Geistes- 
anstrengnng  neu  entdeckt  werden.  Von  manchen  Resultaten  hat  man  (so 
sagt  Herr  Zeuthen  wörtlich  auf  S.  291)  —  und  das  auch  nicht  einmal 
immer  —  erst  erkennen  können,  dass  die  Oriecfaen  es  besessen  haben, 
nachdem  man  es  selbst  in  einer  anderen  Form  wiedergefunden  hatte.  Es 
war  eben  ein  allgemeiner  Niedergang  im  mathemati sehen  Denken  eingetreten, 
der  nach  Herrn  Zenthen  weit  früher  begonnen  zu  haben  scheint,  als  man 
sonst  annimmt,  und  für  welchen  er  (S.  239)  die  Thatsache  verantwortlich 
macht,  dasB  die  grossen  Schriftsteller  sieb  zwar  mit  ausserordentlicher 
Sorgfalt  durch  bestimmte  Formen  der  logischen  Unanfechtbarkeit  ver- 
sicherten, aber  wegen  dieser  Alles  hei  Seite  setzten,  was  die  Zugänglicb- 
keit  erleichtern,  einen  Ueberblick  verschaffen,  oder  die  Absichten  bei  den 
einzelnen  Operationen  verdeutlichen  konnte. 

Die  Richtigkeit  dieser  letzten  Thatsache  ist  nicht  anznzweifeln.  Ans 
ihr  zu  folgern,  dass  man  nach  mehr  als  zwei  Jahrtausenden  besser  im 
Stande  sei,  alte  Gedanken  noch  einmal  zu  denken,  als  nach  wenigen  Jahr- 
hunderten, so  weit  zu  gehen,  fühlen  wir  una  ausser  Stande.       Caktos, 
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Anspruch  genominen  aind!  Der  Verfasser  selbst  bemerkt  in  der  Einleitnng, 
eine  solche  Skizze  köone  nur  die  Umrisse  des  Gegenstandes  enthalten  and 
sei  natargem&es  nicht  fUr  Leser  hestlmmt,  die  mit  demselben  vertraut  shä. 
Aber  für  mit  den  wesentlichen  Tbatsacben  unbekannte  Leser  werde,  so 
hoffe  er,  anch  eine  blose  Skizze  nicht  ohne  Interesse  sein.  FQr  die  be- 
nutzten Quellen  und  fOr  genauere  Ausführungen  verweise  er  auf  seine  grössere 
Geschichte  der  Mathematik.  Wir  unsererseits  hoffen,  die  zweite  Auflage 
jener  grösseren  Geschichte,  welche  wir  nicht  aus  eigenem  Angenscbein 
kennen,  m6ge  besser,  als  es  mit  der  ersten  Auflage  der  Fall  war,  jene 
Verweisung  rechtfertigen,  aber  immerhin  ist  uns  eine  jede  Skizze  von  der 
Art  der  uns  vorliegenden  bedenklich,  Sie  verlangt  denn  doch  von  dem 
Leser  ein  sehr  grosses  Maass  des  Zutrauens  zu  dem  Verfasser  and  tod 
dem  Verfasser  ein  noch  grösseres  Maass  der  Zurückbaltung  bei  aliec 
ein igerm aasen  streitigen  Fragen,  will  er  nicht  persönliche  Annahmen  sIb 
Wahrheiten  verbreiten.  Auch  die  Form  J  believe,  ich  glaube,  deren  Herr 
Reuse  Ball  sich  in  solchen  F&llen  zu  bedienen  pflegt,  ist  kein  hinreichender 
Schutz  des  unwissenden  und  unbefangenen  Lesers,  wenn  ihm  nicht  ge- 
sagt wird,  was  Ändere  glauben.  Welche  Schriftsteller  der  Verrasser  alt 
der  Nennung  bedürftig,  welche  er  als  Vergessenheit  zulassend  erachtet, 
ist  gleichfalls  nicht  ohne  Bedeutung,  und  wenn  anch  die  Erwähnung  weniger 
hervorragender  Persönlichkeiten  nnschSdlich  ist,  so  erscheint  am  so  an- 
begreiflicher,  dass  Bradwardin,  Oresme,  Michael  Stifel ,  Del  Ferro,  Gabriel 
Gramer,  Fagnano,  Bobert  Simson,  Möbius  Überhaupt  nicht  genannt  und 
dementsprechend  ihre  Erfindungen  anderen  Schriftstellern  zugewiesen  sind. 
Caxtok. 

Cbristiaa  Hnygena.     Rede,    am    200.  Gedäcbtnisstage    seines    Lebensendea 

gebalten    von    J.  Bobboha,    Secretär  der  Hollandsche  Maatsschappij 

der   Wetenschappen    zu    Haarlem,    mit   erläuternden    AnroerkDOges 

vom  Verfasser.     Aas  dem  Holländischen  übersetzt  von  Ta.  W,  EKoUf 

KANN,   Professor  in   Utreobi     Leipzig  1895.    Verlag   von  Wilhelm 

EngeJmnnn.    77  S. 

An  44  Seiten  Text   schtiessen  33  Seiten  Anmerkungen  an.     Die  Bede 

selbst,  jene   erste  Abtbeilung,    ist  ein  kleines  Meisterwerk  volksthOmlicbei 

Darstellung.   Sie  fesselt  und  erwärmt  und  flösst  Bewunderung  fUr  den  grogsen 

Gelehrten    ein,    zu    dessen  Lob    sie   gebalten    worden    ist;  aber  gleich  du 

meisten   an  weitere  Kreise  sich  wendenden  Ausführungen  fordert  sie  einen 

gewissen  Glauben   der  Hörer  an  die  Berechtigung  der  Worte  des  Bedneis. 

Beweise    fUr   seiue   Behauptungen    hat  Herr  Bosacha   in  den  Anmerkungen 

aufgestapelt,  und  dadurch  sind  diese  zu  dem  erwShnten  Umfange  gelangt 

Der  wissenscbaftlicb  vorbereitete  Leser  wird  vorzugsweise  die  Anmerkungen 

stndiren  und  sicherlich  Neues  aus  ihnen  entnehmen.    Herr  Bosscha  hat  dis 

bisfier  erscbienenen  sechs  Bänäe  &ea  ^«^^«a&'acben  Briefwechsels  grUndliefa  . 
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fdr  Beine  Zwecke  auBgebentet,  daneben  aber  &noh  benutzt,  was  in  anderen 
Briefwechseln  fQr  die  Bedeutung  von  Haygena  von  Wicbtigkeit  sein  konnte. 
Uns  interessirte  namentlicb  der  Nachweis,  wie  viel  Newton  dem  Borohgium 
OScUlalorivm  zu  verdanken  hatte,  da  wir  selbst  auf  rein  mathematischem 
Gebiete  zu  genau  gleichem  Ergebnisse  gelangt  waren.  Die  üebersetzung 
von  Herrn  Engelmanu  konnte  bei  dessen  genauer  Bekanntschaft  mit  der 
bollfindischen  wie  mit  der  deutschen  Sprache  nur  tadellos  ausfallen. 

Castor. 

Isaao  Newton  und  seine  physikalischen  Prinoipien.  Ein  Haoptstück  aus 
der  Entwickelungsgeachichte  der  modernen  Physik,  Von  Professor 
Dr.  F&RD.  EoBENBERaER.  Leipzig  1895,  bei  Jobanu  Ambrosiua  Barth 
(Arthur  Meiner),  VI,  536  S.  mit  25  Abbildungen. 
Wir  stehen  nicht  an,  unseren  kurzen  Bericht  mit  den  Worten  zu  beginnen, 
dasB  wir,  um  dem  Werthe  des  Buches  zu  genQgen,  viel  ausführlicher  sein 
mÜBsten,  nnd  dass  nur  äussere  Umstände  uns  die  Beschränkung  auferlegen. 
üerr  Rosenberger  kennt  Newton  durch  und  durch.  Sein  Bestreben  geht  dahin, 
auch  bei  seinen  Lesern  eine  solche  Kenntnisa  entstehen  »u  lassen,  und  wir 
zweifeln  kaum,  dass  ihm  ausserhalb  England  allgemein,  und  auch  in  England 
von  unbefangenen  Gelehrten  das  Zeugnisa  werde  ausgestellt  werden,  seinen 
Zweck  erreicht  zu  haben.  Eine  Monographie  war  dazu  unbedingt  erforder- 
lich. Eine  Geschichte  der  Physik,  der  Philosophie ,  der  Mathematik  können 
eine  jede  nur  diese  oder  jene  Leistung  des  Geistesriesen  schildern,  der  ein 
Jahrhundert  hindurch  den  nicht  ohne  Kampf  errungenen  Herrscberthron  in 
den  Wissenachaften  einnahm.  Ihn  von  allen  Seiten  zu  schildern,  vermag 
nur  die  Einzelforschnng.  Freilich  wird  diese  durch  die  Menge  verschieden- 
artigen Wissens,  welche  sie  von  dem  Forscher  verlangt,  wesentlich  er- 
schwert, und  es  ist  ein  ganz  besonderes  Lob,  welches  Herr  Rosenberger 
sich  verdient  hat,  dass  auch  der  Mathematiker  nicht  unbefriedigt  von  dem 
von  einem  Physiker  verfaasten  Buche  scheidet.  Die  Optik,  die  Ästromechanik, 
die  Infinitesimalrechnung  und  deren  Entwickelungsgeschiehte  masste  der 
Verfasser  sich  gleichmSssig  aneignen,  um  seinem  Helden  gerecht  zu  werden, 
und,  80  weit  unser  Urtheil  reicht,  hat  er  sich  auf  der  Höhe  seiner  Auf- 
gabe zu  halten  gewusst.  Das  war  eicht  leicht,  wenn  man  erwägt,  dass 
Newton's  wissenschaftliches  Leben  aas  einer  Reihe  von  Kämpfen  bestand, 
dasa  also  ausser  Newton 's  eigenen  Schriften,  ausser  denen  seiner  engliachen 
Anhänger,  auch  die  seiner  zahlreichen  Gegner  studirt  werden  muasten. 
ist  doch  der  Streit  über  das  Wesen  des  Lichtes,  über  den  Ursprung  der 
Gravitation,  also  der  Streit  zwischen  Emissions-  und  Undalationslehre, 
zwischen  Vertretern  der  Fernwirkung  und  solchen  der  mittelbaren  durch 
ein  Agens  sich  fortsetzenden  Bewegung  neben  dem  Priori  tätaatreite  über 
die  Infinitesimalrechnung  za  schildern  gewesen !  Wir  wiederholen ,  dass 
0ar   ein   sehr   nmfaasendcr  Bericht  zeigen  kSnnte,    wie  sehr  Herr  Rosen- 

^   Äij.t-/i(  AtUi.  J.Zofl.clir.f  Mjilb.u.PlivB,  11  JüUrtf   ISM,  5-Uctv  \^      . 


berger  sich  in  alle  einschlägigen  Fragen  einzuleben  wuast«.  H&ctuI 
vermissen  wir  ein  Eingeben  auf  Newton's  politische  Parteislelli 
Gegensätze  zn  Leibniz,  welche  Herr  Roaenberger  uns  zu  leicht  bei  Seite 
zu  schieben  scbeiat.  Dasa  die  Bewunderung  fUr  Newton'a  Genialit&t  sieb 
mit  dem  Gefühle  des  Aeigers  Über  so  manche  seiner  Handlungen  fer- 
bindet,  ist  nicht  dia  Schuld  des  Verfassera.  Die  an  Newton'«  Grabe  ge- 
haltene Leichenrede  schilderte  ihn  ata  Inbegriff  aller  peraCnllcben  TngendeD. 
Das  Urtheil  unbefangener  Geschichtsforschung  kann  sich  dem  nicht  aa- 
achliessen.  Cahtor. 


Erd-  tmd  Himmelsgloben,  ihre  Geschichte  und  Construction.  Nach  dem 
Italienischen  Matteo  Fiorini's  frei  bearbeitet  von  Sieghdhd  GOhther. 
Mit  neun  Textfiguren.  Leipzig  1895,  bei  B.  G.  Teubner.  VI,  137  8. 
Seit  wann  hat  man  Kugeln  angefertigt,  welche  dazu  bestimmt  einil, 
die  Lagen  Verhältnisse  der  einzelnen  Orte  und  Länder  auf  der  ErdoberfiScbe, 
der  Gestirne  am  HimmeUgewdlhe  in  überBichtÜcher  Weise  zur  Kenntniss 
zu  bringen?  Wie  ist  man  zu  verschiedenen  Zeiten  bei  dieser  Anfertigung 
verfahren?  Welchen  Schwierigkeiten  ist  man  begegnet,  und  wie  ist  mau 
ihrer  Herr  geworden?  Das  sind  die  Fragen,  welche  Herr  Fiorini  sich  atelJtc 
und  beantwortete,  so  beantwortete,  dass  Herr  GUnther  dem  Reize  nicht 
widerstehen  konnte,  mit  Einwilligung  des  Verfassers  eine  freie  Bearbeitung 
seiner  im  BoÜclino  deUa  soctelä  geografica  italiana  erschienenen  Abhandlung  zu 
unternehmen.  Wir  kennen  das  Original  nicht,  wissen  also  nicht  zu  sageo, 
welchen  Anlheü  der  italienische,  welchen  der  deutsche  Gelehrte  zu  be- 
anspruchen hat,  Dass  man  dieses  der  deutschen  Bearbeitung  nicht  anmerlit, 
zeugt  jedenfalls  für  das  einheitliche  GeprUge,  welches  Herr  Günther  ihr 
zu  verleiben  wusate.  Zwei  Hauptabschnitte  sind,  wenn  auch  nicht  rKumlicb 
hervorgehoben,  in  der  Geschichte  der  Globen  zu  unterscheiden:  die  Zeit, 
in  welcher  man  auf  die  fertige  Kugel  Zeichnungen  auftrug  oder  einritzte, 
und  die  Zeit,  in  welcher  schon  fertiggestellte  ebene  Streifen  der  Kugel 
aufgeklebt  wurden.  Kapitel  I — VI  behandeln  den  ersten,  Kapitel  VII  bii 
XVII  den  zweiten  Abschnitt,  Die  zweite  Anfertigungsart  gestattet,  vermCge 
der  ebenen  Bedruckung  der  Streifen ,  deren  vollkommenere  Herstellung, 
hat  aber  mit  zwei  grossen  Schwierigkeiten  zu  kämpfen,  der  mehr  zufälligen 
von  der  Ausdehnung  und  Zusammenziehung  der  Streifen  im  fenchten  und 
im  getrockneten  Zustande  und  der  wesentlichen ,  dass  die  Kugel  keine  ab- 
wickelbare Oberfläche  ist,  dass  also  eine  Ueberziebung  der  Kugel  mit 
ebenen  Streifen  ohne  Faltung  unmSglich  ist.  Der  letzteren  Schwierig- 
keit suchte  man  dadurch  zu  begegnen ,  dass  man  die  Streifen  nicht  als 
sphärische  durch  halbe  GrGsstekreise  begrenzte  Zweiecke  dachte,  sondern 
andere  Begrenzungcurven  der  Zweiecke  benutzte,  entweder  Kreisbogen  von 
anderem  Halbmesser  als  dem  der  Kugel ,  oder  Sinuslinien ,  und  ferner  dadurch, 
üins  man  an  den  Polen,  wo  sämmtliche  Zweiecke  aneinander  stossen. 
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kreisftSrmige  Deckscbeibe  anwandte,  deren  Faltung  durch  Heraasschneiden 
zweier  Bymmetriscber  Sectoren  Tenniedeu  ist.  Koch  immer  sind  die  Vor- 
schriften unübertroffen,  welche  Ätttnlltter  in  dem  15.  Bande  der  JahrbUoher 
des  k.  k.  polytechnischen  InntitnteB  in  Wien  für  die  Verfertigung  von  Erd- 
and  HimtnelBglohen  gab,  uad  welche  nahe  daran  waren,  in  Vergessenbeit 
lu  gsrathen,  ob  Herr  FioriDi  anf  ihre  Trefflichkeit  aufmerksam  machte. 
— — ■  Cantor. 

Ein  Versuah,  die  matbematiscbe  Analysia  auf  die  Theorien  der  Elektri- 
cität  und  dei  Magnetismue  aneuwenden.  Von  Geobob  Green  (1828) 
[Ostwald's  Klassiker  der  exacten  Wissen  Schäften  Nr.  61].  Heraus- 
gegeben von  A.  J.  VOM  OBTriNasH  und  A.  Wanoerui.  Leipzig  189Ö, 

bei  Wühelm  Engelmanii.  140  3. 
Die  Fotentialtheorie  bat  sich  seit  b«ilSufig  70  Jahren  aus  einem  Kapitel 
der  Mechanik  zu  einem  eigenen  Wissensgebiete  ausgebildet,  und  an  der 
Spitze  dieser  Entwickelung  steht  die  Abhandlung  des  englischen  Mullers- 
BohBes,  deren  erste  deutsche  Uebersetznug  gegenwärtig  erschienen  ist. 
Allerdings  kann  man  das  von  uns  gebrauchte  Wort,  Green's  Abhandlung 
habe  an  der  Spitze  der  Entwickelung  der  Lehre  vom  Potential  gestanden, 
fast  nur  in  zunächst  unbewusstem  Sinne  rechtfertigen.  Kicht  Mos  in 
Frankreich  und  Deutsclland,  auch  In  England  selbst,  wo  Green's  Ab- 
handlung gedruckt  war,  blieb  dieselbe  durchaus  unbekannt.  Ihre  Ergeb- 
nisse wurden,  namentlich  von  Gauss,  zum  zweiten  Male  entdeckt,  und  erst 
seit  1850  wurden  Green's  Erstlingsrecbte,  in  Folge  abermaliger  Veröffent- 
lichung des  Aufsaties  von  1828  in  Creiie'a  Journal,  geltend  gemacht  und 
bereitwilligst  zugestanden.  Green  selbst  wa^  schon  1841  gestorben.  Die 
genannte  Abhandlung  hat  den  ehrenden  Beinamen  einer  klassischen  Arbeit 
erhalten,  als  sie  bereits  überholt  war  und  wenig  oder  keine  Wirkung  mehr 
ausüben  konnte.  Die  Aufnahme  unter  die  Klassiker  der  eiacteo  Wissen- 
schaften ist  darum  nicht  weniger  gerechtfertigt.  Cahtob. 


Plane  and  solid  geomsiry  by  Wooster  Woodbufp  Bsuak,  Professor  of 
mathematics  in  the  unirersity  of  Michigan  and  David  Euoenb  Smith, 

^  Professor   of   mathematics   in   the    Michigan    state    normal   school. 

B  Boston  U.  8.  A.  and  London  1895   published  hy  Ginn  &  Co,  IX, 

"  320  pag. 

Die  beiden  Verfasser  haben  sich  zur  Aufgabe  gestellt,  ein  elementares 
Lehrbuch  der  Planimetrie  und  Stereometrie  zu  sehreiben ,  welches  die 
modernen  Begriffe  anwendet,  deren  erfolgreichste  Wirkung  allerdings  erst 
in  der  höheren  synthetischen  Geometrie  zu  Tage  tritt.  In  deutscher  Sprache 
haben  Heurici  ond  Treutlein  ein  Vorbild  geliefert,  an  welches  die  Herren  Be- 
man  und  Smith  sich  erfolgreich  anschlössen,  indem  sie  auch  noch  die  Schriften 
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von  Kouch^  und  De  Comberousse,  von  Peteraen,  tos  Faifofer,  von  Nixon, 
Barpar,    Mackaj,    Hall  und   Stevens,    also   das  Beste,   was   in  deatscho-, 

franzSsiacber,  ilalientscber  und  engliacber  Sprache  vorhandeD  war,  mit  b«> 
nutzten.  Wir  bemerken  dazu  beilUuSg,  dass  Prof.  Julius  Henrici  fort- 
wälirend  am  Gjranaaium  in  Heidelberg  wirkt  und  nicht  mit  dem  gleicb- 
namigen  Matbematiker  in  London  verwechselt  werden  darf,  ein  Irrtbum, 
der  dem  Verfasser  S.  310  begegnete,  ebenso  wie  dort  das  Citat  S.  86 
durch  36  zu  ersetzen  ist.  Die  Henrici-Treutlein'sche  Darstellung  dDrfU 
nnseren  Lesern  genügend  bekanHt  sein,  so  dass  eine  ausfubrliche  Scbilder- 
ung  des  BemaU'Smitb'acben  Lebrbuchea  nicht  nöthig  fllllt.  Wir  beben  nur 
sehr  wenige  Einzelheiten  hervor.  Die  Umkehrung  der  Sätze  {converu 
theorems)  ist  zulässig,  sofern  folgende  drei  Beziehungen  bewieeen  wordsn 
sind ,  dass ,  sofern  A^B  ist ,  auch  X^Y  sein  muss  (S.  29).  Als  Princip 
der  Continuität  wird  [8.  51}  ausgesprochen,  dass  an  einer  Figur  als  wabr 
bewiesene  Sätze  wahr  bleiben,  ao  lange  die  allgemeinen  Bedingungen  sich 
nicht  ändern,  mögen  auch  einzelne  Grössen  null  oder  negativ  werden.  Der 
Satz  von  dem  Grenzübergang  (S.  144)  sagt  aus,  dass  zwei  veränderliche 
Grössen,  deren  jede  einer  Grenze  zustrebt,  eoferu  sie  fortwährend  in  einem 
gewissen  Verhältnisse  stehen,  diesem  Verhältnisse  auch  mit  ihren  Grenz- 
wertben genügen.  Das  sind,  wie  man  sieht,  Anschauungen,  welche  man 
ehedem  dem  Anfänger  nicht  zu  bieten  wagte.  Die  Verfasser  legen,  um 
die  Schwierigkeit  der  geforderten  Äbstractionen  zu  mildern,  von  Anfang  as 
das  grßsste  Gewicht  auf  Aufgaben  und  Oebungen,  zu  welcbeii  fortwährend 
kurzer  werdende  Anleitungen  gegeben  werden.  Petersen's  Vorbild  leuchtet 
hier  durch,  namentlich  aber  8.  131 — 137,  wo  von  Metboden  der  Beweis- 
führung die  Bede  ist.  Die  Ausstattung  und  insbesondere  die  Figi 
stereo metrischen  Abschnitte  sind  musterhaft.  Cantor. 


Vorlenmgen   Über   einzelne  Tbeile    der  haberea  Analyaia,    gfebalten 

königl.  Sachs.  Polytechnikum  zu  Dresden,  Von  Dr.  Obkar  SohlömilO^^ 

königl.  sächs.  Gebeimrath  a.D.,  Mitglied  der  künigl.  sächs,  Gesellschaft 

der  Wissenschaften  zu  Leipzig,  der  künigl.  scbnediscben  Akademie  zu 

Stockholm,  der   kaiserl.  Leopoldinischen  Akademie  etc.    4.  Auflage. 

Schlümilch's  Compendium  der  höheren  Aualysis.    II.  Band.   Mit  in  den 

Text  eingedruckten  Holzschnitten.    Braunschweig  1895,  bei  Friedrich 

Vieweg  &  Sohn.   X,  546  3. 

Neunundzwanzig  Jahre    trennen    das    Erscheinen    der    ersten    and 

vierten  Auflage  dieses  Werkes.    Eine  wesentliche  Umarbeitung  tat,  wie 

Herr  Verfasser  in  den  auf  einander  folgenden  Vorreden  aelbst  erklärt,  ond 

wie   durch   den    nnr  um  einen  halben  Druckbogen  verstärkten  Umfang  be- 

BtäÜgt   wird,  nicht  eingetreten.     Herr  Schlömilch   bat  nicht   beabsichtigb 
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ia  ein  Lebrbach  zu  Tereinigen,  was  nach  Aueignuag  der  Elemente  der 
Differential-  nnd  lutegralrechnung  bIs  höhere  Stufe  überhaupt  vorhanden 
ist,  und  was  seit  1S66  ungeheuer  anwuchs;  er  wollte  und  will  nur  eine 
Einführung  in  die  höheren  Theorien  der  Änalysie  geben,  soweit  sie  in  die 
Gedankenkreise  der  Physiker  und  Ingenieure  Eingang  gefunden  haben.  In 
diesem  Sinne  und  als  Zusammenstellung  von  Ergebnissen,  zu  deren  Ge- 
winnung Herr  Schlömilch  selbst  viel  beigetragen  hat,  sind  die  Vorlesungen 
heute  noch  wie  in  der  ersten  Auflage  empfehlenswerth.  Cantob. 


I Einführung  in  die  mathematiache  Behandlung:  der  KaturviBseniohaften. 
Kurzgefasstes  Lehrbuch    der   Differential-  und  Integralrechnung  mit 
besonderer  Berücksichtigung  der  Chemie  von  W.  Nbrnst,  a.  ö.  Pro- 
fessor der  physikalischen  Chemie  und  A.  Sohönflies,  o.  o.  Professor 
I  der  Mathematik  an  der  Univeraitöt  Göttingen.    Mit  61  im  Text  be- 

findlichen Figuren.  München  und  Leipzig  1895.  Wissenschaftlicher 
Verlag  von  Dr.  E.  Wolff.  Sl,  309  S. 
Wir  erinnern  unsere  Leser  an  Fuhmann'a  Naturwissenschaftliche 
Anwendungen  der  Differentialrechnung  und  Integralrecbnang  (Berlin  1888 
und  1890),  welche  wir  im  XXXIV.  und  XXXVL  Bande  dieser  Zeit- 
schrift einer  empfehlenden  Besprechung  unterzogen.  In  dem  Referate  im 
XXX VI.  Bande  erlaubten  wir  uns  zwei  Bemerkungen.  Wir  fragten,  ob  es 
nicht  möglich  sei,  als  SeitenstUck  zu  Dölp,  ein  aus  Formelableitung  nnd 
Formetanwendung  vereinigt  bergestellles  Buch  fUr  die  Anwendungen  der 
Infinitesimalrechnung  auf  die  Naturwissenschaften  anzufertigen;  wir  for- 
derten die  Chemiker  auf,  ihre  Schüler  zu  veranlassen,  beziehungsweise 
ihneu  die  Zeit  zu  gestatten,  sich  mit  Infinitesimalrechnung  üu  beschäftigen. 
Das  uns  heute  vorliegende  Buch  entspricht  unserem  ersten  Wunsche, 
und  die  Vereiniguug  eines  Chemikers  mit  einem  Mathematiker  zu  dessen 
Aasarbeitnng  zeugt,  dasa  auch  zur  Erfüllung  des  zweiten  Wunsches  ein 
grosser  Schritt  vorwärts  nunmehr  geschehen  ist  Der  Nernst-Schönflies, 
wie  das  Buch  zunächst  von  dem  Buchhändler,  bald  vielleicht  auch  von 
den  jüngeren  Chemikern  genannt  wird,  verdient  gewiss  nach  seinen  beiden 
Seiten  besprochen  zu  werden.  In  dieser  Zeitschrift  dürfte  es  genügen, 
wenn  nar  von  dem  Mathematischen  desselben  die  Rede  ist.  Herr  SchÖn- 
6ies,  der  für  diesen  Theil  die  Verantwortung  trägt,  beansprucht  keines- 
wegs ein  vollständiges  Lehrbuch  geschrieben  zu  haben.  Wer  genauere 
Kenntniss  der  Infinitesimalrechnung  anstrebt,  den  verweist  er  auf  Kieper 
oder  Serret-Harnack,  die  beiden  Werke,  welche  heute  wahrscheinlich 
jeder  Lehrer  zum  gleichen  Zwecke  empfiehlt.  Aber  was  Herr  Schönflies 
bietet ,  das  ist  genügend ,  um  die  im  Buche  enthaltenen  Anwendungs- 
beispiele  zu  erledigen,  ist  knapp  gebalten,  ohne  an  Verständlichkeit  zu 
rerlieren    und   entbehrt   auch    nicht  einer  gewissen  Strenge.     Mau  kann  in 
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letzterer  Beziehung  vielleicht  sagen,  es  Bei  so  Btreag,  als  es  fOr  den 
Äage  gehabteu  Leserkreis  sein  darf.  Nur  zwei  Fragen  gestatten  wir 
Warum  ist  auf  8.  175  flg.  immer  /{x;/),  f{xye)  gedruckt  statt  f{x,y\ 
f{x,y,e)'}  Warum  sind  S.  76  auch  die  Decimalbrüche  durch  nachfolgende 
Punkte  zu  unendlichen  gestempelt,  bei  welchen  die  letzte  Stelle  erhobt  Ist, 
und  die  deshalb  Bohon  bei  endlicher  Stellenzahl  eine  obere  Grenze  dar8t«lleKJ 
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Beispielsweise  steht  ^^  =  0,16667 ,. .,  während  doch  ^  <C  0,16667  ist. 

^ Cantor. 

Eseroizi  e  note  critiche  di  calcolo  inftuitesimale  (calcolo  differenziale  « 
integrale]  Ui  Ekhbsto  Pascal,  professore  nella  B.  Dniveraitä  di  PktIa, 
B.  C.  del  G.  Instituto  Lombardo.  XIX,  371  pag.  Ulrico  Eoepli. 
UUano  1895. 

Wir  haben  im  41,  Bande  dieser  Zeitschrift,  Eiat.-lit.  Abthlg.  8.28  bis 
29,  die  beiden  Bändchen  angezeigt,  in  welchen  Herr  Pascal  die  Differeatial- 
und  Integralrechnung  behandelte.  Das  heute  uns  vorliegende  Doppel- 
bändch[:n  ist  als  deren  Ergänzung  zu  betrachten,  und  zwar  in  folgendem 
Sinne.  Seit  man  sich  gewöhnt  hat,  an  die  mathematische  Strenge  immer 
grossere  Anforderungen  zu  stellen,  ist  man  zur  Deberzeugung  gelangt,  dasi 
viele  ehedem  als  unbezweifelt  wahr  angenommenen  Siitze  nur  bedingnnga- 
weise  gelten,  dass  sich  mindestens  AusnahmeHille  bilden  lassen,  in  welcbeo 
dieser  oder  jener  Satz  aufbürt,  richtig  zu  sein.  Meistens  hat  man  diese 
üeberzeugung  gerade  an  besonderen  Beispielen  gewonnen,  deren  zufällige 
oder  absichtliche  Auffindung  den  verschiedensten  Mathematikern  angehört. 
Als  ganz  allgemein  bekannte  Einzelbeispiele  nennen  wir  nur  die  Cauchy'sche 

Function  c~i*,  welche  nicht  in  eine  nach  steigenden  Potenzen  von  X  ge- 
ordnete Reihe  entwickelt  werden  kann,  und  die  Weierstrass'sche  Functioo 
ohne  Differentialquotienten.  Herr  Pascal  hat  alle  solche  Ausnahmen  sorg- 
ftltig  gesammelt  und  erörtert,  eine  Sammlung,  welche  bis  jetzt  einzig  in 
der  mathematischen  Literatur  dasteht  und  gewiss  zahlreiche  Wunsche  be- 
friedigt. Namentlich  für  mit  den  Vorlesungen  verbundene  Seminax- 
Ubungen  gewährt  das  handliche  Buch  eine  Fulte  von  Stoff  werthvollstei 
Art,  den  man  bisher  nur  mit  grosser  Mühe  den  Originalarbeiten  ent- 
nehmen konnte.  Als  ein  weiteres  Verdienst  ist  anzuerkennen,  dass  Herr 
Pascal  eben  jene  Original  arbeiten  genau  angiebt,  so  dass  deren  Anffindnng 
ein  Leichtes  ist.  Caktom. 
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Extraotion  des  racinea  carrees  dans  la  Grece  Antique. 

Par 
T.  V.  BOBYNIN 


La  qitestioD  dea  mojena  dont  en  s'est  eervi  dana  la  Qr^ce  antique 
pour  l'extraction  des  racinea  carrees  appartieot  ü  ceüea  qai  onl  depuJa 
longtemps  attiri  rattention  des  matbömaticiuns.  De  nos  jours  lea  tentatWea 
^  en  trouver  la  eobtion  forment  une  Httiiratura  asaez  vaate.  Non  obstant 
loutefoia  la  multitude  variäe  de  cea  eaaais,  on  s'aper^oit  ais^ment  qu'üa 
tendeat  vers  nn  seul  et  mGme  but,  cetni  de  demantrer  que  la  m^thode 
eiDploj{!e  par  les  mathirnaticiens  grecs  pour  l'eitraction  approiimative  des 
racines  carr^ea  ctfincide  avec  In  m^^tbode  actuelle  dea  fractioua  cootiaues.* 
Cea  rechercbea  n'oct  point  abouti  a  dea  reaultata  satisfaiaants,  car  la 
plupart  des  valeurs  approiiinatives  de  la  racine  carr6e  que  noua  fout 
connaltre  lea  oeuvres  matb^matiquea  des  Grecs  ae  cofncident  exactement 
avec  aucane  des  approiimatJons  fournies  par  la  m6thode  dea  fractioua 
continuea.  C'est  pourquoi  la  question  n'en  reste  pas  iDoins  k  r^soudre, 
et  c'eat  ainai  qu'elle  est  enviüag^e  par  dea  aaTanta  qni,  comme  M.  Cantor 
lui-mOmc,  traitent  avec  une  indulgence  particuliäre  lea  tentatives  pour  en 
troQver  la  Solution."  Serait-il  donc  raisonnable  de  a'en  tenir  encore  aux 
proc^d^B  dont  l'inerficacitu  paralt  suföaaoient  prouvee,  et  ne  vaudrait-il 
pas  mieui  de  recourir  aux  moyena  nouveaux  pour  r^soudre  la  question 
üpineuae?  11  va  sana  dire  que  la  recherche  de  cea  mcyena  doit  Otre 
pruc{id6e  par  nne  connaiasance  detaiUie  de  ce  que  noua  fournit  &  ce  sajet 
la  litttrature  mathimatiqüe  des  Grecs.  Noua  ne  tardona  paa  4  voir  que 
Teitraction  approxitnatlTe  des  racinea  carrees  en  est  l'objet  principal, 
comme  faiaaot  in dubitabt erneut  parti  du  domaiue  dea  investigationa. 

Parmi  les  oeuvrea  sp6Gialemeot  mathtmatiquea,  celle  d'Archimäde  aar 
la  „Mesure  da  cercle"  {Kvxkov  t^h^tiaig)  est  la  premiäre  qai  eoutienne  nn 
aasez    graud    numbre    de   racinea    carröes    approximativement  eitnutea   de 

•  Cantor.  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematik,  I.  Bd.  {Leipiig  lÖSO), 
8.  372  —  273. 

*•  Cantor,  I.e.  8,  273. 
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e   d'Ärcbimüde   ne    prCsetttant   point  de   calcala    amenant  h. 

i  faisant  mention  d'aucune  connaissaaco  relative  k  elles,  attin' 
tout  d'abord  l'intöret  des  raathtmaticiens  Ä.  l'extraetion  dea  racines  cairies 
dans  la  Grüce  Aatique.  La  comtneDtaire  de  la  „Mesure  du  cercle"  par 
Eutocius  d'Äecalon  ne  nons  ea  dit  pas  plus  long.  II  donoe  assez  de  d^tails 
aur  löH  procüdös  employts  par  les  math6maticien3  greca  poar  l'addition,  la 
BOQi^tractioti  et  la  multipUcation  des  nombres  entters  et  des  uombres  fractioa- 
naires,  mais  il  n'a  qne  cea  lignea  inaigDifiantes  pour  l'extractioD  des  racines 
carröes:  ,,In  diesem  Satze  wird  uns  beständig  aufgegeben,  von  einer  gegebenen 
Zahl  die  Quadratwurzel  zu  finden.  Diese  aber  bei  einer  Zahl,  die  kein 
Quadrat  ist,  genau  zu  finden,  ist  unmUglicb.  Denn,  eine  Zahl  mit  sieb 
seibat  multiplicirt  giebt  eine  Quadratzahl;  aber  eine  Zahl  und  ein  Bmoh 
iu  sieb  selbst  multipHcirt  geben  keine  ganze  Zahl,  sondern  auch  einen 
Bruch,  Wie  man  aber  eine  Wurzel  findet,  deren  Quadrat  einer  gegebenen 
Zahl  sehr  nahe  gleich  kommt,  iat  Tun  Uaro  in  den  AffcpiKoif,  und  von 
PappuB,  Theon  nnd  Änderen,  welche  die  Miyäh\  2'ui'[o|if  von  Klaudins 
PtolemBus  commentirt  haben,  gelehrt  worden.  Daher  haben  wir  nicht 
D5thig  Untersuchungen  hierüber  anzuBtelleu,  da  Freunde  der  Wissenschaft 
bei  jenen  nachsehen  können."'  Parmi  les  oeuvres  fenumdrSes  par  Batocins 
il  n'y  a  que  le  commentaire  ä  l'Älmageste  de  Ptolemf^e  par  Th£oD 
d'Alexandrie  qui  soit  arrivä  jusqu'ä  nous.  L'extraction  des  racines  carr^ 
y  est  repr6sent6e  de  la  maniäre  suirante:  ,, Hierauf  durfte  es  an  der  Reihe 
sein  zu  bemerken,  nie  wir,  wenn  ein  quadratischer  Raum  gegeben  ist,  der 
keine  in  der  Lange  rationale  Seite  hat,  die  Seite  desselben  durch  Ab- 
nUheruug  berechnen  können.  Die  Sache  ist  für  ein  Quadrat,  welches  eine 
rationale  Seite  hat,  aus  dem  vierten  Satze  des  zweiten  Buchs  der  Elemente 
klar,  der  so  lautet:  Wenn  eine  gerade  Linie  beliebig  geschnitten 
wird,  so  ist  das  Quadrat  der  ganzen  Linie  gleich  den  Qua- 
draten der  beiden  Abschnitte  und  dem  doppolten  Rechtecke, 
welches  von  den  Abschnitten  gebildet  wird.  Denn,  wenn  wir 
eine  gegebene  Quadratzahl,  z.  6.  144,  haben,  welche  eine  rationale  Worul 
hat,  etwa  die  Linie  a^,  nnd  wir  nehmen  ein  Quadrat,  welches  kleiner 

*  Nesseiniann,  Die  Algebra  der  Oriechen  (Üerlia  18«),  S.  111, 
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Wurzel 
Graden 


als  jonea,  etwa  100,  deaaen  Seite  10  ist,  und  nehmen  ay  gleich  10  an, 
und  verdoppeln  ea,  weil  das  Rechteck  der  Abacbnitte  doppelt  sein  soll, 
und  dividiren  mit  den  so  entstandenen  20  in  den  Rest  44,  so  wird  der 
Rest  4   das  Quadrat  von  ßy,   dieses  aelbat 

aber    in    der   Lange  2    sein.     Es  war    aber        " ^         P 

aj-  =  10,    also    wird    die    ganze   Linie    aß 

gleich  12  sein,  waa  bewiesen  werden  sollt«.  Damit  uns  aber  an  einer  in 
der  Sjntaais  vorkommenden  Zahl  das  Wesen  dieses  theil  weisen  Weg- 
nehmens vor  Augen  geführt  werden,  so  wollen  wir  die  Darsteüang  an  der 
Zabl  4500  durchführeu,  deren  Wurzel  dort  gleich  67°4'55"  gesetzt  wurde. 
Eh  liege  ein  quadratischer  Raum  aßyä  vor,  altein  im  Quadrat  rational, 
dessen  Inhalt  4500  Grade  sein 
soll,  und  ea  werde  verlangt,  die 
Quadratwurzel  desselben  durch 
Ann&herang  zu  berechnen.  Da 
nun    das    der   Zabl  4500   nächst- 

Quadrat    mit  rationaler 

gleich  4489  ganzen 
id  dessen  Seite  gleich 
67 **  ist,  so  werde  von  dem  Qua- 
drat aßyö  das  Quadrat  a£ 
gleich  4489  Graden,  dessen  Seite 
67°  ist,  weggenommen.  Der  Rest 
also ,  das  beisst  der  Gnomen  ' 
ß^ä  wird  gleicfa  11  Graden  sein. 
Diese  lösen  wir  in  Minuten  aut 
und  erhalten  660'.  Dann  nehmen  wir  (£  doppelt,  weil  zwei  Recht- 
ecke auf  eS  stehen,  da  (£  gleich  £j)  ist,  und  durch  das  Resultat  134 
dividiren  wir  die  660  Minuten  und  durch  den  Quotienten,  4  Minuten, 
erbalten  wir  jede  der  beiden  Linieu  (ö,  t)x;  und  wenn  wir  die 
Parallelogramme  91,  £x  ausrullen,  so  finden  wir  sie  gleich  536  Minuten, 
oder  jedea  von  ihnen  gleich  268  Minuten.  Nun  Ifisen  wir  abermals 
die  restirenden  124  Minuten  in  7440  Secunden  auf,  und  snbtrabiren 
auch  das  Ergänzungsquadrat  ^k,  welches  16  Secunden  beträgt,  so  dass 
wir,  wenn  wir  um  das  vorige  Quadrat  o£  den  Gnomon  herumaetzen,  das 
Quadrat  ak  erhalten,  dessen  Seite  G7''4',  das  also  selbst  gleich  4497" 
5G'16"  ist.  Nun  bleibt  noch  der  Gnomon  ßkS  gleich  2°3'44"  oder  7424" 
übrig.  Wir  nehmen  also  wieder  91  doppelt,  weil  9i  gleich  ix  ist,  und 
dividiren  durch  diese  134<'S'  die  7424  Secunden,  und  erhalten  in  dem 
Quotienten,  55  Secunden,  jede  der  beiden  Linien  9ß,  xd.  Und  wenn  wir 
die  Parallelogramme  ßk,  15  ausfüllen,  so  erhalten  wir  dieselben  gleich 
7377  Secunden  20  Tertien ,  und  jedea  derselben  gleich  3688" 40'";  es  bleiben 
ala  Rest   46^40"',    welchen    nahe   kommt   das   Quadrat  ly,    dessen    Seite 
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55  Sscunden  iat,  und  so  haben  wir  die  Seite  des  Quadrats  aßyä,  welches 
gleich  450U  Graden  ist,  nabe  gleich  67°4'55".  und  im  Allgemeinen,  wenn 
wir  die  Quadratwarzsl  irgend  einer  Zahl  suchen,  so  nehmen 
wir  zuerst  die  Wurzel  der  zunächBtliegenden  Quadratiahl, 
dann  verdoppeln  nir  diese  und  dividiren  damit  in  den  Best, 
nachdem  wir  denselben  in  erste  See  hzigt  heile  aufgelSst 
haben,  und  stibtrahiren  das  Quadrat  des  Quotienten;  dann 
lösen  wir  nieder  den  Best  in  zweite  Sechzigtheile  auf  nnd 
dividiren  ihn  durch  die  doppelten  Orade  und  Minuten 
halten  wir  nahe  die  gesuchte  Zahl  fUr  die  Beite  dee  quad 
tischen  Baumes".* 

Cette  description  de  I'exti'action  approximative  des  racines  carr^ 
ne  doit  pas  cependaut  nona  mener  ä  croire  que  les  Grecs  en  aient  &it 
l'op^Tation  toujoura  et  partout  au  mo^en  du  Systeme  seiagOsimal.  Ce 
dernier.  eiclusivement  adoptö  par  Tastronomie  grecque,  y  serait  difficile- 
ment  introduit  avant  Uipaicles  d'ÄJexandrie,  c'est  ä  dire  200 — 100  ans 
avant  J.  C.  La  plus  large  application  en  eut  Heu  dans  TAImageste  de 
Ptolemöe  dont  lea  commentateurs,  Thfiou  d'Älexaudrie  y  comprie,  furent 
bien  forc6s  d'extraire  les  racines  carries,  &  l'aide  du  aystöme  aexaguaimal. 
Avant  que  celui-ci  ne  fut  introduit  en  Gräce,  et  toujours  dana  les  math^- 
matiques  qui  ne  l'admirent  point,  l'extraction  approximative  des  racines 
carrf'es  dnt  s'optrer  dans  toutea  les  fraclions  et  mOme  de  pri'R'rence  dans 
les  fractiona  au  numC'rateur  1, 

Les  maih^maliciens  grecs  de  quels  moyens  se  sont  -  ila  donc  servis  afin 
d'extraire  approxiraativement  les  racines  carröes  dans  tontes  les  fractioDS? 
Eiitocius  semble  noua  donner  uue  rt:ponse  en  indiquant  H^ron  comme 
l'auteur  qui  espose  le  moyen,  dtcrit  plus  tard  par  Tliüon  d'Alexandrie  et 
les  autres  commeutateurs  de  l'Almageste.  Mais  si  ces  derniers  avaieat 
op6r6  d'aprös  le  proc6d6  du  gnomon,  appliqnfe  suivont  l'auteur  commenti 
an  systäme  seiagiisimal,  H^ron  qui  ne  s'en  ^tait  Jamals  servi,  et  qai  avait 
toujours  employti,  que  noaa  sachions ,  les  fractions  an  nam^rateur  1,  Höron, 
disona-nous,  n'aurait  pu  avoir  recours  au  procüdt-  du  gnomon  qu'en 
l'appliquant  ik  ces  fractions  ]ä.  Noua  pouvona  donc  enviaager  ce  proctdÄ 
comme  C-galemont  appliquä  par  lea  mathimaticiens  grecs  i\  l'estraction  dea 
racines  carrtes  dans  toua  les  cas,  peu  importe  dans  qnelles  fractions  en 
fuBse  exig6e  l'approiimation.  Avant  d'eutreprendre  les  recherches  tendaot 
i.  d^couvrir  l'extraction  approximative  des  racines  carruea  dana  la  forme 
commune  aus  Grecs  et  suivant  le  procidij  du  gnomon,  nons  devons  faire 
une  plua  ample  connaissance  de  la  nature  et  des  qualitüs  güo^ralee  de  ce 
dernier.  Nous  commencerona  par  le  voir  appliquu  ü  l'eitracUon  de  It 
racine  carräe  d'un  nombre  donnä  avec  rapproximaliou  de  l'unitu. 

*  Neiaeimaua,  l.c.S.  lU— UO. 
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1^^  Ainsi  qne  noaa  le  montre  la  deecription  de  Tb^on,  oit^e  plus  hant, 
le  proc6d6  da  gnomon  a  poar  base  la  formale  d'uce  somme  des  deitx 
nombres  '^levOe  au  carrt,  II  touche  par  lä  au  procfdö  de  I'eitraction 
emplojt'  dana  les  cours  ^l^mentaires  actuels ,  en  m&me  temps  qa'il  en 
diEFSre.  En  effet,  repr^aeutant  une  mf^tbode,  parfaitement  adapU<e 
aus  lois  et  aux  exigenoes  du  aysteme  dücimal,  celle  dea  manuels  de 
no9  jours  definit  i,  part  chaqae  chiffre  de  la  racine  carräe,  en  se 
aervant  ainei  de  la  formnle  d'aue  somme  de  plasiears  nombres  ölev^e  au 
carrö.  Certaina  cours  cbercbent  seulement  ä  maaqner  la  ehose  dans  un 
but  didactique  en  employant  arti fiele II ement  l'expresaion  de  la  aomnie  des 
deux  oombres  elev^e  au  carri^.  De  cette  mani^re  la  mütbode  do  noa 
manaela  ne  saarait  cofncider  avec  le  proci^du  du  gnomon  qu'en  cas  d'uce 
racine  h  dem  chiffrea.  Dana  toiia  les  autres  cas  lea  deus  procC-d^a  fönt 
deux  mätbodea  diff^rentes  et  il  est  ä  regretter  qa'ou  Vait  quelquefois  perdu 
de  vue. 

D'aprds  CB  qoe  dit  Thfion  le  proc6d6  du  gcomon  employä  par  les 
mathämaticiena  grecs  exige  que  la  racine  ä  trourer  du  uooibre  e  seit 
decompos^e  en  deux  nombrea  ini-gaux  a  et  6,  de  maniäre  a  ce  que  le 
carr6  du  moindre,  par  exemple  oelui  de  b,  eqnivale  au  reste  de  la  division 
(c  —  a*)  :  2a,  ou  y  soit  conteau.  La  demande  en  est  aatisfatte  moyenuant 
un  tel  cboix  de  nombres  dans  la  df;coni Position  qni  prfisenterait  le  carr6 
du  plus  petit  moindre  que  le  plua  grand  nombre  doobU,  ainsi  qn'on  voit 
dans  I'^galitu 

„  — ■„.  +  ^, 

oü  r  est  le  reste  de  la  racine  carrte,  extraite  du  nombre  donnü  avec 
l'approximation  de  1.  Oa  coufoit  qtie  daoa  cbaque  caa  particulier  de 
l'extraction  de  la  raciae  oarr^e  ce  nombre  moindre  peut-fltre  repr^seott' 
par  les  nombres  lea  plus  di&erents,  et  que  la  däcompoaition  de  la  racine 
cberchte  en  binome,  exigte  par  le  procfedö  du  guomon,  est  une  (jueation 
iiidi'6nie  et  le  nombre  des  solntiona  qu'elle  admet  doit  Ctre  plus  ou  moina 
grand,  C'est  la  une  diff^rence  marquue  entre  la  m^tbode  du  gnoraon  et 
Celle  de  noa  cours  6k'mentairea,  et  mßme  le  cas  particulier  quand  les  deux 
möthodes  colncident,  o'eat  ä  dire  pour  la  racine  ä  deux  chiffres,  n'y  fait 
point  exception.  Eu  efTei,  la  d^compoaitiou  de  la  racine  pr^aeut^e  dans  ce 
dernier  cas  par  la  m^thode  de  nos  manuels  ne  fait  qu'nne  Solution  entre 
mille.  fournies  par  la  di^composition  gfen&rale  de  la  racine  en  n'importe 
quels  deux  nombres  inäganx.  Äfin  de  trouver  l'une  dea  däcompoaitjons  en 
binome  de  la  racine  carr^e  que  Ton  cberche  et  qui  euaae  rtpondu  ä  la 
condition  C'Doncie,  on  employa  la  toetbode  des  tätonnements.  II  n'est  paa 
difÜcile  de  reconnaltre  que  dans  le  cas  indiqou  l'applicatioD  en  fut  nf'cessaire- 
ment  rednite  ä  la  partie  qni  trace  les  limitea  mflmes  dea  tätounements. 
■    Pour  en  counaltre  les  procidi.'S  preiious  quelque  cas  ^arUciiU«t ,  9«>i: 


le    nombre   349450,    cit^   par  ArohimMe.    Lm  limitea   des  Utoonemeal 

immfidiatement  aperfues  et  servant  i,  dfeeouvrir  la  racine  carrfia  de 
nombre  Bont  100  et  1000.  Celles  qui  Buivent,  les  nombrea  500  et 
aveo  leura  carrüs  de  250fXK)  et  360000  sont  trouveea  aasBitöt,  d  l" 
EOnge  qne  toat  nombre  de  ceutaines  (-levä  an  cairt-  donne  des  dizünea 
tniUe  dans  uns  quantUe  qoi  en  tgale  le  carrt.  L' Observation  fait«  que  Ic 
nombre  donae  approche  de  plus  pr^B  la  gupi<rieure  de  ces  limiles  pennet 
d'en  remplacer  l'infärieure  par  le  nombre  plus  procbe  de  550  avec  son  aan 
de  302500.  La  meme  Observation  reittrte  apris  oe  changement  nooB  laisse 
Clever  le  nombre  550  d  575.  On  peut  s'arräter  »  cette  nugmeotation ,  csr 
eile  introduit  tout  droit  la  d('compositioa  en  binome  de  la  racine  chercb^ 
dans  le  domaine  de  Celles  qui  repoudent  ä  la  condition  indiquee,  adaptit 
au  procädä  du  gnomon.  Et  toute  dtcompoHitioa  en  binome  des  nombrei 
contenus  entre  550  et  600  y  r^pondra  en  effet,  si  le  moindre  en  est  33 
ou  quelque  aatre  nombre  inf^rienr  qui  le  snit,  les  carr6s  en  ^tant  moindru 
que  leg  grands  nombrea  correspondantB  doubii'S.  Le  nombre  575  lui-m^me, 
transformfe  ea  600  rieu  que  par  l'addition  de  25  peut  donc  Ctre  le  nombre 
Bup6rieur  a  l'une  des  d^compositions  en  binome  de  la  racine  u  dufioir. 
ensuite  on  applique  ^  ce  nombre  comme  poss^dant  la  qualitä  indiqnee, 
en  mCme  t«mps  qu'au  nombre  donnä,  la  r^gle  dn  gnomon  expnni6e 
la  formale  1),  on  s'aper^oit  ausaitüt  que  !e  nombre  inrcriear  i.  la  d^coi 
Position  chercb^e  est  16  et  consequamment  la  raoine  carr^e  ä  trouver 
349450  ^^^<   ^'°^'    1"^  ""^'^  ^^  moatre  le  caicul  suivant.     Ia 

330625  limite  införieure  des  täto nn erneu ts ,  aemblable  dans  sa 

"liÜö'  1150       q"^''*^*»   »  *'e'ls   <l"e    nouB    venons   d'ötablir   a    pu  Ctre 
trotiv6e     eccore    moyennant    les    r6fleaiona    soivaateB. 
'  Entre  les  nombres  500  et  600  qui  out  serri  de  limitea 

aux  tätounements  il  y  a  10  interTaUea  repr6sent^  pu 

*''  les  dizainca  auceessives.    11  y  en  a  10  aulres,  a  ilOOÜ 

^""  ehttcun,    entre    lea   carres  des    memes  linjites,  250000 

169  et  360000.    Le  nombre  donnii  se  trotive  dans  le  derulec 

de   ces  intervalles,    donc    la  racine  carri'e  en  doit  Ctre  dans  le  dernier  de» 

interralles   correspondants,    contenus   entre  500  et  600. 

La  limite  inftrieure  peut  elre  tlevöe  pour  cett«  raison 

ä  590,  qui  fait  le  nombre  primitif  du  dernier  des  inter- 

valles  cit^a.     Se  servant  alors  de  ce  nombre,  suffisaat 

aux  conditioDS  indiqut^ea,  comme  dn  nombre  superienr 

de    la   racine   df'composie  en  binome,    on  a  trouvä  qne 

le  nombre  inf^rieur  eu  6tait  1 ,  ainai  que  le  montre  le 

caloul    snivant,     Remarquons  pour  conclure    que  mfinie 

en  cas  d'un  cboix  mal  räussi  pour  la  di'composition  en 

binome    de    la    racine    cbercbüe,     c'est  ä   dire   quand  le  carr6  dn  membn 

j'nßrieur   est   plus    grand   qua   \e   meWota   t.u'^>[\«>'a.i;   doublä,   le   membift^ 


le»,       I 
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moindre  ponrrait  älre  tronv6  pu  1h  diminution  du  qnotient,  obteno  par 
l'application  de  la  r^gle  du  gnomon.  La  litnite  de  cette  diminnUon  devient 
saas  donte  le  reste  qui  renferme  le  carrä  da  dernier  quotieat.  En  preuant 
par  exemple  lo  uombre  550,  comme  la  membre  Bupf^riear  de  la  racine 
dtcomposte  en  binome  et  que  Ton  clierche,  on  tronve  qu'il  faut  diminner 
le  quotient  (43)  d'une  nniU-.  Le  nombre  eup^rieur  de  la  d£^compositioD 
6tÄnt  500,  il  faut  diminuer  de  8  le  quotient  99  pour  arriver  au  mftme 
bat  etc. 

Pour  appliquer  le  proc6d(  du  gnomon  ik  l'eztraction  approiimative  de 
la  racine  carr6e  dans  toutea  les  fractions  indiqnonB  dans  l'expressioa  de 
la  fiomme  des  den:  nombres  f^lev^e  au  carrä 

2)  c  =  (a  +  xY  =a*  +  2ax  +  x* 

par  a  la  derniSre  des  approximationa  trouv^es  de  la  racine  carr^e,  c'est  ä 
dire  rexpriniant  au  commencement  de  loptratJon  avec  Vapprosimation  de  1, 
et  ensuite  dans  n'iroporte  qnelles  parties  de  I'unitä,  en  eiprimant  par  x 
la  difftrence  entre  cette  approximation  et  la  vraie  valeur  de  la  racine. 
11  n'eat  paa  difficile  de  reoonnaltre  que  cette  difftTenee  est  toojoara  moins 
qne  1.     En  n^gtigeant  dans  l'öquation 

le   Dombre  ^i   aiusi   qu'il   en  a   biA  fait  dans  l'application  pr^c^dente  du 

proc6dä  du  gnomon,  on  trouTe  l'approximation  de  x  ezc^dant  sa  vraie 
valenr  et  rendue  par  la  formale 

Le  calcul  de  x  d'apräs  cette  formale  le  prj-eeute  pour  1a  plupart  comme 
une  Bomme  de  deux  fractions  dont  on  pent  omettre  la  moiudre.  Si  cette 
diminution  ne  auffit  pas  a  annuler  rangmentation  qui  la  prt^cöde  ou  si  eile 
n'a  point  en  Heu,  la  quantitfe  X  donnte  par  la  formule  4)  n'en  garde  pas 
moins  son  augmentation ,  niais  descend  juEqu'ü  Gtre  au  dessous  de  sa 
grandeur  vi'rilable,  en  vertu  de  la  condition  que  le  carr6  du  quotient 
obtenu  par  ta  formule  4)  doit  se  trouver  dans  le  reate  donnO  par  la  mfme 
diviaion.  La  quantitt  x  calculte  de  cette  maniire  et  que  noua  nommerona 
Xi  aera  toujours  moindre  que  sa  valeur  riielle  et  a  +  Xj  moindre  que  la 
valeur  vt'ritable  de  la  racine.  La  substitation  de  x,  ä  z  dans  l'^galitä  2) 
en  en  dimlnuant  la  aecoude  partie  en  fait  l'in^galit^ 

c  >  fl*+  2aX|  +  a', 
dont  1&  diff^rence  dea  membres 
^^   6)  c  —  a'  —  2  a«^  —  x^i 

^Bjl'^ente  ävidemment  le  reate  de  l'extraction  de  la  racine  carr{:e  fournisaant 
^Bkpproximation    cbercbüe.     Pour   d^finir  celle  qui  auit,   il   faut  diviser  1« 


reate  faiaant  la  diff^rence  entre  le  nombre  donnä  et  le  carrk  de  l'&ppt 
mation  troav^e,  par  l'approximation  a  +  ^i  tronvöe  et  doublte  et  conti nocr 
aingi  de  auite.  Puisque  daua  la  formule  4)  c^a^  est  toujours  moiudre 
que  2a.  cette  division  De  saurait  ötro  possibla  ä  moins  que  c  —  a'  ne  fOt 
partagiie  ea  des  partiee  aliquotes  dont  le  nombre  escüderait  2a.  Le  cboii 
des  parties  aliquotes  se  trouvaut  parfaitement  arbitraire,  et  l'applicatiou  du 
formulea  iudiqu^es  taut  ^  fait  illimit^e,  permettent  de  tronrer  en  lee 
employant  toutes  aortea  d'approiimaUona  de  la  racine  cherohöe,  peu  imporlt 
quela  qn'ea  aoieut  le  nombre  et  les  parties  aliqaotei 

ÄppliquoDS  maintenant  le  proci^d6  du  gnomou  dans  sa  forme  qne  n( 
veiions  d'esaminer  k  la  d^couverte  des  approximations  des  racinea  carr&ei^ 
moiudres  que  leur  valeur  v^ritable  et  fouruies  par  les  Oeuvres  des  mathi- 
maticiens  grecs  arrivües  juaqu'a  nous.  CommeDV()Q3  P^f  Celles  qui  ont  lei 
plus  simples  d^nominatears,    Teiles  sont  les  trois  prerai^res  approximationi 

7 
d'Arcbimäde   eitles  plua  haut  et  la  ^aotiou  ^  aignifiant  l'approiimation  de 

y2,  trouv^B  dans  le  livre  de  H^ron  d'Alexandrie  ,sur  ragnculture*  et  pouvant 
Gtre  obtenae  auasi  comme  on  te  sait  par  le  procüd6  des  fractions  coutinaei. 
Pour  le  premier  et  le  quatriiime  de  cea  caa  noua  avona  digii  les  meine« 
carrC-es  avec  l'appi'oximation  de  1,  voire  le  nombre  591  citu  plus  haut  et 
le  nombre  1  directement  aper^u,  Pour  le  aecond  et  le  troisiöme  cas  les 
racines  semblables  sont  trouvfies  par  le  mfime  proc^d^,  ä  l'aide  des  caloab 
BiiivaDta 


1373943 

6472132 

1322500 

5290000 

51443 

2300 

182132 

4600 

460O 

22 

13«00 

39 

4600 

41400 

848 

2732 

484 

1521 

359  1211 


J 


Les  llmitea  des  tatonnemeuts  pour  le  premier  nombre  sont  1150  et 
1200,  pour  le  aecond  2300  et  2400;  les  membres  sup(^rieura  des  dücom- 
positiona  en  binöme  de  la  racine  corrGspondent  iL  1150  et  ü  2300;  let 
r^iaultata  obtenus  dans  le  premier  cas  1150  +  22  =  1172  et  dana  le  aecond 
2300  4*  39  =•  2339.    Quant    aux    parties    fractionnaires    de    ces    oombrM, 

donndea  par  ArchimMe  (tj^  et  jö}'   o°  P^ut   en  omettre   resamen, 

leur  incapacit6  Evidente  d'inflner  sur  l'approxi mation  qui  vient  d'etre  troon 
ainai  qne  sur  celle  qui  snit. 

LiL-deasua,   pour  tous  lea  qnatra  nombrea  paaat^a  en  revue  i 
vons  auccessivement:  d'apifefi  \b.  toTi(tvi\«  ^V- 
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349450  =  (  591  +  x)*  =  349281  + 1182«  +  x* 

1373943  =  (1172  +  «)« =  1373584  +  2344a;  +  x» 

5472132  =  (2339  +  xf  =  5470921  +  4678  x  +  x^ 

2  =  (l  +  a;)*=l  +  2x  +  x* 

d'aprds  la  formule  4) 

169         169.8       1352:1182  1 

1182       1182.8"  8  '8 

359    _  359.8       2872:2344  _1 

*"  2344  "2344.8  ~  8  «"^ '^»"g 

1211       1211.4      4844:4678  _  1_ 

"^  ~  4678  ~  4678 . 4  ~  4  °" '^i  "  4 

1      5    „      2    ,    1  2 

^  =  2=5=^=-"5  +  lÖ  °°*'=5 

d'apr^s  la  formale  5) 

349450  -  349281 -i^ - ^^  =  169  - i^ -  1  =  i^^^«^ 

1   170   1   170.8-1   1359 


64   8   64     64      64 

1373943  -  1373584 -J^- 1  =  359-^-1=^^^%-^^ 

8    64        8    64       8 

_J_^528  _  1   528.8-1   4223 
64  ~  8   64~    64    ~  64 

5472132-5470921-i^«-^  =  1211-^-^  =  l?ü4r*6!8 

4    16         4    16       4 

1-166   1  ^  166.4-1  ^  663 
16   4    16      16      16 

4_4      4   4  ^1.5-4   4   1   4 
5   25     5   25     5     25  ~  5   25 

_  1.5-4^  1 
~   25   "  25' 

Les  valenrs  approximatives  des  raoines  carrües  591 -Q  I   1172-g-)  2339-^-1 

7 

^>    obteunes  aprds  l'application   de  la  formule    4)   se   trouvent    de    cette 

o 

maniöre   parfaitement  colncidentes  aveo  Celles  que  donnent  Archimöde  et 
H6roii. 
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Tous  les  calculs  qui  yiennent  d*dtre  pr68eiit68  soas  les  formes  actoelles 
des  fractions  peuvent  ötre  r^anis  d'aprds  le  sohöme  d6j^  employ6  ponr 
rextraction  de  la  racine  carr6e  avec  rapproximation  de  1 ,  et  alors  teile  en 
est  la  forme 


349450 

1373943 

5472132 

2 

349281 

-  1373584 

5470921 

-1 

169 

359 

1211 

1 

X2 

x2 

x2 

X5 

338 

718 

2422 

5 

x2 

X2 

1436 
x2 

2344 

X2 

4 

676 

4844 
4678 

4678 

1 

X2 

1 

X5 

1352 

1182       2872 
1        2344 

166 

5 

1182 

1 

X4 

-4 

170 

528 

664 

1 

X8 

X8 

-1 

1360 

4224 

663 

-1 

-1 

2 
2 


1359 


4223 


Dans  les  oeuvrea  des  math^maticiens  grecs,  arriv^s  jnsqn'ä  nons  on 
ne  rencontre  qu'nn  seul  cas,  dans  leqnel  Tapprozimation  de  la  racine 
carr6e  moindre  que  sa  valeur  Töritable  est  ezprini6e  par  la  fraction  an 
d6nominateur  assez  compliqa6.    Ce  cas  unique  est  la  moindre  des  approzi- 

mations  de  ^3  eitles  plus  haut  (-ttö  )'    1"'  contiennent  dans  l'interTalle 

entre  elles  saivant  Archim^de  la  T6ritable  grandeur  de  cette  racine.  On 
Toit  ai86ment  que  cette  approzimation  ne  peut  etre  obtenne  par  le  proct-de 
da  gnomon  qn'ä  la  condition  de  ce  que  les  nombres  fractionnaires  en  aient 
pour  d^nominateurs  les  facteurs  premiers  du  d6nominateur  153  possidi 
par  l'approzimation  cberch6e,  ou  les  nombres  qui  en  sont  composKS. 
L'application  successive  des  formules  2),  4)  et  5)  avec  I'emploi  du  facteor 
premior  3  donne 


3  =  (l  +  a;)»=l  +  2a;  + 


X' 


X  = 


3-1 


2.3     -      2^1  2 

-3-^^  =  3+3  "'^'^  =  3 


3      93      9         3" 


6 
9 


_4_ 
3 

4^2 
9    '9 


4 
9 


2 
3 


4 
9 
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L'approximation  troav6e  est  l+^i  =  lq-)    son    introduction    dans    les 

mömes  formales  et  avec  Temploi  du  facteur  premier  17  donne 

„      /'S   ,    \*     25  .  10     ,     , 


X  1  t>    — 

gr  3^9-  3~3-^''~  3.17-'''~51  '  510  "''  "^^  ~  51 

«-^ 

30          9        2        30          9        2.17        30          9 
3.51      (51)''~9      3.51      (51)»'   9.17      3.51      (51)» 

34          30           9            4            9 

~9.17      3.51      (51)»  "3.51      (51)» 

4.17          9          68-9       59 

(51)»       (51)«        (51)»       (51)' 

Kapproximation  nouvelle  est  o'  +  ^^^rr*   3on  introduction  dans  les 
formules  avec  Temploi  du  facteur  premier  3  amöne  aux  rdsultats  suivants 


==0!+' 


\»_  7744   176     , 
)  ~   26Ör  +  "öT*  ^  '^ 


/    7744 \  176  _  59   176  _  59  .^c_59.3 
'"~\    2601/'  51  ~  (51)»'  51  ~5r"'*~51.3 

l"^"^  .i7ß   1      1  1 


3- 


51.3 153  '  153.176    '  153 

7744     176      1     59     176      1 


2601   51 .  153   (153)»  ~  (51)«   51 .  153   (153)« 
59.3     176     1     177-176     1 


(51)».  3   51.153  (153)»     (51)«.  3   (153)« 

_1 1_ 3_ 1 2_ 

(51)«.  3   (153)»  ~  (153)«   (153)"»  ~  (153)»' 

L'approximation  obtenae  (  cT  +  Trö"  =  'iRä")  ^^i*  '^^^  d'Archimöde 

il  n'est  pas  n^cessaire  d'appliqner  plas  longaement  les  formales.  Tons  les 
calcnls  op^r^s  et  r^unie  d'aprds  le  schöme  connu  prennent  la  forme  r6duite 
que  Toici. 

En  somme,  en  examinant  cette  Evaluation  des  approximations  de  la 
racine  carr6e  moindres  qae  sa  vraie  grandenr  on  peut  en  r^sumer  ainsi  le 
procös.  Da  nombre  dont  on  vent  Evalaer  la  racine  carr6e  on 
sonstrait  le  plns  grand  carrö  entier  contena  dans  ce  nombroi 
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Le  reste  obtenn  est  d'abord  mnltipli6  par  le  d^nominatenr 
des  nombres  fractionnaires  (parties  aliquotes)  choisis  poor 
Tapproximation  chercb6e.  II  est  divis6  ensuite  par  la  double 
racine  du  plus  grand  carr6  entier  contenu  dans  le  nombre.  Le 
reste  de  cette  division  est  mu]tipli6  par  le  d^nominateur  en 
question  et  le  carr6  du  quotient  soustrait  au  produit  obtenn. 
La  racine  du  plus  grand   carr6  entier  contenu  dans  le  nombre 

ajout6e  au  quotient  fera  rapproximation  chereh^e. 
Pour  obtenir  la  suivante  on  multipliera  le  reste 
de  la  dernidre  soustraction  par  n'importe  qoel 
multiplicateur  et  on  en  divisera  le  produit  par  le 
double  num6rateur  de  Tapproximation  trouT^e. 
Le  quotient  en  sera  la  fraction  dont  le  d^nomi- 
nateur  est  le  produit  de  celui  de  Tapproximation 
pr6c6dente  et  du  multiplicateur  choisi.  On  multi- 
pliera ce  reste  par  le  m6me  multiplicateur,  et  Ton 
soustraira  du  produit  le  carr6  du  quotient  nouTcan. 
L'approximation  pr6c6dente  ajout6e  au  quotient 
nouveau  sera  l'approximation  nouvelle.  Toutes 
Celles  qui  suivent  quels  qu'en  soient  le  nombre 
et  les  d6nominateur8  peuvent  dtre  trouv6es  de  la 
m6me  manidre. 

Conform^ment  ä  ce  qui  yient  d'dtre  expo86 ,  la  m^thode 
du  gnomon  donnant  les  approximations  de  la  racine  carr^e 
moindres  que  sa  valeur  v^ritable  et  cela  dans  toutes  sortes 
de  fractions,  il  s'en  suit  que  Tapplication  a  cbaque  cas 
partioulier  en  peut  avoir  un  nombre  infini  de  voies.  Afin 
de  trouver  celle  qu*ayait  adopt6e  l'auteur  ancien  en  cherchant 
rapproximation  de  quelque  raoine  carr6e,  il  faut  en  d6com- 
poser  le  d6nominateur  en  facteurs  premiers  et  ne  se  servir 
que  de  ces  derniers  pour  la  multiplication  des  restes  qua 
fournit  Tapplication  du  gnomon.  Dans  le  dernier  cas  pass« 
en  revue  en  decomposant  le  d^nominateur  153  de  rapproxi- 
mation donnee  par  Archimdde  pour  )/3~,  en  ses  facteurs 
Premiers  3,  3  et  17,  nous  avions  la  voie  toute  tracee  poor 
appliquer  la  m6tbode  du  gnomon  dont  nous  avons  fait  usage. 
L'extraction  approximative  des  racines  carr^es,  teile  que 
nous  la  trouYons  cbez  les  Grecs  ne  nous  ayant  occupes 
jusqu'a  ce  moment  que  dans  les  cas,  oü  les  resultats  en 
sont  moindres  que  la  valeur  v6ri table  de  la  racine,  il  nous  reste  4  passer 
aux  cas  oü  les  r6sultats  en  sont  plus  grands.  Ces  demiers  Temportent  snr 
les  Premiers  quant  au  nombre  de  leur  application,  mais  il  serait  difficile 
d'en  expliquer  la  cause  autremeut  c^\x^  i^oiit  l^  bA&oxd  et  on  n'avancerait  pas  a 


2 

X3 

6 

2 

4 

2 

2 

X3 

6 

4 

2 

X17 

34 

10 

30 

3 

4 

X17 

68 

59 
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177 

176 

176 

1 

1 

X3 

3 

-1 

en  sonlever  ta  qaestion,  on  l'abaeiice  compl^te  de  mat^riaox  pour  la  lö- 
soödre.  Elle  n'a  d'ailleurs  pour  nous  qu'une  importance  secondaire,  notre 
but  i^lant  da  trouver  lea  proof'dt'a  employi-a  dans  la  Gri'ce  Antique  pour 
rextraction  des  racineE  carr^ea.  Äfiti  d'y  arriver  daca  le  cas  prttient  nous 
n'avons  qu'une  indication  indirecte  cbez  Eutocius  et  qui  iie  auffit  pas.  Eu 
nommant  les  auteurs  qui  ont  traiti-  de  l'eitraction  approximative  dea  racinea 
carri'ea,  Eutocius  en  apptique  Tinurarration  iudiffiJremment  i  toua  lea  caa 
de  cette  extraetion,  trouvüB  chez  Archimude.  II  s'en  suit  en  effet  quo 
dans  le  caa  prtaent  l'extractioa  de  la  racine  earr^'e  6tait  aussi  opcree  d'aprJSa 
la  miJthode  du  gnomon;  niais  de  quelle  manii're?  Parmi  lea  oeuvres  cittea 
par  Eutocius  le  comnientaire  de  Th^on  d'Älexandrie  est  bien  la  source 
uniqtie  dout  nous  putssions  dispoaer  et  ii  ae  dit  rien  sur  le  cas  qui  noua 
int^reese  pour  le  moment,  donc  l'indication  indirecte  d'Eutociua  ae  troave 
inauffisante  ä  en  rL-aoudre  la  questtoa.  La  forme  de  la  mttbode  du  gaomou 
que  nous  avons  eiaminOe  plus  baut  et  qui  ne  peut  fournir  imm^diatenieiit 
quo  lea  approximatioaa  de  ta  racine  carrf-e  au  deaaoua  de  sa  valeur,  ne 
saurait  etre  appliqu6e  imm^diatement  ans  cae  oü  cea  approiimationa  excc- 
deraient  aa  valeur  viritable.  Pour  s'en  tenir  ä  la  voie  directement  tracto 
par  Eutocius,  en  6vitant  cependant  toute  explication  contradictoire  ou 
forcöe.  il  nous  reste  ü  auppoaer  que  la  mcthode  du  gaoinon  dana  son  cas 
preaent  avait  affaire  au  carrß  de  la  difftrence  dea  deui  nombrea  ot  non 
au  carr^  de  leur  aonime  comme  dana  le  cas  prcctdent.  Noua  allons  voir 
que  cette  aupposition  traacbe  complötement  la  qaestion  dans  toutes  ses 
partieB  et  tona  sea  dötails. 

En  prenant  le  carru  de  la  difFtTence  des  deui  nombres 
6)  c=^  {a  ~  x)*  =  a*  —  2ax  +  x* 

et  en  y  eutendant  par  a  la  derni^re  des  approiimationa  trouv6ea  de  la 
racine  carn^e,  plus  grandea  que  ea  valeur  v6ritable,  et  par  x  la  diffL-rence 
entre  cette  approsimatiou  et  la  valeur  vtritable  de  la  racine  noua  trouvons 


7) 


•Ja  ' 


oü  X  est  une  quantit^  moindre  que  1 ,  car  la  valeur  de  a,  coinmem^aut 
l'applicatJon  de  la  formule  esamini-'e,  est  reprfaenti'e  par  la  racine  du 
premier  carru  exact,  proche  au  nombre  C  et  plus  grand  que  lui.  qui 
exprime  la  racine  cbercbOe  avec  l'approximation  de  1,  o'eat  ii  dire  en 
l'exccidant  de  moins  que  de  I.Mais  la  grandeur  de  a;  diniinuera  succesaive- 
meut,  ü  mesure  que  le  nombre  a  cquivaudra  ä  d'autrea  valeurs,  dana  ses 
approximationa   suivantes   et   qui    approcberont  toajoura  davantage  ta  vraie 

valenr  de  la  racine.    En  omettant  dans  l'^galitö  7)  le  membre  g~i  comme 

apas  l'aTOtie  fait  pour  la  forme  precedente  de  la  mSthoda  dn  ( 
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trouve  Tapproximation  de  x  moindre  que  sa  grandear  y6ritable  et  rendne 

a^—  c 


par  la  formule  2 


«>  -="2^' 

X  calcul6  d'aprös  cette  formale  est  repr6sent6  ainsi  qne  dans  la  forme  pr6c6- 
dente  par  la  somme  des  deoz  fractions  dont  la  moindre  peut  6tre  n^glig^ 
Ces  deux  diminntions  rendant  parfois  la  valeur  x  apte  au  changement  dans 
la  marche  du  calcul,  mais,  contrairement  ä  la  forme  du  gnomon  examin^ 
seulement  quant  ^  son  augmentation  et  non  quant  ä  sa  diminntion. 
Nommons  o;,  Tapproximation  de  x^  fournie  par  la  formale  7).  La  sob- 
stitation  de  x^  h  x  dans  r6galit6  6)  en  aagmente  le  second  membre  et  en 
fait  rin6galit6  c<a^  —  2ax^+  x\  dont  la  diff^rence  des  membres 

9)  a*—  c-^  2ax^  +  0^^ 

pr6sente  6yidemment  le  reste  de  Textraction  approch6e  de  la  racine  carr^e 
dans  le  cas  präsent.  Poar  d^finir  Tapproximation  saivante  de  la  racine  i 
trouver,  il  faat  diviser  ce  reste  conform6ment  aux  formales  pr6c6dente8 
par  la  double  approximation  trouv^e  a^  x^  et  continuer  comme  auparaYani 
Puisque  x^  est  bien  le  r6sultat  des  diminntions  de  x  eitles  plas  haut,  leg 
approximations  de  la  racine  carr6e,  obtenues  par  Tapplication  saccessiTe 
de  la  forme  da  gnomon  examin^e  en  exc6deront  tonjours  la  valeur  v^ritable. 
Cette  forme  devient  ainsi  an  moyen  süffisant  pour  d^finir  an  nombre  infini 
d'approximations  de  la  racine  carr6e  que  Ton  cherche,  approximations 
exc^dant  sa  valeur  v^ritable  et  rendues  par  n'importe  quelles  fractions. 
Voyons  maintenant  h  quel4  r6sultats  en  aboutit  Tapplication  4  Textraction 
approximative  de  la  racine  carr6e  dans  des  cas  correspondants  cbez  les 
math^maticiens  grecs« 

Les  plus  simples  cas  de  ce  genre  sont  repr6sent6s  par  les  quatre 
nombres  d' Archimt^de  >  cit6s  plus  haut.  Pour  y  appliquer  la  m6thode  da 
gnomon  dans  sa  forme  examin6e  il  faut  tout  d'abord  d^finir  les  racines  des 
plus  proches  d'entre  les  carr6s  exacts  qui  les  exc^dent.  On  Tobtient  en 
augmentant  de  1  les  racines  des  plus  proches  d'entre  les  carr6s  moindres 
exacts  et  trouv6s  snivant  la  manii^re  prec6dente.  L'evaluation  de  ces  racines 
comme  Celle  d'un  sujet  assez  connu  peut  se  borner  a  Tindication  des  cal- 
culs  qui  s'y  rapportent 

9082321      3380929       1018405       4069284 
-  9000000     -  3240000     -  1000000     -  4000000 
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Les  limites  des  tfttonnements  ponr  ces  nombres  sont  3000  et  3100, 
1800  et  1900;  1000  et  1100;  2000  et  2100.  Les  membres  sap^rieurs 
des  d6composition8  en  binome  des  racines  cherch6es  sont  3000,  1800; 
1000  et  2000.  Les  racines  cherch6es  des  moindres  carr6s  exacts  les  plas 
proches  aaz  nombres  donn6s  sont  3000  +  13,  1800  +  38,  1000  +  9, 
2000  +  17.  En  angmeutant  chacnne  de  ces  racines  de  1 ,  nous  obtiendrons 
les  racines  des  plus  grands  carr68  exacts,  les  plus  proches  aux  nombres 
donn6s,  nomm6ment  3014,  1839,  1010  et  2018. 

Ce  sont  les  nombres  a  qne  nous  avons  dans  les  d^compositions  en 
binome  des  racines  cherch^es,  repr6sent6es  par  la  formale  6).  Afin  de 
trouyer  les  nombres  x  oorrespondantes  il  faut  operer  les  calculs  d6sign6s 
par  la  formule  8).  Puisque  les  divisions  qni  en  sont  exig6es  ne  sauraient 
dtre  oper^es  en  nombres  entiers,  les  diff^rences  obtenues  doivent  6tre 
pr6alablement  transform^es  en  nombres  fractionnaires,  indiqa6es  par  les 
d6nominatears  des  approximations  d'Archimdde  d^compos^s  en  facteurs 
Premiers,  on  la  premidre  diff6rence  en  2-mes  et  en  4-mes  parties,  la 
seconde-en  ll-mes,  la  troisi^me-en  6-mes  et  la  qnatriöme-en  4-mes.  En 
produisant  tous  ces  calculs  et  en  n6gligeant  au  dernier  nombre  la  fraction 
comme  n'exer^ant  aucune  influence  snr  Tapproximation  chercb6e  nous  avons 
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Les  seconds  nombres  dans  les  binomes  des  racines  carr6es  se  trouvent 

•     La  soustraction  donne  les  ap- 
proximations des  racines  carr6es  cherch^es 

1839- 


de  la  Sorte  ^quivalant  ä  t*   tt-»  tt  et  -t 

4   11   D    4 


3014- i  =  3013 1-, 
4       4 


9  c) 

=  1838 


11 


11 


1010- 


1009^, 
o 


2018-|-  =  20l7i) 
4       4 


parfaitement  co^ncidentes  avec  Celles  d'Archimöde.  Ensuite,  pour  d6finir  les 
derniers  restes,  obtenus  avec  les  extractions  approximatives  qui  yiennent 
d'etre  d^crites  il  faut  recourir  aux  op6rations ,  design6es  par  la  formule  9). 
Les  denx  soustractions  qu'elle  exige  ayant  d6ja  6t6  faites  comme  on 
d6fiaissait  le  second   membre   du  binome,  il  nous  reste  k  ajouter  le  carr^ 
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de  oelui-ci  au  reste  obtenu  ä  cetie  d6finition.  On  r^dnit  le  reale  an  möme 
d6nominatenr  avec  le  nombre  fractiounaire  dont  il  est  augmentö,  en  le 
multipliant  par  son  propre  d^nominateor,  car  le  carr6  en  fait  justementle 
denominateur  du  nombre  fractionnaire  additionn6.  Les  calcnls  nonveaax, 
exig6s  par  toutes  ces  op6rations,  prendront  donc  la  forme  que  voici  et  qni 
fait  snite  aax  calcnls  pr^cedents 


1472 

3556 
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52 

X4 

xU 

x6 

x4 

5888 

3556 

420 

208 

+  1 

3556 

+  25 

+  9 

5889 

39116 
+  4 

445 

217 

39120 

Parmi  les  cas  les  plus  simples  ponr  Textraction  approximative  de  la 
racine  carr^e  aux  r^sultats  excedant  sa  valenr  yeritable  et  presentes  par 
certaines    oeuvres   des   math^maticiens   grecs,   nous    trouYons    chez  Tbeon 

de  Smyme  y^  rendue  par  -^*     La  racine  carr^e  du  plus  grand  des  carres 

exacts ,  proches  ä  2  est  2.    Ensuite,  d*aprös  la  formale  6)  2  =  4  —  4a?  +  «*, 
d'apr^s  ]a  formnle 

«,  4-2      2       2.2    .       l      ,_  ,.  9       1        3 

on  ä  Tapproximation  donn6e  par  Th6on  de  Smyrne.    Enfin,  le  reste  fourni 
par  Textraction  de  la  racine  carr6e  est  d'aprös  la  formale 

9)  4-2-2  +  1  =  1 

Oatre  cette  approximation  Th6on  de  Smyme  en  donne  nne  antre  daos 

-  17 

le  mOme  livre  et  qai  excede  la  valear  de  ^2 ,  nommement  r^     On  Tobtient 

en  continuant  l'extraction  prOcedente  de  la  racine  carr6e.     Efifectivement, 

3 
ayant  le  nombre  ^  en  qualit^  de  premier  nombre   dans   le  binome  de  la 

9      6 

racine,  la  formale  6)  en  fait  2  =  j  —  ^a?  +  aj*et  la  formale  8)  avec  Tappli- 

cation  des  6-mes,  exigee  par  le  denominateur  12  decompose  en  ses  facteurs 
Premiers  en  fönt  a.  =  (j-2j:2=j:2  =^2  ^^=276^^  =  12'    ^^^ 

Olli 

o  "~  fö  =  Tö »  ce  qai  est  1  approximation   de  Theon.     Quant  au   reste  de 

Textraction  op6ree  il  est  d'apri^s  la  formule  9} 
9_o 6       ,  J___l, 6  1     _   6-6         1    _     1 


4  2 .  12   '    12*       4      2 .  12  '    12»        2 .  12   ^  12»       144 


Estroction  des  racines  carr^ea  dane  la  Gräce  Antique. 


Tone  ces  caleuls  räania  suivant  le  sobäme  emploj6  plus  baut  poni 
Bpproximations  d'Arohimäde,  prenaent  la  forme  quevoici: 

L'extraction   de  la  raciue  carree  aux  rtsultata  excödant  sa 
valeur  vöritable   noua   eu    donce   un  cas  plus  compUquö   chei      ~_^ 
H^rou  d'Alexaudrie  dans  sa  Geometrie,  oü  il  reud  ys  au  moyen 


dea   carr^B    exacta   proche  ä  2,    eat  2,    et   que   ponr  le  däno- 
minateur  de  l'apprOTiiiuatioii  examiaäe  les  facteare  premiers  eont 
5  et  3,  on  troave  auivact  les  formules  6)  et 
8}  3  =  4 -4a;  +  a;»  et  «  =  (4- 3): 4  =  1 14=1:4  =  ^  +  ;' 


,  en  omettant  la  fraction  moindre,  fc,  =  =- 


5  5^20 

-  g- 1  en  vertu  da  quoi 

19 

rapproximation  cherchi'e  eera  exprimt^e  pai  le  uombre  2—  ^^  ^■ 

)  carr6e,  d6fini  eelon 


4l4 

0 

1 
X  6 


0 

+J 
1 


Enfia  le  reste  de  Vextractioti  de  la  i 
la  formule  9),  est 

A  q  ^       ,         ^      -1  ^       I         1      -5-4  1       _1  16 

5"'"25"       5"''25""    5    "''25     5"*"25"25' 

La-deaaus,  pour  calculer  rapproximation  saivante  on  emploie  celle  qui 
est  döjiV  trouTÜe  comme  le  premier  nombre  de  la  racine  en  binome,  en  se 
gardaat  d'oublier  que  parmi  les  facteurs  premiers  du  dOno minateur  15  oa  ne 
s'etait  point  eervi  du  faoteur  3  et  Von  obtient  suivant  les  formules  6),  8)  et  9) 


18 
5.15 


a:  +  a:'; 

18_ 
r  6  ~ 


18 
'  5  .  15  "■ 


(i.3 
'  5.3- 
18-18 


15' 


25       5. 15 "^15'        5.15    "*■  15"       15'' 
Od  re90it  ainsi  dans  cette  nouvelle  approximation  Celle  de 

Htron.    La  r^union  des  caleuls  d'aprC'S  le  Boheme  connu  en  fait: 
Un     cas  encore  plus   compliquä    est  presentc    par    la   plus 

grande  des  approsimations  dans  l'interTallo  desc|Uelles  Archimede 

a  renfermä  ^3,  Du  par  le  nombre  ■    Alin  da  distinguer  rap- 

proximation examin^e  d'entre  le  nombre  infini  des  approximations 
possibles  et  suivant  ee  qui  a  <!tb  dit  plus  haut,  11  faut  daus  le 
proccs  meme  de  l'extraction  se  servir  de  fractions  dont  les  dcno- 
minateurs  sont  composgs  de  facteurs  premiers  du  nombre  780 
ou  de  2,  2,  3,  5  et  13.  Guides  par  cette  Observation  nous 
en  venons  vraiment  a  l'approximation  d'Arohimi'de  apres  uoe 
quadruple  application   des  formules  6),  8)  et  9),  comme  ou  le 
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-■•syw*^!.^  ^ ^>i0'    ,-K^ 


voit  dans   les  calculs   suiTants»   pr6s6nt6s   d'aprös  les  exemples  prde^dents 
sous  les  förmes  actuelles  des  fractions,  ou  sous  celle  du  schäme  conno  en 

rfeduction     3=,(2-*)»=4-4«+x»5    X=(4-8):4=l:4=^  :  4  =  i  +  |^ 


4 
-3 
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4 


4^ 
1 


_.    Q    4     1_.     4.  l_6-4      1_2      1      13 
L'approximation   tronv^e  est  ^  ~  7  ^  *?" 

8  =  (^_.)'=^_?.  +  ^ 
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_3V??-15??  =  1^.22-*-^-22-^.92 
V-  6       36-  6        6  •'^'*-6.5-''^~3Ö'''^ 


=  ^  + 
30^ 
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I 


121     „     22.2  . 

—  o  —  T, — :T7r  + 
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L'approximation  trouv6e  est  -n st;  =  öt^* 
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1 


109  106_109      .__!_     

9U0'  30  ~  30  ■  30'*"1(J6Ö 

ou  X,  =  3^. 
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L'approximation  troav6e  est  ön""  ö«  =  öt»* 

o^j      ou       oü 
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30.26 
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30«.26^  (30.26)« 
1        _      1 
30«.  26      '    (30 .  26)»  ~  (780)«' 
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Extraction  des  racines  carr^es  dans  la  Gröce  Antique.  211 


Quant  i  lenrs  procds  da  calcnl  composant  le  proc6d6  da  gnomon  dans 
sa  forme  ezamin6e  les  approximations  de  la  racine  carr6e  ezc^dant  sa  yaleur 
y^ritable  peuvent  dtre  r6sam6es  dans  la  rdgle  suivante  qui  est  aa  fond  nne 
forme  abr6g6e  de  ces  procds  leur  6tant  commaniqn^e  par  le  schäme  pr6c6- 
dement  accept6.  Le  nombre  dont  il  faat  extraire  la  racine  carr6e 
est  soastrait  du  plas  proche  des  carr^s  qui  Texc^dent.  Le  reste 
en  est  maltipli6  par  le  d6nominateur  des  fractions  choisies  pour 
Tapproximation  cherch^e  et  diyis6  par  la  double  racine  carr6e 
da  plus  proche  carr6.  Ce  deuxidme  reste  en  est  multipli6  par 
le  meme  d6nominatear  et  le  produit  augment6  du  carr6  du  quo- 
tient.  La  racine  carr6e  du  plus  proche  carr6  indiqu6,  diminu6 
par  le  quotient  fera  Tapproximation  cherch^e.  Pour  trouver 
Celle  qui  suit  il  faut  multiplier  la  somme  pr6c6demment  obtenue 
par  n'importe  quel  multiplicateur  et  en  diviser  le  produit  par 
le  double  numerateur  de  l'approximation  trouv^e.  Le  quotient 
en  sera  la  fraction  dont  le  d6nominateur  est  le  produit  de  celui 
de  l'approximation  pr6c6dente  et  du  multiplicateur  choisi.  Le 
reste  en  est  ensuite  multipli6  par  le  mdme  multiplicateur  et  le 
produit  ajout6  au  nouveau  quotient.  La  diff6rence  d'entre 
l'approximation  pr6c6dente  et  le  nouveau  quotient  sera  juste- 
ment  la  nouvelle  approximation  cherch^e.  On  a  recours  aux 
mdmes  Operations  pour  trouver  les  approximatigns  suivantes 
dont  le  nombre  et  les  d^nominateurs  sont  arbitrairement  choisis. 

Moskau,  18.  Februar  1896. 


Vi.^ 


Recensionen. 


Lehrbuch  der  darstellenden  Oeometrie.  Von  J.  Soblotkb,  Lehrer  der 
allgemeinen  Gewerbeschule  in  Hamburg.  Zweite  vermehrte  and 
verbesserte  Auflage.  Dresden  1893 — 1896.  Verlag  von  Gerhard 
Eühtmann. 

Von  J.  Schlotke*s  Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie  liegt  die 
zweite  völlig  umgearbeitete  und  bedeutend  erweiterte  Auflage  nunmehr 
vollendet  vor. 

Sie  zerfällt  in  vier  Theile: 
L  Specielle  darstellende  Geometrie  (Parallelprojection),  mit  165  Figuren, 

142  S.; 
II.  Schatten-  und  Beleuchtungslehre,  mit  79  Figaren,  60  S.; 

III.  Perspective  (Centralprojection) ,  mit  133  Figuren ,  IV,  133  S.; 

IV.  Projectivische  Geometrie  (Zusammenhang  mit  der  darstellenden 
Geometrie  und  Verwendung  derselben;  projectivische  Eigenschaften 
der  Kegelschnitte  und  Flächen  zweiter  Ordnung) ,  mit  223  Figuren, 
IV,  177  S. 

Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass  Theilll  sich  nur  auf  parallelprojectivische 
Darstellung  und  die  Annahme  paralleler  Lichtstrahlen  bezieht,  und  die 
Beleuchtungslehre  nur  gegeben  ist,  so  weit  sie  sich  folgern  lässt  aus  dem 
Satze:  „Die  Helligkeit  ist  proportional  dem  Cosinus  des  Einfallswinkel  der 
parallelen  Strahlen.^ 

Der  Schattenconstruction  in  centralprojectivischen  Bildern,  ebenfalls 
unter  Annahme  paralleler  Lichtstrahlen  ist  noch  ein  eigener,  fünfter  Ab- 
schnitt in  Theil  III  gewidmet.  Das  Lehrbuch  ist  in  einem  wohlthuend 
klaren  und  übersichtlichen  Style  geschrieben.  Diese  Eigenschaft  äussert 
sich  besonders  auch  in  den  einleitenden  Bemerkungen  der  Theile  und 
Abschnitte,  in  denen  das  Wesen  der  folgenden  Materie  kurz  dargelegt, 
sozusagen  der  gemeinsame  Factor  vor  die  Klammer  gesetzt  wird. 

Klar  und  übersichtlich  sind  auch  die  dem  Text  in  grosser  Fülle  ein- 
gefügten Figuren,  bei  denen  im  ersten  Theile  häufig  Anwendung  von  der 
die  Anschauung  so  sehr  erleiohleinä^Ti  ^c\i\^^^Ti  ^tq^^^^x^xl  ^«^mafiht  wird. 


Eine  Auahl  üebungSBofgaben  ist   dem  Texte  theils  eingeftlgt,  tbeils 

angehSngt. 

Die  Tollkommene  Trenonng  des  Theiles  IV  von  den  anderen  Tbeilen 
biet«!  den  ftusBerea  Yortbeil,  Aas  Buch  den  bald  bescbiänkteren,  bald 
weitergebenden  Anforderungen  der  verHchiedeneten  Schulen  und  Leserkreise 
anpassungBi^ig  zu  machen.  Sacblicb  könnte  sie  von  manchem  Beurtheiler 
verworfen  werden.  Aber  die  Darstellung  der  Grandlagen  in  Theil  I  and  IH 
nimmt  dorch  diese  Trennung  einen  friedlicheren,  einheitlicheren  Charakter 
an,  der  dem  Lernendeu  woblthut.  Abgesehen  von  der  Anwendung  weniger 
elementar  geometrischer  Sätze,  die  Jedem  geläufig  sind,  basirt  nun  Alles 
auf  anscbaulicben  Daten  und  O|]erationen.  Denn  die  Gestalten  der  geo- 
metrischen Elemente,  die  bei  Projection  und  Drehung  derselben  auftretenden 
Erscheinungen  und  gezeichnet  vorliegende  Linien  sind  anscbaullcb,  auch  in 
dem  Sinne,  dass  ihre  Vorstellung  dem  Gedächtniss  eingeprägt  und  ohne 
Modell  reproducirt  werden  kann.  Den  Methoden  der  neuereu  Geometrie  ISsst 
sich  Anscbaulichkoit  nicht  durchweg  nucbrUbmen;  da  DoppelverbSItnisse  and 
besonders  DoppelverhältniBsgleicbheiten  innerhalb  unendlicher  Beihen  nichts 
Anschauliches  sind,  kann  z.  B.  die  Erzeugung  räumlicher  Gestalten  durch 
projectivisch  auf  einander  bezogehe  Gebilde  von  der  Einbildungskraft  nicht 
mitgemacht  werden,  vielmehr  werden  projeotivische  Beziehungen  erst  um- 
gekehrt durch  diese  Erzeugnisse  anschaulich. 

Wir  halten  daher  die  in  dem  Werke  vorgenommene  Trennung  der 
elementaren  Behandlungsweise  von  der  synthetisch-geometrischen  fUr  vor- 
theilhaft,  obwohl  sie  den  ersten  Theilen  des  Buches  manche  Beschränkung 
im  Stoffe  auferlegt,  und  einzelne  Probleme  zweimal,  erst  in  engerem,  dann 
in  weiterem  Sinne  behandelt  werden  mUssen.  Es  werden  in  Theil  IV  zuerst  die 
ebene  und  räumliche  CoUineation ,  dann  die  projectivischen  E lerne utarge bilde 
und  ihre  Erzeugnisse  vorgenommen.  Ein  besonderes  Kapitel  ist  schliesslich 
dem  Frincip  der  reciproken  Radien  und  den  Polarfiguren  gewidmet.  Es 
ergebe  inen  damit  die  Cykliden  als  der  Darstellung  leicht  zugängliche 
Flächen;  die  merkwürdigste  Form  der  Cyklide  wird  auf  einer  bUbschen 
Tafel  mit  Licbtgleicben  und  Schlagschatten  wiedergegeben. 

Es    ist   kein   Zweifel,    dass    Schlotke's   Lehrbuch    der    darstellenden 

E'^'ometrie  die  in  weiteren  Kreisen  bereits  gewonnene  Beliebtheit  in  seiner 
lan  Gestalt  lUcbt  nnr  sich  erbalten,  Bondem  neue  Freunde  gewinnen  werde. 
Hekmarh  Brunn. 
n 


I -Oantellende  Geometrie  mit  EinschluBs  der  Perspective,  insbesondere  zum 
Gebrauche  an  Fortbildungs  •  und  Baugewerkscbnlen ,  sowie  zum 
Selbstunterricht  von  F.  Faber,  Lehrer  für  darstellende  Geometrie 
und  Bauconstruction.  Nach  dem  Tode  des  Verfassers  herausgegeben 
von  Otto  Scbuidt,  Aruhitekt  und  Lehrer  der  kßnigl.  Baugewerk* 
«chuJo  ia  Posen.    Mit  41  Tafeln  in  ll\^l\^o^TO.■^\vw. 


r.  Theil:  Text  (vn,  129  8.).   II.  Theil:  Tafeln.   Dreaden  1894. 
lag  TOD  Gerhard  KübtmaDn. 

Da§  vorliegende  Werk  ist  nach  den  Worten  dsB  HerauBgebera  lediglich 
als  eine  ScbSpfang  des  verstorbenen  Verfassers  za  betrachten,  die  sieb 
drackreif  in  dessen  Kacblass  vorfand.  Faber's  Vorrede  schliesst  mit  den 
Worten:  „Bei  der  Beurtheilung  der  nachstehenden  Arbeit  bitte  ifh  zn  be- 
rück  sichtigen,  dass  dieselbe  keine  theoretisch  mathematische,  ecndem  eine 
rein  praktischen  Zwecken  dienende  sein  soll."  Das  Ziel,  das  sich  der  Ver- 
fasser gesteckt  hat,  bat  er  erreicht.  Es  entspricht  dem  praktischen  Zwecke  dei 
Baches,  dass  es  von  Weiterungen  rein  wissenschaftlicher  Natur  freigehalten, 
dagegen  mit  den  Abbildungen  nicht  gespart  ist,  so  dass  sieb  das  Text-  ond 
Tafelbündchen  schon  rein  ftasserlicb  das  Gleichgewicht  halten.  Andererseits  hat 
der  Verfasser  die  Bedeutung  des  textlichen  Theiles  doch  durchaus  nicbt  ooter- 
schBtzt,  sondern  erkannt,  wie  das,  was  wir  Ausbildung  der  Anschanncg  in 
nennen  pflegen,  ebenso  von  der  Bildung  klarer  Begriffe  als  vom  Schauen  ond 
Zeichnen  abhängt,  ja,  die  Eigenartigkeit  des  Menschenmaterials,  das  er  auf 
der  Baugewerkschiile  in  Eckernförde  durch  22  Jabre  hindurch  zu  bilden  hatte, 
veranlasst  ihn,  auf  die  begriffliche  Scbolung,  die  Schulung  tm  Ausdruck  in 
verschied  entlichen  Ermahnungen  einen  besondern  Ton  zu  legen. 

Die  Darstellung  erweist  den  besonnenen  Lehrer  mit  praktischem  Blick. 
In  einzelnen  Kleinigkeiten  ist  sie  verbessern  ngsIS big. 

Bebandelt   werden   die   rechtwinklige  Projection,    die  Bestimmung  tob 
Dnrchstosspankten,     Spuren     und    Winkeln,     die     Durchdringangei 
Schaltirung  der  rechtwinkligen  Projectionen ,   die  Perspective  nebst  km 
Anleitung  zur  Schattirung  von  perspecti vischen  Bildern. 

Was  Flltchen  und  Körper  anlangt ,  so  ist  nirgends  über  die  Botatiom- 
kCrper  hinausgegangen ,  meist  die  Betrachtang  auf  Kugel ,  Kegel  nnd 
Cj linder  bescbrSnkt. 

Hervorheben  mOchlen  wir  die  weitgebende  Verwendung  der  drittes 
Tafel,  welche  zur  Bildung  einer  vollkommeneren  Anschauung  von  den  dar- 
gestellten Gegenständen  sehr  dienlich  ist. 

Bei  den  Beleuchtungaconstructionen  wird  mit  Recht  auf  die  relati 
das  beisst  die  dem  Auge  zur  Erscheinung  kommenden  Helligkeiten 
gegangen,  and  zwar  unter  der  Annahme,  dass  die  den  reflectirten  StraU' 
direct  ins  Auge  sendenden  Flächen  stellen  am  hellsten  erscheinen  and  die 
Helligkeitsabnahme  proportional  ist  der  Abweichung  des  reflectirten  Strahles 
von  der  Sebstrablenrichtung.  Es  sei  noch  besonders  auf  die  in  Farbdruck  her- 
gestellten scbatttrten  Abbildungen  einer  Kugel  und  eines  Ringes  hingewiesen. 

Faber  befleisaigt  sich  eines  ihm  eigenthUmlichen ,  übrigens  consequent 
durchgeführten  Verfahrens  sowohl  in  der  Bezeichnung  der  Objecte  dnrcb  Buch- 
staben ,  als  in  der  Zeicbnang  derselben  mittelst  durchbrochener,  punktirter  etc. 
Linien,  damit  der  Beschauer  sofort  zuverlässige  Anbaltspankte  für  das 
FeraUadniss   der   Figuren  bafea,  a\ic\i  ■«6'O'ft  ifet  ctV&\wi4.*  "^«x.  ttmw«M 
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gedacht  wird.  Der  Tom  Text  ToUkommen  getrennie  Band  der  Abbilduagen 
kann  daher  von  Jemand,  der  die  Theorie  erfasst  hat,  aach  allein  dnrcfa- 
atudirt  werden,  was  eine  heilsame  Repetition  und  InterpretationaübuDg 
darstellt.  _______  Hbrmann  Brunn. 

Der  Coordinatenbegriff  und  einige  Grundeigenschafteu  der  EegelEchnitte. 

Zunächst  eine  Ergänzung  der  Neubearbeitung   der  Planimetrie  von 
Kamblt.     Zam  Gebrauche  sd  Gyamasien  nach  den  neuen  preussischen 
Lehrpiflnen  bearbeitet  von  Hermann  Röder,  Oberlehrer  am  Lyceum  I 
zo  Hannover.    Mit  36  Figuren,    Ferdinand  Hirt,  Königl,  Univeraitäta- 
und  Verlagsbuchhandlung.    Breslau  18E)3. 
Das  Büchlein  enthält  auf  55  Seiten,  waa  der  Titel  besagt,  wenn  man 
den  „ C 00 rdinaten begriff "  im  engsten  Sinne  als  Begriff  der  rechtwinkligen 
CartesischeD  Coordinaten  auffasst,  und  sieben  Paragraphen ,  welche  sich 
mit  Punkten  und  geraden  Linien  beachaftigen,  hinzurechnet.    Die  Broschüre 
wird  ihrem  Zweck  in  der  Schule  durchaus  entsprechen  und  empfiehlt  aieh 
Jedem,  der  eine  erste  Ahnung  vou  analytischer  Geometrie  bekommen  will, 
durch  geringen  Umfang  und  Billigkeit.     Ton  den  Curven  zweiter  Ordnung 
werden    Mittelpunkts-    und    Scbeitelgleichuugen,    sowie    mechanische    Con- 
»tructionen     angegeben,    ferner    Tangenten,    Normalen    und    Brennpunkts- 
eigenschaften behandelt.     Den  Sc  hin  sa  bildet  der  Nachweis,  daas  bei  ebenen 
Schnitten  eines  Ereiskegela  die  besprochenen  Curven  zu  Tage  treten. 

Man  kann  nur  zustimmen,  wenn  gewisse  elementare  Sfttze  nicht  aus 
einer  speciellen  Figur  abgelesen  werden,  sondern  auf  die  für  das  Vor- 
leichen  der  CoordiuatengrSssen  wichtigen  VerGchiedeuheiten  der  möglichen 
Lage  des  Objects  aufmerksam  gemacht  wird  (siebe  z.  6.  §  3,  §  4,  §  5). 

Vielleicht  würde  sich  aua  dieaem  Grunde  auch  S.  46  Zeile  5  von  oben 
anf  der  rechten  Seite  der  Hyperbelgleichung  das  doppelte  Vorzeichen : 


(/ar,  +  «)'  +  yj*-  /(«,  -  cY  +  y,*  =  ±  2a, 

oder  eine  BemerkuDg  über  die  Zweideutigkeit  der  Wurzein  empfehlen. 
Nachdem  vorher  unter  „Tangente"  iitets  die  unbegrenzte  Gerade  verstanden 
wurde,  würden  wir  in  §  18  nicht  sagen:  „Jede  Tangente  wird  durch  die 
Bcheiteltangente  halbirt."  Auch  die  Wendung;  „Aus  der  Mittelpunkts- 
gleichung  dea  Ereisea  (der  Ellipse  etc.)  die  Gestalt  desselben  zu  finden" 
würden  wir  lieber  durch  eine  andere  ersetzen,  insofern  nicht  die  genaue 
Herstellung  der  Gestalt,  aondern  nur  die  Angabe  einiger,  zum  grösateo 
Tbeil  sehr  allgemeiner  Cbarakteriatika  verlangt  wird.  Doch  dies  ist 
schliesslich  Geschmackssache,  und  es  würde  der  von  uns  vorgeschlagenen 
Wendung:  „die  Gestalt  der  Curve  zu  charakterisiren"  vermuthlich  aus 
Sprachreioignngsgrttndea  der  Eintritt  in  die  prenssischen  Gymnasien  ver- 
^  wehrt  aein.  ,  Herhahn  BauKH. 


OrosflherzogUoIi  Hecklenburgiache    Landes -TenneMimg.    V.  TfaeÜ. 
conforme   Kegel projection    und    ihre   Auvrendong   aaf   du   ' 
metrische  Netz    erster    Ordnung.    HeraoBgegeben   von  W.  Jobsai 
Kabl  Mauce,  B.  YoGLsn. 

Die  Triangulation  der  Leiden  GroasheriiogthUmer  von  Uecklenburg, " 
die  unter  Fasclien'B  Leitung  geplant  und  1874  vollendet  wurde,  int  1890 
von  Neuem  aufgenommen  worden,  um  das  Netz  zweiter  und  dritter  Ord- 
nung zu  vervollatündigen.  Von  PaBcben,  der  ein  Schiller  von  Gaaaa 
war  und  die  Ideen  von  GansB  bei  seinem  Plane  vernerthete,  ist  die  con- 
forme Eegelprojtction  Eur  ebenen  Abbildung  des  Landes  gewählt  worden. 
Die  Herausgeber  haben  diesen  Plan  bis  ins  Einzelne  durcbgefUbrt ,  so  dau 
nunmehr  die  Vortheile  der  confoimen  ebenen  Abbildung  bis  herab  zu  deo 
Katasterkarten  nutzbar  gemacht  werden  können.  Von  W.  Jordan  sind  jn 
dem  Zweck  Potenzreihen  entwickelt  worden,  erstens  um  den  Üebergang 
von  den  geographischen  Coordinaten  zu  den  rechtwinkligen  Coordinsteo 
der  ebenen  Abbildung  und  umgekehrt  bequemer  als  die  von  Paschen 
schon  gegebenen  geschlossenen  Formeln  zu  vermitteln,  und  zweitens,  um 
aus  den  rechtwinkligeu  Coordinaten  zweier  Punkte  die  LBnge  und  di« 
Azimuthe  der  sie  verbindenden  geodätischen  Linie  direct  zu  berechnen. 
Die  Herausgeber  haben  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Netzes  erstn 
Ordnung  von  Neuem  berechnet  und  aus  den  ebenen  Coordinat«D  alle 
Richtungswinkel  und  Entfernungen  des  Netzes  erster  Ordnung. 

Es  wird  dem  Mathematiker  erwünscht  sein,  in  diesem  Werke  la 
sehen,  wie  sich  die  praktische  Durchführung  gestaltet.  Die  verwendeten 
mathematischen  Hilfsmittel  sind  verhältnissmSssig  elementar  und  ich  sollte 
meinen,  dass  dies  dem  Werke  zum  Tortheil  gereicht.  g.  RnuOE.  J 


Die  geometriiclien  Constructionen,  ausgeführt  mittelst  der  geraden  Linie  nnd 

eines    festen  Kreises,    als    Lehrgegenstand    anf  höheren  Unterrichtt- 
anstalten  und  zur  praktischen  Benutzung  von  Jacob  Steiner  (1833) 
[Ostwald's  Klassiker  der  exacten  Wissenschaften  Nr.  60],     HeraoB- 
gegeben  von  A.  J.  v.  Obttikoen.  Leipzig  1895.  Bei  Wilhelm  Bngel- 
mann,    84  8.  mit  25  Textfiguren. 
Das  Jahr  1832  brachte  das  unter  dem  abgekürzten  Titel  Systentatisekt 
£n<u'icA:e2un^  berühmt  gewordene  Hauptwerk  Jacob  Steiner's,  das  Jahr  1833 
seine  Geometrischen  Consiruclionen.  Beide  Schriften  wurden  1881  im  I.Bande 
von  Steiner's  gesammelten  Werken  neu  gedruckt.   Die  trotzdem  erfolgte  Auf- 
nahme der  beiden  Steiner'schen  Schriften  in  die  Klassiker  der  exacten  Wisseo- 
schaften    dürfte  durch  Gründe   der  Woblfeilbeit  sieb  rechtfertigen,   da  die 
beiden  BSnde  der  gesammelten  Werke  allzu  kostspielig  sind ,  um  eine  groBse 
Verbreitung    erreichen    zu    können.    Fürs    Erste    ist    die   dem  Datom  nadi 
BpStere  Schrift  in  der  blWigen  A.viBgB.\^e  BT«ic:\t\«>u«>\i.  CfcKTOB.   im 
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